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PRESENTACION

En el marco del fortalecimiento de la educacién publica chilena, el Ministerio
de Educaciéon busca promover la mejora de los aprendizajes escolares de los
estudiantes, a través de diversas iniciativas y proyectos tendientes a desarrollar las
capacidades docentes y directivas, que beneficien la ensefianza y el aprendizaje de
la matematica para la educacién basica. Para ello, la Division de Educacion General
de este Ministerio impulsé el desarrollo del programa Sumo Primero en Terreno
en convenio con la Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso. Este Programa
se inicié en julio del afio 2019, y brindé apoyo sistémico a establecimientos de
todo el pais, fortalecimiento las capacidades profesionales de sus docentes para la
ensenanza de la matematica y ofreciendo oportunidades de aprendizaje matematico
a 29.000 nifnos y nifas de primero a cuarto afno basico.

Una de las actividades desarrolladas, fueron los talleres docentes, que se focalizaron
en generar espacios profesionalizantes, aportando al desarrollo de capacidades
docentes desde una mirada didactica-matematica orientada el disefo y gestién de
procesos de ensefanzay de aprendizaje efectivos. A partir de las reflexiones criticas
y fundamentadas acerca de la ensefanza y el aprendizaje que surgieron de estos
talleres, nacieron dos libros.

Estos libros tienen como propdsito promover, desde la Didactica de la Matematica,
las capacidades requeridas en docentes del Primer Ciclo de Educacién Basica, para
planificar y gestionar los procesos de ensefanza y de aprendizaje adaptadas a las
necesidades propias de la etapa inicial y orientar el desarrollo de las habilidades
focalizadas en la resolucion de tareas matematicas por parte de los estudiantes.



Este primer libro de Didactica de la Matematica que presentamos, se centra en
el propdsito formativo de la asignatura de matematica, que es “enriquecer la
comprension de la realidad, facilitar la seleccién de estrategias para resolver
problemas y contribuir al desarrollo del pensamiento critico y auténomo en todos
los estudiantes, sean cuales sean sus opciones de vida y de estudios al final de la
experiencia escolar” (MINEDUC, 2012, p. 86).

Junto con agradecer el compromiso y profesionalismo del equipo de especialistas
en Didactica de la Matematica que participaron en la elaboracién de estos libros
y a los destacados expertos internacionales que evaluaron su calidad y aporte a
la formacion inicial y continua de docentes, es un agrado para la Division General
de Educacién del Ministerio de Educacion poner a disposicion de todos ustedes el
Tomo | del libro Didactica de la Matematica para Primer ciclo de Educacién Basica:
un aporte a la formacién continua de profesores.

Esperamos que este recurso, fortalezca el desarrollo de la Didactica de la Matematica
en los docentes que se desempenan en Primer Ciclo de Educacién Basica, para
mejorar la calidad de los aprendizajes de los estudiantes.

Raimundo Larrain H.
Jefe de la Division de Educacion General
Ministerio de Educacion de Chile



PROLOGO

Con gran placer e interés lei el primer volumen de los dos libros “Didactica de
la Matematica para Primer Ciclo de Educacion Basica: Un aporte a la Formacién
Continua de Profesores”. Durante mi estadia en Chile en marzo de 2020, justo antes
de que nuestras sociedades y nuestros sistemas educativos se hayan visto alterados
por la pandemia de Covid-19, Andrea Pizarro Canales me hablé ampliamente sobre
el Programa Sumo Primero en Terreno, en el cual ella se habia comprometido. Me
impresioné el alcance de este proyecto y los recursos invertidos para apoyar a
profesores que trabajaban con estudiantes pertenecientes a las escuelas publicas
de Chile, asi como la energia desplegada por sus actores, y lo que ya habian logrado
hasta esa época.

En un momento en el que todos estamos particularmente preocupados por el
aumento de desigualdades educativas generadas por la pandemia, el anuncio de
la publicacién de estos dos libros me hizo muy feliz, porque se demostraba que la
pandemia no habia detenido el impulso de un programa, que ahora es incluso mas
necesario que en el momento en que comenzé.

Este libro, esta dirigido a docentes de los primeros cuatro aios de la escuela basica.
Estos primeros afos son fundamentales para el aprendizaje de los alumnos porque
alli se asienta su relacién con los nimeros, la numeracién y el calculo, las conexiones
entre conocimiento espacial y geométrico. Ademas, porque en ese periodo se
puede iniciar el desarrollo de los pensamientos algebraico, funcional y estocastico,
tan importantes hoy para poner las matematicas al servicio de la comprensién del
mundo y de la accién. En todos estos campos, la investigacion didactica no cesa
de desarrollarse, trayendo conocimiento innegable. Desafortunadamente, todavia
nutre insuficientemente la formaciéon inicial y el desarrollo profesional de los
docentes. Tornar Utiles los conocimientos generados por la investigacién por los
profesores en su quehacer diario no es de ninguna manera facil, y no es casualidad
que acaba de crearse una nueva revista llamada Implementation and Replication
Studies in Mathematics Education. Esta es, en particular, la ambicién de estas dos
obras, las cuales se apoyan en la experiencia adquirida durante los primeros 15



talleres realizados en las 198 escuelas participantes en este programa. El primer
volumen consta de un primer capitulo que pone énfasis en la importancia de la
eleccién de las tareas matematicas y su gestién para el aprendizaje. Luego, seis
capitulos son dedicados a un tema en particular: composiciéon y descomposiciéon
aditiva y su funcién en el aprendizaje de la adicién y sustraccién, multiplicacién,
division y resoluciéon de problemas, formas 3D vy visualizacién, estadistica v,
finalmente, pensamiento algebraico en relacion con la resoluciéon de ecuaciones
e inecuaciones. Para cada uno de estos temas, los coautores han puesto énfasis
sobre algunos puntos esenciales y los ilustran con tareas bien elegidas, la mayoria
de las veces seleccionadas de los textos escolares. Estos puntos esenciales estan
relacionados con las progresiones curriculares y los conocimientos didacticos que
los fundan son explicados claramente de una forma muy accesible a los docentes.
En cada capitulo, se ofrece igualmente una seccidén que se ocupa particularmente de
los principales errores y dificultades de los alumnos, los cuales han sido identificados
por lainvestigacion didactica. Por tanto, cumple bien con las expectativas del desafio
abordado.

No tengo ninguna duda de que el segundo volumen completard de manera util
los aportes del primero, y espero que estos libros logren la difusién que ameritan.
Sabemos que una formacién inicial del profesorado de alta calidad, junto a una
formacion continua que le permita, a lo largo de su vida profesional, aprovechar en
sus practicas los avances del conocimiento didactico, son condiciones necesarias
para mejorar la ensefanza y combatir las desigualdades educativas. Libros como
este son especialmente Gtiles para lograr estos fines.

Michéle Artigue
Profesora Emérita
Université de Paris
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La importancia de la

tarea matematica y su
gestion en el aula

PEDRO VIDAL-SZABO

Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso

ANDREA PIZARRO-CANALES

Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso

INTRODUCCION

El término didactica hace referencia, no necesariamente a algo ludico, sino mas bien
a una ciencia que estudia interacciones entre los componentes que son parte de un
sistema didactico, el cual es posible situar, por ejemplo, en una clase de matematica,
cuya composicion estd dada por tres subsistemas: (1) el saber matematico, (2)
personas en un rol de estudiante y (3) personas en un rol de docente.

Guy Brousseau —investigador, matematico y profesor francés— es uno de los
impulsores de la Didactica de la Matematica (DM) y fundador de la Teoria de
Situaciones Didacticas (Brousseau, 1986, 1997, 2000, 2007; Brousseau y Warfield,
2014), trabajo que fue reconocido el afio 2003 con la importante Medalla Félix
Klein. Este investigador define DM como la ciencia de las condiciones especificas
para la difusién del conocimiento matematico necesarias para las ocupaciones de
los seres humanos.



En otras palabras, la DM estudia sistemas didacticos en los que se organiza la difusiéon
del conocimiento matematico, siendo el aula un sistema didactico estandar. Por
tanto, las tareas son primordiales, no solo porque son parte del proceso de ensenar
para aprender como actividad humana, sino también las tareas son importantes en
el trabajo investigativo, pues otorgan fundamentos y evidencias de cémo pueden
ir organizadas en una ensefianza para aprender ciertos fragmentos matematicos
especificos y funcionales en sociedad.

El presente capitulo aborda algunas ideas claves de la DM y se discuten andlisis de
tareas matematicas y cémo estas pueden ser gestionadas en el aula.

[ OTNLIdVO
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FENOMENOS DIDACTICOS

En el dominio de la DM, un fenédmeno didactico siempre tiene involucrados, al
menos, el saber matematico, el que ensefia y el que aprende, cada cual actuando
como un subsistema en un cierto sistema que les engloba, por ejemplo, una clase de
matematica contiene un contenido matematico especifico que es el tratado por un
ensenante para un conjunto de aprendices.

Existen fendmenos didacticos variados y tematizados. Por ejemplo, la Figura 1
muestra la tipica férmula para calcular el perimetro de un tridngulo que, en ocasiones
se enuncia que a, b y c representan nimeros naturales no-nulos. No obstante, como
a, by c corresponden a las medidas de los lados de un triangulo, tienen condiciones
para que efectivamente conformen un tridngulo, esto es, la suma de las medidas
de dos lados del tridngulo debe ser mayor a la medida del tercer lado (propiedad
conocida como desigualdad triangular). Lo anterior ilustra un fenémeno didactico,
el cual genera posibles pérdidas conceptuales de los objetos geométricos y sus
representaciones dada una desvirtuacion hacia objetos algebraicos, en el ejemplo
de la Figura 1, pareciera que la obtencién del perimetro como medida del contorno
del tridngulo se desvirtda al cdlculo de la suma a + b + ¢, relacionado con una
algebrizacion de la geometria.

Figura 1. Férmula del perimetro Figura 2. Procedimiento matematico
de un triangulo para calcular el promedio

La Figura 2 muestra otro ejemplo en que se da un fendmeno didactico conocido
como aritmetizacién de la estadistica, pues el clculo de la media (o promedio) como
medida de tendencia central de los datos se desvirtia a la aplicacién algoritmica
de sumar cinco nimeros (5+6+7+4+9) y luego dividir por cinco. Cabe preguntarse,
¢Los datos son numeros abstractos sin contexto? ;Cémo interpretar la media de
un conjunto de datos? ;Dicha medida es representativa del conjunto de datos?,
¢Cual es la unidad de medida de la media calculada? Estas preguntas dejan entrever,
como sugiere Hawkins (1996) citado por Pfannkuch y Wild (2004), que una persona
educada matematicamente puede ser estadisticamente analfabeta.




Algunos fendmenos didacticos persisten desde el origen de un conocimiento
matematico particular o transversal, los cuales se pueden manifestar en el aula
como errores o dificultades (en la ensefanza y/o en el aprendizaje). Por ejemplo, en
el Ambito numérico es habitual encontrar:

atc
b+d

a,c_
b d~

Esto da cuenta de que la suma de fracciones no es concebida como tal, sino que el
resolutor trata de aplicar la suma de nimeros naturales haciendo del resultado una
suma errada de fracciones que aplica sumando numeradores (a+c) y denominadores
(b+d). Esto fue estudiado por Brousseau (1983) como parte de un obstaculo mayor
que guarda relacion con la extensién de los sistemas numéricos, reportando que no
siempre los errores son el producto de la ignorancia o de la inexactitud, marcando
un precedente importante para la investigacién en DM como se puede ver con
detalles en Schneider (2014).

Reconocer fendmenos didacticos como los anteriores, puede permitir a los docentes
tener mayores oportunidades para anticiparse durante el diseio de ensefanza
a posibles dificultades, errores u obstaculos durante el aprendizaje de algin
contenido matematico o estadistico, ante lo cual se podrian disefiar e implementar
algunas estrategias para ayudar a los estudiantes a superarlos, ya que, a veces, son
persistentes durante el proceso formativo.

Notar que también pueden existir fendmenos didacticos singulares en que, por
ejemplo, dada una construccion cognitiva original e innovadora de algiin concepto
matematico en una persona, resulte ser facilitadora para el aprendizaje y, por ende,
puede convertirse en un modelo de ensefanza para tratar ese mismo concepto
matematico con personas que lo aprenden, dando mas acceso a su adquisicién.

[ OTNLdVO
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LA TAREA MATEMATICA

En el contexto de la DM, Sierpinska (2004) revisa la nocién de tarea matematica,
definiéndola de la siguiente manera:

En un sentido amplio del término, [la tarea matematica es usada] para referirse
a cualquier problema de matematica que tenga las hipétesis y preguntas
claramente formuladas, y que los estudiantes pueden resolver en un tiempo
gue se puede prever (Sierpinska, 2004, p. 10).

Nechache (2017) y Pizarro (2018), adaptan tedricamente dicha definicion e indican
que la tarea matematica es todo ejercicio, problema o pregunta realizada en un
tiempo limitado en un contexto dado, siendo expresada de manera oral o escrita y
gue se configura a través de un verbo que sefala el trabajo matematico a realizar,
dicho verbo en el sentido de Chevallard (1999) es el género de tareas, por ejemplo,
calcular, sumar, promediar, transformar, construir, medir, entre otros.

Es fundamental la tarea tanto en la DM como en la ensefianza porque permite
poner en funcionamiento el trabajo matematico de los estudiantes en un espacio
organizado e intencionado, bajo cierto contexto educativo. Una ensefanza puede
traducirse como un conjunto de tareas que centran a los estudiantes en un tema
matematico determinado y que pueden abarcar desde ejercicios rutinarios hasta
problemas desafiantes. A veces pueden hallarse tareas matematicas que son
algoritmicas?, en el sentido que el aprendizaje pasa por la memorizacion repetitiva
de un conjunto de procedimientos que se convierten, inclusive, en una concepcién
exclusiva de ensenanza de la matematica, siendo esto contraproducente para una
educacion matematica del siglo presente.

No obstante, varios estudios respaldan el aprendizaje matematico como un
proceso de participacion activa por parte del estudiante, con el fin de construir
su propio conocimiento matematico anclado a sus experiencias personales,
retroalimentaciones por parte de sus pares y docentes, de otras personas en general
y de si mismos, via autorreflexion y/o metacognicion de los procesos relacionados
al aprender matematicaz.

1 El término algoritmo posiblemente proviene del nombre de Al-Juarismi, matematico drabe que describié cémo
resolver ecuaciones en su publicacién Compendio de Calculo por Reintegracién y Comparacién en el afio 825 de la
era comun aproximadamente y se define algoritmo como un conjunto de instrucciones paso a paso en orden légico
gue permite realizar una tarea determinada (Thomas, 2014).

2 Ver tanto estudios del &mbito de la educacion matematica (p.e., Donovan y Bransford, 2005; Lester, 2007) como
investigaciones del area de las ciencias de la cogniciéon (p.e., Mayer, 1992, 2002).



Existe una tipologia de tareas matematicas que particionan el conjunto de tareas en
simples, estandares y robustas (Nechache, 2017), a saber:

Las tareas simples. Poseen un nivel de exigencia débil, su resolucién exige en el
enunciado de la tarea explicitamente el uso de conocimientos y procedimientos ya
memorizados por el sujeto resolutor.

Las tareas estandares. Son de un nivel de exigencia medio, su resolucién requiere
identificar y aplicar conocimientos o técnicas conocidas y Utiles, que estan indicadas
implicitamente en el enunciado.

Las tareas robustas. Son de alto nivel de exigencia, su resolucién requiere de
conocimientos y técnicas de resolucion que no necesariamente estan aprendidas y
que no estan disponibles en una ensefanza ni en una persona particular.

Hay que tener en consideracion que no todas las tareas matematicas ofrecen las
mismas oportunidades de aprendizaje y desarrollo del razonamiento matematico.
Con ello, no se concluye que las tareas simples deben evitarse, por el contrario,
deben potenciarse, aunque se espera que no solo sean de este tipo, sino que también
sean consideradas las tareas estandares, inclusive, las tareas robustas porque estas
ultimas son poco comunes y ofrecen oportunidades de aprendizaje que contemplan
el desarrollo de habilidades matematicas de orden superior.

Las tareas provocan una alta o baja demanda cognitiva por parte de quien resuelve,
lo que repercute en el desarrollo del pensamiento matematico. Por ejemplo, Stigler
y Hiebert (2004) reportan que en la medida que las exigencias cognitivas son altas
para una tarea matematica, generalmente resulta complicada su implementacién
correcta, lo cual produce que los docentes conviertan dichas tareas en otras similares
y con menos exigencia durante la ensefianza que lleva a cabo.

Las caracterizaciones de tareas, segln niveles de demanda cognitiva (o bien,
niveles de exigencia para quien resuelve), fueron determinados por Smith y Stein
(1998) citados por el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (2015); mas
adelante, NCTM (siglas en inglés, The National Council of Teachers of Mathematics).
A continuacién, se abordan sus definiciones y se ejemplifica.

[ OTNLdVO
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TAREAS DE MEMORIZACION QUE INVOLUCRAN EXIGENCIAS DE BAJO NIVEL
Incluyen la reproduccién memoristica de hechos, reglas, férmulas o definiciones
previamente aprendidos o ya establecidos. Ademas, no se pueden resolver mediante
procedimientos, ya que no existen o porque el tiempo asignado para completar la
tarea es muy breve para realizarlo. Son tareas matematicas precisas e involucran
la réplica exacta de lo visto con antelacion, donde aquello que se ha de imitar se
establece con claridad y de manera directa. Por otro lado, no se entabla relacién
con los conceptos o el significado subyacente a hechos, férmulas o definiciones
aprendidas o reproducidas.

Un ejemplo tipico es preguntar como tarea simple: ;Como compruebas que la
sustraccién que hiciste estad correcta? Para la cual, se espera que los estudiantes
digan memoristicamente que se suma el sustraendo con la diferencia (resultado de
la resta) y si es igual al minuendo, entonces la resta esta bien hecha. Andlogamente,
para comprobar que un resultado a partir de la adicién es correcto, se esperaria que
el estudiante senale: al resultado de la adicién, le resto uno de los dos sumados y
debe dar como resultado el otro sumando.

TAREAS DE PROCEDIMIENTOS SIN CONEXIONES QUE INVOLUCRAN
EXIGENCIAS DE BAJO NIVEL

Estas son algoritmicas, pues usan el procedimiento que se requiere de manera
especifica o que es evidente a partir de instrucciones, de experiencias o de la
asignacién de tareas previamente establecidas. Asimismo, requieren una exigencia
cognitiva limitada para su exitosa consumacion y hay poca ambigliedad sobre lo
que se necesita llevar a cabo y sobre como hacerlas. Son tareas matematicas que
se enfocan en generar respuestas correctas, en lugar de desarrollar la comprensién
matematica y no requieren explicaciones o éstas se centran solamente en la
descripcion del procedimiento utilizado.

Por ejemplo, la Figura 3 considera una tarea matematica con procedimientos sin
conexiones, pues remite a que los estudiantes calculen adiciones y sustracciones
posiblemente a través de algoritmos aprendidos con anterioridad. Esta tarea puede
ser simple o estandar, dependiendo de la experiencia formativa de los estudiantes.

Figura 3. Tarea matematica de procedimientos sin conexiones

(Isoda y estrella, 2020, p. 12)



TAREAS DE PROCEDIMIENTOS CON CONEXIONES QUE INVOLUCRAN
EXIGENCIAS DE ALTO NIVEL

Estastareas matematicasse enfocanenprocedimientosconelpropdésitodedesarrollar
niveles mas profundos de comprensién de los conceptos e ideas matematicas. Sugiere
seguir caminos implicitos o explicitos, procedimientos muy generales que tienen
estrechas relaciones con ideas conceptuales subyacentes, en contraposicion con los
limitados algoritmos que son poco claros, respecto de los conceptos subyacentes.
Estas tareas matematicas suelen representarse de varias maneras (por ejemplo,
diagramas visuales, objetos manipulables, simbolos y problemas contextualizados)
para llevar a cabo conexiones que permiten desarrollar significado entre los
significantes (representaciones), por lo que necesitan cierto grado de esfuerzo
cognitivo por parte de los estudiantes, aunque pueden seguir procedimientos
generales, pero de manera reflexiva. Los estudiantes requieren involucrarse con ideas
conceptuales que subyacen a los procedimientos con el objeto de finalizar la tarea
con éxito y desarrollar su

comprension.

Por ejemplo, en |la
Figura 4 se tiene una
tarea matematica que
involucra procedimientos
con conexiones porque
mediante la comparacién
de problemas, se pretende
que el estudiante
conecte la adicién con
la sustraccién, en tanto
poseen una relacién
de reversibilidad. Esta
tarea se considera mas
estdndar que robusta,
aunque depende de la
experiencia formativa de
los estudiantes.

Figura 4. Tarea matematica de procedimientos con conexiones (Isoda y

Estrella, 2020b, p. 25)
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TAREAS DE CONSTRUCCION DE LAS MATEMATICAS QUE INVOLUCRAN
EXIGENCIAS DE ALTO NIVEL

Estas requieren un pensamiento complejo y no algoritmico porque la tarea, en tanto
instrucciones o un ejemplo resuelto, no sugieren en forma explicita un enfoque o
camino predecible. Estas tareas demandan que los estudiantes exploren y entiendan
la naturaleza de los conceptos matematicos, asi como los procesos o relaciones
qgue subyacen. También, requieren la autoverificacién o la autorregulacién de los
procesos cognitivos de los propios estudiantes. Estas tareas necesitan que los
estudiantes tengan acceso al conocimiento o experiencias relevantes y que hagan un
uso apropiado de ambas al estar trabajando en la tarea. Exigen que los estudiantes
analicen la tarea y examinen de manera activa las restricciones que pudieran limitar
las posibles estrategias de solucion y las mismas soluciones. Por Ultimo, estas tareas
matematicas requieren un esfuerzo cognitivo significativo y pudieran entrafiar un
nivel de ansiedad para los estudiantes, debido a la naturaleza impredecible de los
procesos de solucidn necesarios.

Un ejemplo de tarea matematica que se puede dar, en este ultimo nivel, es pensar
cémo predecir la siguiente situacion temporal como tarea matematica: si hoy es
martes, ;Qué dia serd en 25 dias mas? Como los estudiantes tienen experiencia,
respecto a lo ciclico de los dias de la semana —esto es, que cada 7 dias se vuelve
a repetir el dia de hoy— puede ser util para construir matematica, en tanto, los
estudiantes pueden examinar sus estrategias y limitaciones representacionales y/o
argumentativas por medio de la exploracién del concepto matematico en cuestion
(nocion de divisidn). Por ejemplo, en la situacidn presentada, si pasan 7, 14 o 21 dias
vuelve a ser martes (vuelve al dia de hoy, el dia 0), y los dias que restan que son 4,
entonces serad sabado desde el martes. Relacionar la cantidad de dias, en un ciclo
de 7, permite que los estudiantes puedan matematizar y, ademas, inventar en este
contexto problemas similares pensando mas hacia el futuro, o bien, incluso hacia el
pasado sabiendo que dia es hoy como informacién inicial necesaria.

En general, las tareas de baja demanda cognitiva (memoristicas y de procedimientos
sin conexiones) pueden ser tareas simples o estdndares, mientras que las tareas de
alta demanda cognitiva (de procedimientos con conexiones y las de construccion
matematica) pueden ser tareas estdndares o robustas, cuya distincién radica y es
relativa a la experiencia formativa de los estudiantes.



ENSENANZA PARA EL APRENDIZAJE MATEMATICO

A pesar que existen varias recomendaciones para implementar ensefianzas mas
eficaces para un aprendizaje matematico pertinente al siglo XXI; muchas madres,
padres y apoderados, incluso, algunos docentes creen que deben ensefiar como
a ellos le ensefaron. Por ejemplo, a través de memorizar hechos, formulas vy
procedimientos sin conexiones con el fin de practicar estas habilidades una y otra
vez. Tal como lo reportan Sam y Ernest (2000), un publico adulto consideré que
la matematica era un tema dificil mayormente, pero también desafiante, o bien,
aburrido. Es mas, dentro de sus resultados destacan que la mayoria de las respuestas
dadas reflejaron sentimientos y actitudes hacia la matematica, lo cual sugiere que
el término “matematica” desencadend una reaccién afectiva que posiblemente
se explica por un estrecho vinculo entre la matematica aprendida y sus propias
experiencias de aprendizaje con la matematica, como se puede visualizar en la nube
de términos en la Figura 5.

Figura 5. Imagenes sobre la matematica, basado en Sam y Ernest (2000, p. 202).

Las creencias que se desprenden de las imagenes sobre la matematica, en algunos
casos, hace que los aspectos tradicionales de una clase de matematica persistan
inalterados de cierto modo, dando énfasis a las actividades de repaso, reproduccion
de procedimientos y presentacion de algunas demostraciones (Weiss y Pasley,
2004), lo cual es posible relacionar al contrato didacticos referidos a los roles que
han de cumplir tanto el docente como el estudiante en el ideario social de una clase
de matematica, bajo algiin modelo de ensefanza (esperable) para el aprendizaje de
la matematica escolar.

3 Para mas detalles sobre el contrato didactico, consultar Brousseau, Sarrazy y Novotna (2014).
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ASPECTOS A CONSIDERAR PARA UNA ENSENANZA MATEMATICA EFECTIVA
Una practica de ensefianza matematica eficaz debe considerar que los estudiantes
se sientan involucrados en la resolucion de tareas matematicas para dar cabida al
razonamiento en virtud de multiples formas de abordaje de un problema y diversas
estrategias para revolver. Dado ello, una de las funciones del docente que ensefa
matematica es dar acceso al discurso matematico por medio de didlogos entre
estudiantes para que el curso (comunidad que aprende) se impulse hacia una
comprension comun en la medida que se progresa, tomando errores y dificultades
como oportunidades de aprendizaje que pueden llegar a ser significativos.

En tanto, los estudiantes al resolver con sentido las tareas matematicas propuestas
por el docente, se espera que utilicen diversas estrategias y representaciones, que
emerjan soluciones justificadas, que se entablen conexiones en contextos cercanos
para los estudiantes, teniendo en cuenta conocimientos previos y razonamientos de
los demas integrantes de la clase para refutar o reforzar los propios razonamientos.

Por su parte, las nociones matematicas son vistas en la escuela como contenidos que
se organizan en objetivos de aprendizaje, denominados OA (Ministerio de Educacion
de Chile, 2012). De esta manera, los aprendizajes esperados en los distintos tramos
de la trayectoria escolar de nifas y nifos que aprenden formalmente, dependeran
en gran medida de los contextos institucionales que le permean sistémicamente.
Aunque también los aprendizajes esperados pueden desarrollarse o llevarse a cabo
en otros contextos educativos no-formales, por ejemplo, instancias de juego entre
pares, momentos e historias familiares, experiencias personales en un viaje, entre
otros. Por lo tanto, realizar una ensefanza efectiva de la matematica requiere de
disefo, adaptacion o seleccion de alguna tarea matematica, por parte del docente,
para generar las condiciones de una clase con altos logros de la meta* propuesta. La
gestién y regulacion de la tarea son aspectos claves para tal propésito, y para lo cual
se hace imprescindible traer los contextos de interés de los estudiantes vinculados
a algun fragmento matematico como objeto del saber a enseiar y transformarlo
en un objeto del saber ensefiado para llegar a ser un objeto del saber aprendido de
ninas y ninos.

El curriculo para la asignatura de matematica en educacién basica entrega
orientaciones para la ensefianza a través de los programas de estudio, en que los
objetivos propuestos suponen aprendizajes a lograr que se organizan y se pretenden
alcanzar por afio escolar, acompanado de indicadores de logro que permiten evaluar
dichos aprendizajes.

4 El término “meta” se referira al objetivo de la clase en particular, para efectos de este capitulo.



De este modo, es funciéon del docente realizar una adaptacién pertinente a la
realidad educativa donde trabaja desde el contenido matematico prescrito en
el curriculo (objetos del saber a ensefiar) hacia el conocimiento matematico que
promueve con una o mas tareas matematicas (objetos del saber ensefado) y que
finalmente devienen en un conocimiento aprendido por parte de los estudiantes
participes de la ensefianza (objetos del saber aprendido), lo cual es parte del
proceso de transposicion didactica en el sentido de Chevallard y Bosh (2014).
Dicha transformacién requiere de un andlisis que responda al qué y al como se
ensefiard un contenido para que un curso determinado aprenda, salvaguardando
sus caracteristicas etarias, socioculturales y otros factores que atafien al momento
de disefar e implementar secuencias que se componen de una concatenacion de
tareas matematicas, progresivas en su nivel de complejidad y coherentes entre
si de acuerdo con el concepto matematico que abordan, activando espacios de
trabajo para aprender de forma significativa. Este espacio puede estar dado bajo un
proyecto organizado para hacer que los estudiantes se apropien de alguna pieza de
conocimiento matematico de referencia, lo que se rotula como situacién didactica
segln Brousseau y Warfield (2014).

La Teoria de Situaciones Didacticas tiene como hipétesis de trabajo que todo
concepto matematico es la solucion de, al menos, un sistema especifico de
condiciones matematicas que, a su vez, puede ser interpretado por, al menos, una
situacién (Brousseau y Warfield, 2014). En consecuencia, la tarea matematica es
fundamental porque permite poner en accién el trabajo matematico de las personas
en un espacio determinado. En otras palabras, crear una instancia de aprendizaje
en que el estudiante ponga en juego sus conocimientos, habilidades y actitudes en
funcién de un problema matematico que toma la responsabilidad de resolver.

Notar que también el andlisis de una tarea matematica es doble para un docente, porque
se debe tomar en cuenta las exigencias propias de la matematica relacionadas con el
diseno de la tarea y también se debe considerar la respectiva resolucién con distintos
niveles de experticia, inclusive, posibles errores o dificultades que pueden darse, con
el propésito formativo de anticiparse durante la ensefanza y generar devoluciones
adecuadas a los estudiantes. Una devolucion es una situacion que contiene al proceso
por el cual el docente se las arregla en una situacién didactica para disponer al estudiante
nuevamente en la situacién matematica, haciendo que vuelva a interactuar con el
medio didactico por el cual aprende de forma intencional que involucra materiales de
aprendizaje, conjeturas e ideas que permiten formular o validar una resolucién, entre
otros aspectos. Asi, se debe lograr que el estudiante produzca y justifique sélo por los
requerimientos del medio didactico y sus propios conocimientos, evitando la influencia
de la interpretacion de los procedimientos didacticos del docente.
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Para el docente la devolucion considera: (1) proponer al estudiante una situacién
qgue debe dar cabida a una actividad no acordada y (2) hacer que el estudiante se
sienta, por un lado, responsable de la obtencién del resultado propuesto (pero no es
culpable en caso de fracaso) y, por otro lado, que acepte la idea de que la solucién
depende unicamente del ejercicio de los conocimientos que ya posee (Brousseau,
1986, 1997, 2000, 2007). Las dos intervenciones didacticas del docente sobre
la interaccion “estudiante-medio-conocimiento”, son de vital importancia para
generar aprendizajes y asi institucionalizarlos como saber matematico a partir de los
conocimientos emergentes durante la situacion didactica.

El andlisis de la tarea matematica es relevante, ya que necesita que el docente
tome conciencia del rol que tiene durante la seleccién y/o disefio de secuencias
coherentes de tareas matematicas para el logro de metas de clases y, ademas, pueda
anticiparse y revisar reflexivamente los aprendizajes que se obtienen con cada tarea
qgue se implementa. Esta gestién estd en el centro del quehacer docente e involucra,
al menos, una tarea que potencialmente desarrolle habilidades matematicas y que
efectivamente asegure lograr los aprendizajes comprometidos.

GESTION DE LA TAREA MATEMATICA

Para realizar una ensefanza matematica efectiva y acrecentar las oportunidades
de aprendizaje, uno de los factores es el diseno, adaptacion o seleccién de tareas
matematicas que puede realizar el docente para asi responder al logro de la meta
de una clase, vinculada a cierto(s) OA de las Bases Curriculares (MINEDUC, 2012).
No obstante, hay tres escenarios de aprendizaje posibles producto de la ensefianza,
segln Mayer (2000):

El no-aprendizaje. Es el resultado de una (no-)ensefianza que puede ser
esencialmente caracterizado como uno sin aprendizajes, dado que el estudiante
no posee ni es capaz de usar el conocimiento pertinente frente a una situacién
gue involucra matematica, tampoco es capaz de recordar la mayoria de los
términos claves ni significados propios del tema matematico en cuestion.

El aprendizaje de memoria. Es el resultado de una ensefianza que se basa en el
repaso de materiales e informacién, la cual potencia memorizar términos claves
y significados de cierto tema matematico, esto es, el estudiante ha captado
informaciéon importante, mas no ha entendido, en consecuencia, no puede
utilizarle. Por ejemplo, cuando a un estudiante se le solicita utilizar la informacién
para resolver problemas, este no es capaz, pues solo memorizé conocimientos
relevantes y no tiene la habilidad desarrollada de transferir dicho conocimiento
a una nueva situacion.



El aprendizaje significativo. Es el resultado de una ensefianza que no sélo
promueve que los estudiantes adquieran un conocimiento relevante, sino que
también puedan utilizarlo para resolver problemas cotidianos y puedan estar
preparados para entender nuevos conceptos. Los estudiantes, producto de este
tipo de ensenanza, pueden transferir sus conocimientos a nuevos problemas y
situaciones para continuar aprendiendo.

[ OTNLIdVO

Ocurre un aprendizaje significativo cuando los estudiantes pueden construir el
conocimiento y los procesos cognitivos necesarios para la resolucién exitosa de
problemas (Mayer, 2000). Asi, para fomentar un pensamiento matematico de alto
nivel, los docentes deben procurar seleccionar, adaptar, disefar e implementar
tareas que activen el razonamiento matematico al resolver problemas. Esto incluira
fomentar tanto el uso de diversas representaciones y herramientas como relevar la
diversificacién de distintas estrategias de resolucion como lo reportan Smith y Stein
(1998).

Asimismo, los docentes que
disciernen la manera de cémo
integrar contextos, culturas vy
lenguajes cercanos en la invencién
de disenos de tareas matematicasy
ademas trayendo el conocimiento
previo del estudiante con sus
experiencias  personales, son
considerados docentes eficaces,
seglin Moschkovich (2011). Ello
refuerza la motivacién de los
estudiantes en el compromiso que
adquieren para resolver la tarea,
haciéndoles participes activos de
la clase.s

A continuacién, se ejemplifica
a través de una actividad (con
resolucién correcta en rojo, ver
Figura 6), una gestién posible
para promover una ensefanza
eficaz que provoque aprendizajes
5 Fuente: https:/www.actiludis.com/2013/10/06/contar-de-dos-en-dos/

Figura 6. Actividad que involucra dos tareas matematicas®.
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significativos relacionados con el OA-01 en tercer aio basico que especifica que los
estudiantes deben contar nimeros del O al 1000 de 5 en 5, de 10 en 10, de 100 en
100. Empezando por cualquier nimero menor que 1000, de 3 en 3, de 4 en 4, ...,
empezando por cualquier multiplo del nimero correspondiente (MINEDUC, 2012).
En la actividad de la Figura 6 se pueden observar dos tareas matematicas diferentes
que se rotulan como TM-1 y TM-2 a continuacién.

La TM-1, solicita encontrar los nimeros que se han escondido dentro del barril. Esta
tarea matematica corresponde a un conteo de 9 en 9 comenzando desde 3 hasta
129. Por tanto, matematicamente el estudiante desarrolla el procedimiento que
permite ir diciendo los nimeros de la serie, que desde el punto de vista matematico
corresponde a la expresién simbélica 9n+3 siendo la variable nigual a 0, 1, 2, ...,13
y 14. Alternativamente, es posible que algunos estudiantes partan del nimero 129
y restando cada vez 9, lleguen al nimero 3 en la secuencia propuesta. Mientras
que la TM-2, requiere que los estudiantes tracen lineas entre los puntos que estan
etiquetados por nimeros siguiendo la secuencia que enuncia la tarea matematica.
Esto busca que los estudiantes realicen una secuencia aditiva creciente de 9 en 9
partiendo de 3y terminando en 129.

Es importante notar que los estudiantes pueden partir desde la TM-1 y luego hacer
la TM-2, aunque para otros resulta mas atractivo descubrir qué dibujo queda a
partir de las lineas que trazan entre los puntos dando inicio con la TM-2 para luego
continuar con la TM-1, inclusive, algunos pueden ir resolviendo en forma paralela
tanto la TM-1 como la TM-2. Estas diferencias en el proceder es un factor que puede
tomarse en cuenta a la hora de gestionar esta actividad durante la ensefianza.

Cada vez que el docente presenta una tarea matematica se sugiere, idealmente,
hacer un analisis previo a la clase. El rol que desempena el docente frente a ciertas
dificultades o errores por parte de los estudiantes de forma anticipada es crucial
porque ello puede influir positivamente en la gestién de la tarea matematica.

Por ejemplo, el docente respecto a la actividad puede encontrar lo siguiente:

e Se observa que las instrucciones no son especificas ni claras, lo que podria
impedir una comprensién adecuada a la tarea matematica, por lo que puede ser
redisenada la consigna de trabajo.

e EnTM-1, el estudiante puede sumar o restar nueve erradamente en algin paso
de la secuencia (barriles), lo que podria generar una propagacion del error en
toda la secuencia que sigue completando.



Que la forma de continuidad de los barriles en la TM-1 afecte la secuencia, ya
que, primeramente, parte de izquierda a derecha y después cambia de sentido
de derecha aizquierda, lo que podria confundir a los estudiantes en el orden que
deben seguir para registrar los nimeros, incluso, cambiar la operacién desde la
adicién a la sustraccion porque se interpreta que se retrocede como metafora
de la resta.

En la TM-2, si el estudiante no tiene la nocion de orden aprendida, puede
saltarse nuimeros, con lo cual la tarea quedaria interrumpida, incompleta o su
resolucién seria incorrecta.

Se observa que para completar la “torta de jamén” (sdndwich) hay puntos no
numerados que pueden obviar los estudiantes durante la realizaciéon de la tarea.

Para la Ingenieria Didactica, impulsada por Michele Artigue, un analisis a priori
contempla las funciones de describir y predecir posibles estrategias de resoluciéon
—correctas o no, tomando en cuenta errores y/o dificultades— que podrian llevar a
cabo los estudiantes que se enfrentan a una tarea matematica pensada como una
situacion matematica, que tiene por virtud ciertas variables que son controlables y
regulables durante la ensefnanza. En general, basado en Artigue, Douady y Moreno
(1995), un andlisis a priori puede implicar para la ensefianza un dispositivo que
abarca:

La descripcién de la intencionalidad educativa, en tanto conocimientos previos
y objetivos de aprendizaje que se desean alcanzar mediante las caracteristicas
propias de la situacion didactica (o bien, el conjunto de tareas matematicas) que
se desprenden y vinculan.

La realizacion de un andlisis que contemple lo que podria estar en juego en la
situacién matematica (tarea) para un estudiante, en funcion de las posibilidades
de accioén, de seleccion, de decision, de control y de validaciéon de las que dispone
dicho estudiante, una vez puesta en practica en un funcionamiento casi aislado
del docente.

La anticipacion de los campos de comportamientos posibles y la demostracion
de como el andlisis realizado permite controlar su significado y asegurar, en
particular, que los comportamientos esperados, si intervienen, sean resultado
de la puesta en practica del conocimiento contemplado para el aprendizaje.

El presente capitulo se enfoca en la introduccién de algunos elementos de la gestiéon
de la tarea matematica y en los siguientes capitulos se ofrecen mas ejemplos sobre
este proceso.
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REFLEXIONES FINALES

El docente enfrenta varios retos al momento de disefar un espacio de trabajo
matematico provisto de tareas matematicas coherentes y concatenadas para cierto
fin educativo. Un desafio primordial es obtener altos niveles de logro de los objetivos
de aprendizaje (OA), los cuales se llevan a la practica mediante tareas apropiadas.
Sin embargo, una de las mayores dificultades que enfrenta el docente cada vez que
disefa una clase es la elaboracién de una meta de aprendizaje coherente con el OA
propuesto en el curriculo vigente.

El disefio de ensefanzas que promueven aprendizajes significativos puede contener
tareas variadas, en tanto sean cognitivamente desafiantes y/o funcionales para
ninas y ninos, lo cual permitiria disminuir la probabilidad de solo abordar estrategias
superficiales de afrontamiento y tareas solamente algoritmicas, sin conceptualizacién
previa.

Como se pudo apreciar en el presente capitulo, la tarea matematica involucra
variados aspectos, tales como el saber matematico, la busqueda y examinacién de
contextos reales para proceder, considerar modelos alternativos de resolucion, o
bien, decidir sobre la precision requerida del resultado que se tiene. Lo anterior
gueda de manifiesto en la tipologia de tareas (simple, estandar y robusta) y en los
niveles de demanda cognitiva que se relaciona al estudiante en el rol de resolutor.
A modo de sintesis y basado en el NCTM (2015), los docentes pueden proveer a los
estudiantes experiencias educativas que les permitan:

e Adquirir compromisos en la resolucion de tareas matematicas desafiantes que
involucren un aprendizaje significativo y funcional a sus vidas;

e Articular aprendizajes nuevos con los previos y con el razonamiento informal
en vias de afianzarse, ademas de contrarrestar errores y dificultades comunes
durante el proceso de trabajo matematico;

e Equilibrar conocimientos procedimentales con los conceptuales para
favorecer una organizacién significativa de su interrelacion, adaptarse al
nuevo conocimiento y activar esquemas de pensamiento, al enfrentar nuevas
situaciones susceptibles de ser resueltas por nifas y nifos;

e Promover el discurso, la actividad y la interaccién, a partir de problemas
significativos en el marco de la construccion social del conocimiento matematico;

e Retroalimentar de manera oportuna el trabajo matematico de nifias y nifos, en
un espacio que permita una comprensioén mas profunda de lo procedimental y/o
conceptual del contenido matematico;

e Dar tiempo suficiente y espacios de interaccion para el desarrollo metacognitivo



de nifas y nifios en su rol de estudiantes, para que puedan repensar sus propias
soluciones y supervisar su desempeno, alcanzando un conocimiento personal de
las estrategias que ha llevado a cabo, susceptibles a ser también autoevaluadas.
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INTRODUCCION

La estructura aditiva es uno de los elementos clave en la ensefianza de la Matematica
en Educacién Basica. Por un lado, su aprendizaje abre ante los estudiantes la
posibilidad de resolver un gran nimero de problemas aditivos que se enfrentan
a diario, sean estos de naturaleza social, cientifica, personal, o comercial. Por otro
lado, define las bases para el aprendizaje de la multiplicacién y algunos de sus
significados.

La ensenanza de la estructura aditiva ha sido motivo de discusién durante anos, por
parte de expertos en didactica de la Matematica, con énfasis en las caracteristicas
de las estrategias y técnicas de calculos asociadas a ella. Actualmente, se busca que
los estudiantes puedan resolver adiciones y sustracciones con sentido, es decir, que
hagan uso comprensivo de técnicas y algoritmos que emplean, mas que aplicarlos
de una manera mecanica con foco exclusivo en la obtencion de una respuesta. Es en
este contexto, que adquiere real importancia tanto la comprensién como el dominio
de la composicién y descomposicion aditiva como estrategia de célculo.

Resolver tareas de composicion y descomposicion aditiva desde los primeros niveles
educativos, promueve en los estudiantes la construccién del concepto de nimero, y



les ayuda a descubrir de manera intuitiva aquellas técnicas de calculo relativos a la
adicién y sustraccion, favoreciendo el calculo con sentido y el uso de destrezas de
calculo mental eficaces (Isoda y Cedillo, 2012a; 2012b; Ministerio de Educacién de
Chile [MINEDUC], 2020). Ademas, el estudio de la composicion y descomposicion
de numeros, promueve de manera natural el aprendizaje de las propiedades de la
adicién como, por ejemplo, la propiedad conmutativa y la propiedad asociativa,
ambas propiedades claves para el desarrollo de estrategias de calculo mas avanzadas.

Este capitulo se centra en mostrar cémo la composicion y descomposicién
aditiva promueve el calculo de la adicién y sustraccion de una manera eficiente
y cdmo orienta un aprendizaje de los algoritmos estandar con significado para el
estudiante. Especificamente, se abordan los temas siguientes: el significado y las
representaciones de la estructura aditiva; qué se entiende por adicién y sustraccién
como operaciones aritméticas; tépicos esenciales de enseianza para el aprendizaje
tal como, la representacion parte-todo, la composicion y descomposicién aditiva,
aspectos sobre la adicion y sustraccion en el curriculum nacional y algunos ejemplos
de estrategias didacticas especificas para abordar la adicién y sustracciéon desde
primero a cuarto basico. Finalmente, se discuten errores y/o dificultades en el
algoritmo de la estructura aditiva.

Se espera que el contenido que se presenta en este capitulo sea un sustento para
los docentes, permitiéndoles profundizar sus conocimientos sobre la adicion y
sustraccién, y sus estrategias didacticas especificas. Se pretende que los docentes
amplien la mirada de cémo abordar las técnicas de calculo, con base en la
composicién y descomposicién aditiva, contribuyendo asi a mejorar los aprendizajes
de los estudiantes.
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ESTRUCTURA ADITIVA

A continuacion, se caracteriza la estructura aditiva con base en su significado y sus
representaciones.

SIGNIFICADO

Basta con dar una lectura a textos escolares, recursos digitales o enciclopedias de
Matematica para notar que existen distintas definiciones y significados, asociados a
las estructuras aditivas, particularmente en relacién con la adicion y sustraccion. Por
ejemplo, algunos términos asociados frecuentemente a la adicion, y utilizados en la
ensefianza de la Matematica, son: acumular, ampliar, afadir, aumentar, avanzar, dar,
juntar, regalar, sumar y unir. Mientras que para la sustraccién encontramos términos
como: comparar, igualar, quitar, retroceder, reducir y sustraer.

El uso de los términos empleados para referirse a la adicidon y sustraccion, en un
contexto de ensefanza, debe ser analizado con detencion (Canadas y Castro-
Rodriguez, 2011). Por ejemplo, las autoras antes citadas sugieren que el término
“quitar” empleado frecuentemente en una tarea de sustraccién, también puede ser
entendido como una adicién, como se observa en la siguiente tarea matematica
(TM, y en plural TMs, de aqui en adelante):

De un canasto he quitado tres naranjas. Posteriormente he quitado otras 5
naranjas ;Cuantas naranjas he quitado en total?

La situacién anterior se puede representar aditivamente como “3 + 5" que
corresponde a la representacién simbodlica de la idea de suma y que evoca la
pregunta planteada, esto a pesar de que la pregunta incluye explicitamente la frase
“he quitado”.

Existen diversas concepciones asociadas a la estructura aditiva; las cuales,
promueven la comprension acerca de la relacidon entre la adicién, la sustraccion y las
propiedades basicas de la estructura aditiva, preparando asi a los estudiantes para
el aprendizaje de técnicas y algoritmos (Cafadas y Castro-Rodriguez, 2011; Cid,
Godino y Batanero, 2004).

Entre las concepciones relativas a la adicién, se da cuenta de dos de ellas. Por un
lado, una concepcién unitaria de la adicién, y por otro, una concepcién binaria.
Ambas concepciones involucran tres componentes, dos denominadas sumandos y
uno denominado resultado o suma. Andlogamente, para el caso de las concepciones
asociadas a la sustracciéon, se aborda dos de ellas, una concepcién unitaria y



una concepcion binaria de la sustraccién. Tal como en el caso de la adicion,
estas concepciones de sustraccién involucran tres componentes, en este caso
denominados, minuendo, el cual se refiere la cantidad inicial; el sustraendo, que se
refiere a la cantidad que se quita al minuendo; mientras que el Ultimo componente
se refiere a la cantidad resultante, que es denominada diferencia o resta.

A continuacién, se describe cada una de estas concepciones con base en las ideas
de Cafnadas y Castro-Rodriguez (2011).

CONCEPCION UNITARIA DE LA ADICION

Se refiere a una situacion, en la cual, hay una cantidad inicial que cambia luego
de agregar una segunda cantidad. El resultado se entiende como el incremento
de la segunda cantidad sobre la primera. Un ejemplo de ello se observa en la
situacion siguiente:

Ricardo tiene 5 bolitas y su abuelo le regald otras 4 bolitas ;cuantas tiene
ahora?

Al analizar la situacion, es posible identificar que la accién que genera el cambio
en la cantidad inicial estd asociada a las 4 bolitas que recibe Ricardo por parte
de su abuelo. Por ello, se tiene que la cantidad inicial que correspondiente a 5
bolitas, se transforma en 9, como respuesta a la accién provocada por el abuelo
de Ricardo.

La situacion anterior se modela mediante la representacion simbélica “5+ 4 = 9”
y pictéricamente como se muestra en la Figura 1.
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CONCEPCION BINARIA DE LA ADICION

Esta concepcién se manifiesta en situaciones donde hay dos cantidades
independientes que se relacionan entre si, mediante una unién o combinacion,
permitiendo de esta manera obtener la suma (resultado). Se observa la siguiente
situacion:

Ricardo tiene en el bolsillo derecho de su pantalén 4 bolitas y en el bolsillo
izquierdo 5 bolitas ;Cuantas tiene en total?

Para responder a esta pregunta basta con combinar (o unir) ambos conjuntos.
En la Figura 2 se muestra la representacion pictorica de esta concepcion y su
representacion simbdlica es “4 + 5 = 9”.

CONCEPCION UNITARIA DE LA SUSTRACCION

Esta concepcién es analoga a la concepcion unitaria de la adicion, es decir, que
se manifiesta en situaciones donde hay una accién que actua sobre una cantidad
inicial. Por ejemplo, como en el caso que se observa a continuacion:

Ricardo tiene 4 bolitas y pierde 1 ;Cuantas tiene ahora?

La situacion muestra una accién
gue actia sobre la cantidad
inicial. Esto quiere decir, que
se debe quitar una cantidad
especifica, 1 bolita, a la cantidad
inicial, 5 bolitas, generando
con ello una disminucion de la
cantidad inicial. Por ende, laresta
se obtiene mediante la cantidad
inicial disminuida en la segunda
cantidad. Simbodlicamente lo
anterior se puede representar
como: “4 - 1 = 3" La Figura 3, muestra la representacion pictoérica del caso
anterior.



CONCEPCION BINARIA DE LA SUSTRACCION

La concepcién binaria de la sustraccion es aquella donde hay dos cantidades
asociadas a la misma variable, es decir, se manifiesta en situaciones donde esta
presente el todo y una de sus partes, lo que permite conocer las partes que
restan (complemento). Se analiza la siguiente situacion:

Ricardo tiene 5 bolitas en total y 4 de ellas en uno de sus dos bolsillos
;cuantas bolitas hay en el otro bolsillo?

Esta situacion se representa simbdlicamente como 5 - 4 = 1 y de manera
pictérica como se muestra en la Figura 4.

Figura 4. Concepcion binaria de la sustraccion

Las concepciones anteriores desprenden acciones que se resumen en la Tabla 1.

Tabla 1. Concepciones y tipos de acciones asociadas a la adicion y a la sustraccion

Operacion Concepcion unitaria Concepcion binaria
Adicién Aumentar / anadir Unir / combinar
Sustraccién Disminuir Comparar / igualar

Nota: Extraida de Cafnadas y Castro-Rodriguez (2011).
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REPRESENTACION DE LA ESTRUCTURA ADITIVA
Esta seccion aborda el estudio de los simbolos (ver Tabla 2) y representaciones (ver
Tabla 3) que intervienen en la adicién y sustraccion.

Tabla 2. Simbologia de la adicion y sustraccién

Simbolo Significado Lectura
+ Adicién Mas
- Sustraccion Menos
= Igualdad Igual

Con respecto a las representaciones empleadas en el estudio de la adicion y
sustraccién, se consideran representaciones concretas (manipulativas), pictoricas,
simbdlicas y verbales, ver Tabla 3.

Tabla 3. Representacion de la adiciéon

Tipo de representacion Representacion
Concreta
Pictérica
Simbdlica 3+2=5
Verbal Tres mas dos es igual a cinco

Las representaciones concretas requieren de la manipulaciéon para poner en juego
las relaciones matematicas, por ello, existen materiales estructurados y disefados
exclusivamente para abordar el estudio de la estructura aditiva. Un ejemplo de ello,
son las regletas de Cuisenaire (ver imagen izquierda, Figura 5), que consisten en un
material compuesto por bloques de madera con distintas longitudes y colores de
acuerdo a un numero del 1 al 10. En la imagen derecha de la Figura 5 se muestra la
representacién manipulativa-concreta de la adicién 3 + 2 = 5.

Figura 5. Representacion co ta-manipulativa: regletas (o barritas) Cuisenaire

(Nava, Rodriguez, Romero y Vargas, 2010).




ADICIO}N Y SUSTRACCION COMO OPERACIONES
ARITMETICAS

Por lo general, la adicién es comprendida como una operaciéon aritmética que
consiste en aumentar una cantidad o juntar, reunir o combinar varias cantidades en
una sola. Mientras que la sustraccién se refiere a aquella operacién aritmética que
consiste en comparar, sacar, quitar o disminuir una cantidad de otra para averiguar
la diferencia entre las dos. Para Maza (2001), ambas operaciones se pueden definir
a partir de la union y diferencia de conjuntos.

De esta manera se tiene la siguiente definicion para la adicién: “La adicién de dos
numeros naturales ay b se define por a + b = cardinal (A U B), donde a = cardinal(A):
y b = cardinal(B), con los conjuntos A y B disjuntos” (Cafiadas y Castro-Rodriguez,
2014, p. 81).

Para el caso de la sustraccion, se tiene la siguiente definicién: “Sean dos nimeros a
y b con a 2 b, se define su diferencia, c = a - b, como aquel nimero que sumado con
b da como resultado a” (Canadas y Castro-Rodriguez, 2014, p. 81).

De lo anterior se desprende la reversibilidad de la adicién. Es decir, la sustraccién
se considera como la operacion inversa de la adicién. Esto quiere decir que si dados
dos numeros naturales a y b se cumplird a - b = ¢ cuando exista un nimero natural
c tal que se cumpla que b + ¢ = a (Maza, 2001).

ENSENANZA PARA EL APRENDIZAJE DE LA
ESTRUCTURA ADITIVA

La ensefnanza para el aprendizaje de la estructura aditiva implica procesos diversos.
Entre ellos, se hallan, por un lado, el abordaje del esquema parte todo como un paso
previo a la estructura aditiva y, por otro lado, estrategias diversas de célculo entre
las que se destaca la composicién y descomposicion aditiva.

REPRESENTACION PARTE-TODO

Un aspecto clave que los estudiantes deben dominar en los primeros cursos
educativos para la comprensién de la estructura aditiva, es la representacién parte-
todo. Esta representacion esta ligada a la composicion y descomposicidon de nimeros
que a su vez son una aproximacion a los procedimientos de calculo de la adicién y
sustraccion (Castro y Castro-Rodriguez, 2013; Zuniga, 2014).

6 Para representar el cardinal de un conjunto se suele representar con el simbolo #. Por ejemplo, el cardinal del
conjunto A, se representa como #A.
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La representacién parte-todo implica que los estudiantes comprendan que un total
se compone de partes mas pequenas. Es decir, que hay un total que se descompone
en partes pequefas, o en su defecto, a partir de sus partes se compone el total. Este
es uno de los motivos por los cuales se considera la adicién como una operacién
reversible, lo que implica, por un lado, que los sumandos se retinen para formar un
todo vy, por otro, que el todo se considera constante (invariante) con independencia
de las diversas particiones que puedan efectuarse (Zuniga, 2014).

En la Figura 6 se muestra pictéricamente la representacion parte-todo. El rectangulo
mas grande representa el todo y cada uno de los cuadrados que lo conforman son
sus partes. Por consiguiente, si se representa simbodlicamente (nimero natural) el
numero tres, se obtiene que este nimero esta constituido por tres partes unidas
entre si por una relacion aditiva: 1 + 1 + 1.

La representacion parte-todo también puede deberse a diferentes situaciones, es
decir, un todo puede ser el resultado de dos partes que se suman (por ejemplo: 7=
2+5), y también, puede ser descompuesto en tres 3 (o mas) partes (por ejemplo: 7=
2+2+3).

LA COMPOSICION Y DESCOMPOSICION ADITIVA

La composicion y descomposiciéon aditiva es una base potente para desarrollar los
calculos de adicién y sustraccion. Como se ha visto, ambos procesos se sustentan
sobre la base de la relacion parte-todo. De esta manera, se tiene que el nimero esta
compuesto por otros nimeros, de tal modo que, en un nimero mayor que 1, en los
numeros naturales, puede dividirse en partes, de modo que la suma de las partes es
igual al todo (Bermejo, 2004). La descomposicion aditiva se asocia a la ruptura del
numero en sus diferentes partes y su vinculacién con el todo, por eso su nombre
(Zuniga, 2014). Con la descomposicion aditiva se pretende ampliar la mirada del
numero, por ello, al estudiar descomposiciones del nimero 7, tales como 7= 6 + 1;
5+ 2;4 + 3, lo que se espera es que el estudiante conozca el nUmero 7 desde otro



angulo, y que, a su vez mediante la composicion del mismo nimero, se alcance una
mirada mas integral y dindmica del nimero, yendo mas alla de la mera comprensién
del nimero como una situacion estatica (Castro, Rico y Castro, 1995).

En la actualidad, la composicién y descomposicién aditiva han tomado un rol
protagoénico en la ensefanza de las operaciones de adicién y sustraccion en los
primeros niveles educativos, lo que, en parte, se debe a que:

¢ Amplia la concepcion del nUmero

e Genera una base sdlida para el proceder de los algoritmos de la adicién vy
sustraccion,

e Promueve la reversibilidad de la adicién y

e Genera una base sélida para el abordaje del algoritmo de la multiplicacién.

e Promueve el calculo mental

Con respecto a este ultimo punto, un aspecto importante que el profesor debe
promover en sus estudiantes, es la memorizacién de composiciones (o adiciones)
elementales, como, por ejemplo, aquellas asociadas al 10, pues, como indica Garnet
(1992) la memorizacion esta relacionada con la fluidez de los estudiantes en el
calculo mental. A su vez, la memorizacion de adiciones elementales resulta crucial
para el desarrollo de habilidades superiores que requieren que las respuestas sean
obtenidas de forma instantanea (Crawford, 2003).

ESTRUCTURA ADITIVA EN EL CURRICULUM DE MATEMATICA

A continuacidn, se presenta brevemente, como desde los objetivos declarados en
el curriculum nacional chileno, es presentada la composicién y descomposiciéon
aditiva, y a su vez, se describe la manera en que ambos conceptos se relacionan con
los objetivos curriculares asociados a la adicion y sustraccion.

En primero basico se sugiere como objetivo de aprendizaje que los estudiantes
compongan y descompongan numeros del O al 20 de forma concreta, pictérica y
simbdlica (MINEDUC, 2013a). Se observa que este aprendizaje es primordial para
que los estudiantes aborden el objetivo de aprendizaje relativo a comprender la
adicion (dos sumandos) y la sustraccion de nimeros de 0 a 20 (MINEDUC, 2013a).
Los estudiantes podrian asociar que sumar es componer nimeros o descomponer
es buscar aquellos nimeros que sumados entre si da ese nimero que se ha
descompuesto. En la Figura 7, muestra de qué manera un ejemplo de composiciéon
y descomposicion aditiva (imagen izquierda y central) del nimero nueve ayuda a la
comprension de la adicién (imagen derecha).
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En segundo basico el curriculum nacional también da énfasis al trabajo con la
composicién y descomposiciéon aditiva, ampliando el ambito numérico de 0 al 100
(MINEDUC, 2013b). El estudio de estos conceptos permite atender al objetivo
curricular que exige a los estudiantes demostrar que comprende la adicién vy la
sustraccién en el dmbito del O al 100, aplicando el algoritmo de la adicién sin reserva.
Aqui es fundamental la composicién candnica’ y la composiciéon no candénica como
se vera en las proximas secciones. En cursos posteriores, tercero y cuarto basico,
el curriculum da énfasis al calculo de adiciones y sustracciones de nimeros hasta
1000 incluyendo el uso de situaciones con reserva (MINEDUC, 2013c; 2013d).

ESTRATEGIAS DE CALCULO: ADICION Y SUSTRACCION
DE PRIMERO A CUARTO BASICO

PRIMERO BASICO

Como se ha visto en secciones anteriores, es fundamental abordar la composiciény
descomposicidon de nimeros para efectuar adiciones y sustracciones, pues con ello
se construird una base importante para el aprendizaje posterior del calculo numérico
(incluyendo los algoritmos) y el calculo mental (Zuniga, 2014).

La ensefanza de la composicion y descomposicion se inicia en primero basico con
los nimeros del 1 al 10. Con ello, los estudiantes irdn sentando los fundamentos
para la comprension de la estructura aditiva y los algoritmos correspondientes que
se trabajaran en cursos posteriores. En este sentido, deberan centrar su atencién en
buscar diferentes composiciones y descomposiciones de nimeros. Una estrategia
didactica especifica para abordar este tema es comenzar hallando todas las formas
posibles de descomposicion de un nlmero, haciendo uso de representaciones
concretas, pictéricas y simbdlicas y promoviendo el transito entre ellas. Segun Isoda
y Estrella (2020a), en primero basico se sugiere hacer uso de una caja que separe un
conjunto de objetos endos partes, verimagenizquierda Figura 8. Aqui se descompone

7 Es aquella descomposicion de un nimero que se realiza donde al menos uno de los nimeros que forman la
descomposicién, es multiplo de 10.



el nimero 6 por medio del

transito de la representacién

concreta a la representacion 6

simbdlica. Por su parte, cada

ndmero esta representado por su 5 1
correspondiente representacion

pictérica como se observa en los

puntos pequenos de cada tarjeta.

Se representa el nUmero 6 (representacion simbdlica) con 6 lapices (representacion
concreta). Posteriormente se descomponen esos 6 lapices en 5 lapices y 1 lapiz, los
cuales son colocados en cada compartimento de la caja. Finalmente, la cantidad de
lapices ubicados en los compartimentos son representados simbdlicamente. Por su
parte, en este tipo de actividad es aconsejable usar el material estructurado de las
regletas Cuisenaire para representar, y que los estudiantes visualicen, el todo y sus
partes (o viceversa) tal como se muestra en la imagen derecha de la Figura 8.

Este planteamiento también es util para abordar la descomposicion de otros
numeros.

Durante la gestion de la actividad es importante que el profesor centre la atencién
de los estudiantes en el conjunto de objetos y en las partes que forman el todo; asi
como también en su proceso inverso, es decir, el todo constituido por las partes: 5
y1lhacen 6"y“6es5y1"

Como se menciond anteriormente, es fundamental que los estudiantes puedan
abordar todas las composiciones y descomposiciones posibles de los nimeros del 1
al 10, tal como se observa en los ejemplos de TMs del 5y el 10 de la Figura 9, donde,
ademas, se promueve el transito desde la representacién pictérica a la simbdlica.
Este tipo de TMs también favorece la reversibilidad de la adicién, dado que los
estudiantes deben hallar aguel nimero faltante de la descomposicion realizada. Si
bien, estas TMs estan representadas pictéricamente, es aconsejable proponerla con
material concreto (p. €j., conchitas o fichas) o hacer uso de las regletas Cuisenaire
como se ha visto anteriormente.
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La composicién y descomposiciéon del nimero 10, es uno de los aspectos clave en el
estudio de la estructura aditiva, pues permitirad a los estudiantes trabajar estrategias
de calculo mas complejas, y con dmbitos numéricos ain mayores que 10. La Figura
10, muestra una TM de adicion y estrategias de resoluciéon que evidencian como de
manera simultanea, se manifiesta la composicion y descomposicion del diez.

Para desarrollar la TM de la Figura 10, el estudiante, al observar 8+3, reconoce que
para obtener la respuesta conviene componer 8 con 2 para formar 10. Por lo tanto,
debe descomponer el 3 del segundo sumando en 2y 1 para asi conseguir el término
que, compuesto con 8, da 10. Posteriormente, luego de componer 10, la adicion inicial
se transforma en una adicién elemental que es 10+1.

El recuadro de la derecha (Figura 10) muestra una representacion idonea de la técnica
de componer 10. Las flechas hacia abajo o hacia arriba orientan la realizacién de
una descomposicién o una composicion, respectivamente. La interiorizacion de esta
técnica es un aspecto clave al que el docente debe prestar atencién, pues jugara un rol
protagonico, tanto en la formacién de otros nimeros, tales como los multiplos de 10,
como en la realizaciéon de operaciones que involucren dmbitos numéricos mayores.
Por ejemplo, en TMs como 27+8 donde mediante el uso de la técnica de composiciéon
y descomposicion es posible formar 30+5.

Unavez que los estudiantes han aprendido la composicion y descomposicion aditiva de
los nimeros del 1 al 10, el siguiente paso corresponde al aprendizaje de la operatoria
de la adicién y sustraccion. Para tal efecto, deberan iniciar el trabajo poniendo en
juego estrategias diversas relativas al conteo. Para tales estrategias, los estudiantes se
apoyan en sus dedos o material concreto suministrado por el profesor. Posteriormente,
estas estrategias evolucionan, transformandose en estrategias sofisticadas que no
requieren de material concreto, pues, dichas estrategias se automatizan a través de
la memorizacién de las adiciones o sustracciones elementales y por la composicion y
descomposicion del diez. Se muestran a continuacion estrategias relativas al conteo,
en el contexto de la adicidn, y estrategias relativas a la sustraccion.



ESTRATEGIAS DE CALCULO PARA EL CONTEO (ADICION)

La Tabla 4 muestra un conjunto de estrategias de conteo desarrolladas en el
contexto de la adicion, y organizadas desde la mas simple a la mas sofisticada. Estas
estrategias se relacionan con posibles producciones de estudiantes de primero
basico, de acuerdo a Flores, Castro-Rodriguez y Fernandez (2015). Se considera
como ejemplo la adicion de 5 + 8.

Tabla 4. Descripcion estrategias de conteo (aditivo) relacionados con 8+5
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ESTRATEGIAS DE CALCULO PARA EL CONTEO (SUSTRACCION)

En la Tabla 5 se observan estrategias de sustraccién que, segun Flores, Castro-
Rodriguez y Fernandez (2015), pueden emplear estudiantes de primero basico. Se
considera como ejemplo la sustraccion 9 - 5.

CAPITULO I

Tabla 5. Descripcion de estrategias para la sustraccion 9 - 5
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Otro aspecto de interés posible

de abordar de manera intuitiva,

mediante la estrategia de

emparejamiento, es la relaciéon de

orden entre numeros naturales.

Dado que el estudiante debe

compararlosnumerosrepresentados

(concreta o pictérica) determinando

cuadl es mayor. Esta estrategia,

también ayuda a comprender que,

para abordar la sustraccién en los

numeros naturales, es necesario

que el sustraendo sea menor que el

minuendo. Se recomienda orientar a los estudiantes mediante preguntas tales como
¢Dénde hay mas? ;Cuanto mas? ;Qué hay mas? Tal como se muestraenlaTM dela
Figura 11.

SEGUNDO BASICO

En este curso, se recomienda dar continuidad al estudio de la composicién y
descomposicion aditiva, previo al estudio de operatoria de adicién y sustraccién mas
complejas. Para tal efecto, a continuacion, se comparten distintas representaciones
(concreto-pictdrico-simbalico) en miras a los algoritmos estandar. Para abordar
este trabajo es posible emplear material concreto estructurado, como por ejemplo,
los bloques base 10 o multibase (Figura 12), recomendado para el estudio de la
adicién y sustraccién desde primero a cuarto basico. En lo que sigue se mostrara
pictéricamente como este material es fundamental para que los estudiantes
representen y comprendan los algoritmos de la

adicién y sustraccion.

Para dar inicio al estudio de la operatoria
aditiva en segundo basico, es adecuado que
los estudiantes logren dominar la composicion
y descomposicién de nameros del 1 al 10, en
especial las del nimero 10, asi como también
distintos conteos, por ejemplo de uno en uno,
de dos en dos, de cinco en cinco, diez en diez,
entre otros. En otras palabras, que dominen
distintos repertorios y que reconozcan, en el caso del conteo de uno en uno, que
sumar uno a cualquier nimero permite obtener el siguiente (Isoday Estrella, 2020b).
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Si bien existe una amplia variedad de estrategias asociadas a TMs de adicién vy
sustraccién, se quiere insistir, en la composicién y descomposicidon candnica, pues
define una base sélida para el dominio del calculo de operaciones aritméticas. A
continuacion, se comparte sugerencias acerca de estrategias de calculo de adiciones
y sustracciones que pueden ser utilizadas en segundo basico.

ADICION
En segundo basico, el estudio de la adicion amplia el ambito numérico de O al
100, y plantea situaciones tal como:

“scuanto es 12 + 23?"

A continuacion, se presenta un proceso de actuacién hipotética por parte de
un estudiante en la resoluciéon de 12 + 23, desde la estrategia de composicion y
descomposicion aditiva, haciendo uso de distintas representaciones.

Accion 1: El estudiante descompone
canénicamente entre decenas vy
unidades, cada uno de los sumandos:
12en 10+ 2yel 23 en 10 + 10 + 3, g @
empleando la representacién concreta

/pictérica y simbdlica, como se muestra representacion
q concreta/pictérica y simbdlica
en la Figura 13.

12+23=(10+2)+(10+10+3)

Figura 13. Descomposicién de sumandos y

Accion 2: El estudiante agrupa las
decenas entre si y analogamente
las unidades. Posteriormente suma
los elementos agrupados, es decir 2
decenas mas 1 decena (20 + 10 = 30)
y 2 unidades y 3 unidades (2 + 3 =5),y

responde 35, (ver Figura 14). Figura 14. Suma de decenas y unidades agrupados



Otra estrategia que se sugiere abordar
en este curso, consiste en descomponer
cada sumando en unidades,
posteriormente agrupar las unidades
en decenas. Luego, sumar las decenas y
agregar las unidades restantes. De esta
manera se establece 10 + 10 + 10+ 2 +
3 = 35, como se observa en la Figura 15
para la adicion de 12 + 23.

Como se ha mencionado en
apartados anteriores, el estudio de la
adicién, a través de la composicion y

Figura 15. Estrategia de formar decenas, previa

descomposicidn de los sumandos en unidades (Isoda
y Estrella, 2020b, p. 12)

descomposicidon candnica, permite construir con significado el algoritmo estandar.
Por medio de esta estrategia, es posible hacer notar la conveniencia de alinear las
decenasy las unidades de ambos sumandos respectivamente, esto en contraste con
la representacion simbélica construida paralelamente a dicho proceso, dando paso
asi al algoritmo estandar de la adicion (ver Figura 16).

Figura 16. Construccion del algoritmo de la adicidon, desde la

composicion y descomposicion, para el caso de 12 + 23 (Isoda y

Estrella, 2020b, p. 13)
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SUSTRACCION

Un aspecto importante a tener en cuenta, es que, en segundo basico, el estudio
de la sustraccion no considera la reserva. Por ello se abordan TMs, como:

¢Cuanto es 25 - 13?

Para abordar la situacién anterior se sugiere emplear estrategias basadas en
la descomposicion canodnica del minuendo o sustraendo (o ambos) dado que
esta practica ayudard a formalizar comprensivamente el algoritmo estandar de
la sustraccién. A continuacién, se detalla la actuacién de un estudiante en el

proceso de resolucion de la TM planteada:

Accioén 1: El estudiante descompone el
minuendoy sustraendo canénicamente:
25 en 20 + 5y el 13 en 10 + 3,
empleando la representacion concreta/
pictorica y simbdlica, como se muestra
en la Figura 17.

Accion 2: El estudiante asocia y resta
las decenas y unidades del minuendo
y sustraendo respectivamente (ver
Figura 18).

/

25-13=(20+5)-(10+3)

Accidn 3: El estudiante considera aquellos elementos no emparejados, es decir
una decena y dos unidades, llegando asi a 12 como respuesta a 25 - 13.

Una estrategia similar a la anterior, consiste en descomponer el minuendo y
sustraendo, y posteriormente quitar las decenas del sustraendo a las decenas del
minuendo y las unidades del sustraendo a las unidades del minuendo, para finalizar
con la suma de las decenas y las unidades restantes, tal como se muestra en la

Figura 19.



25-13 =(20+5) =(10+ 3)
=(20-10)+(5-3)
=10+2
=12

Figura 19. Sustraccion con descomposicion aditiva (Isoda y Estrella, 2020b, p. 18)

Al abordar la sustraccion a través de |Ia
composicién y descomposicidon canénica como se
ha presentado, se trabaja de manera comprensiva.
Por ello, el estudiante da sentido al hecho de
alinear segun el valor posicional dando asi la
oportunidad de introducir desde estas ideas el
algoritmo de la sustraccion (ver Figura 20).

Tercero y Cuarto Basico
En tercero y cuarto basico se inicia el estudio de la
adicién y sustraccion con reserva, el cual, también
se aborda mediante el uso de la composicién y
descomposicion aditiva.

D U
2 5
- 1 3
1 2
2-1=1 5-3=2

Figura 20. Algoritmo estandar
sustraccion sin reserva

A continuacion, se profundiza en las estrategias de calculo empleadas en estos

niveles para el estudio de la adicién y sustraccion.

ADICION

Se considera la siguiente situacion extraida de un texto escolar empleado por
escuelas chilenas durante 2020 (Isoda y Estrella, 2020c, p. 12):

Hay 38 cactus de copao y 27 cactus de quisco en el cerro. ;Cuantos cactus hay

en total?

Para abordaresta TM desde la composicion y descomposicion el estudiante puede
emplear dos estrategias, la primera de ellas alude a quitar unidades de uno de los
sumandos para aproximar a la decena mas cercana del otro sumando; mientras
que la segunda estrategia alude a la descomposicién canénica propiamente tal.

A continuacién, se comparte el proceso de desarrollo de la situaciéon anterior.
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Accion 1: El estudiante descompone
candénicamente los nimeros 38 y 27,y
posteriormente, compone el 40, como
se ve en la Figura 21.

CAPITULO I

Accion 2: Producto del paso anterior,
el estudiante tiene la siguiente adicion
40 + 25 y por agrupacién, compone los
multiplos de diez 40 y 20, y compone
la suma con las 5 unidades restantes,

60 + 5, obteniendo asi 65 (ver Figura

22) Figura 22. Agrupa decenas con decenas y las suma
con las unidades restantes

Figura 21. Descomponer sumandos para componer
multiplos de 10.

La estrategia anterior, contribuye a la justificacién del algoritmo estandar que se
muestra a continuacion (ver Figura 23).

Figura 23. Algoritmo estandar de la
adicion

Con respecto a la estrategia de descomposicion candnica, a continuacién, se
describe la actuacién de un estudiante que realiza la adicion 38 + 27.

Accion 1: El estudiante descompone
canénicamente los nimeros 38 y 27
como se ve en la Figura 24. S S

Figura 24. Descomposicion candnica de los

nlimeros 28 'y 27
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Accion 2: Dadas las siguientes
adiciones 30+20 y 8+7, por
agrupacién, compone 50 con 30 y
20y 15 con 8+7 (ver Figura 25).

Figura 25. Adicién de decenas con decenas y unidades con
unidades

Accion 3: Posteriormente, el

estudiante para sumar 8 + 7 extrae

un 2 del nimero 7 mediante la

descomposicion, para componer el

10 con 8y 2. Posteriormente, suma

esos 10 con los 50 que tenian
anteriormente, llegando asi a 60. unidades restantes

Finalmente, los 60 se suma con 5,

y obtiene la respuesta “65” (ver Figura 26).

La estrategia anterior permite justificar y comprender el algoritmo estandar vertical
de la adicion, Figura 27.

Figura 27. Algoritmo estandar de la
adicidn con reserva

Con base en lo anterior se puede establecer como regularidad que esta decena
adicional que se ha formado, luego de obtener 8 + 7 = 15 al sumar los digitos de
la columna de la derecha, se llama “reserva”. Por tanto, el 5 de las unidades que se
obtiene en la suma se deja en la columna de las unidades, mientras que la decena
de la suma, recibe el nombre de reserva y se registra como “1” en la parte superior
de la columna de las decenas. Este proceso se repite hasta la Gltima columna de la
izquierda, y con ello se obtiene la suma esperada, 65.
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SUSTRACCION
Consideremos la siguiente situacién extraida de Isoda y Estrella (2020c)

“Los nifios cosecharon 45 vainas de algarrobo y se comieron 27 de ellas
¢Cuantas vainas les quedaron?

CAPITULO I

Para abordar este problema desde la estrategia de composiciény descomposicién,
es importante acompanar a los estudiantes en la ejecucién de las siguientes
acciones.

Accion 1: El estudiante descompone
el minuendo canénicamente en 40y 5
como se muestra en la Figura 28. %

Figura 28. Descomposicién candnica del minuendo

Acciéon 2: El estudiante comienza
con la sustraccion con las unidades y
posteriormente con los numeros de
dos digitos. Sin embargo, en este punto
es importante que ellos noten que la
sustracciéon no es posible de realizar
cuando el minuendo es menor que el
sustraendo, como ocurre en el caso de 5y 7. De esta manera, surge la necesidad
de descomponer el 40 del minuendo para extraer 10 (se desagrupa 1 decena) y
agregarselos al 5 del minuendo, obteniendo asi 15. Esta accién permitira realizar
la sustraccion, ya que asi se obtiene (30 - 20) + (15 - 7) (ver, Figura 29).

Figura 29. Desagrupando una decena del minuendo
para sumarsela a las unidades del sustraendo

Accion 3: Finalmente, el estudiante sustrae 7
a 15y 20 a 30, obteniendo 8 y 10 (1 decena)
respectivamente. Finalmente, ambas restas
(8'y 10) se componen (8 +10) para formar 18
que es la respuesta a la sustraccion de 45 -
27, (ver Figura 30).

Figura 30. Sustraccién quitando decenas a

decenas y unidades a unidades
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Las acciones llevadas a cabo por estudiantes al construir sus estrategias de
resolucién, en el contexto de una sustraccién con reserva y uso de la composicién
y descomposicién candnica, favorecen la comprension del algoritmo estandar
(vertical) y su procedimiento de resoluciéon como se ve en la Figura 31.

Il O1NLIdVO

Figura 31. Algoritmo estandar de la
sustraccion con reserva

El estudiante comprende que para obtener la resta de 45 - 27, se debe desagrupar
el minuendo quitando 10 unidades (1 decena) (se tacha el 4 y se escribe el 3 arriba
del 4 tachado) para agregarselas al 5 (se tacha el nimero cinco) obteniendo asi 15
(se pone arriba del 5 tachado). Asi se tiene una sustraccion en la que se puede restar
sin problemas unidades con unidades y decenas con decenas como se muestra en
la Figura 31. Por extension, este procedimiento se puede llevar a cabo con otros
ndimeros de un dmbito numérico mayor, como se muestra en la Figura 32. Se
recomienda, para cuarto basico, continuar con el uso de estas estrategias con el
objetivo de consolidarlas ampliando el &mbito numérico hasta 1000.

Figura 32. Algoritmo estandar de la sustraccién con reserva con

numero de tres digitos
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ERRORES EN LA ESTRUCTURA ADITIVA

Muchos de los errores que manifiestan los estudiantes en la adicién y sustraccién
se deben a la escasa comprensiéon de la TM que se les plantea y a las dificultades
en la ejecucion de los procedimientos algoritmicos (Flores, Castro-Rodriguez y
Fernandez, 2015).

Con respecto a errores de comprension de la TM, se destacan aquellos que emergen
como resultado del uso de la palabra “mas” en el enunciado de la situacién siguiente:

Ricardo tiene 5 laminas y tiene 3 mas que Roberto. ;Cuantas |[dminas tiene
Roberto?

El estudiante interpreta la palabra “mas” como una adicién dejando de lado el
contexto de la TM. De esta manera, en lugar obtener la respuesta mediante 5 - 3,
lo hace sumando 5 + 3.

Con respecto a los errores asociados al algoritmo estandar es posible mencionar los
siguientes:

a. Error al ubicar los digitos de los nimeros con los cuales se opera. Este error
esta relacionado con una incorrecta ubicacién de los valores posicionales de los
digitos, como se observa en la Figura 33.

125 327
+ 47 - 21
595 117

Figura 33. Error de ubicacion valor posicional de nimeros

para operar (adaptado de Flores, Castro-Rodriguez y
Fernandez, 2015)

b. Error en el calculo. En este tipo error los estudiantes no logran aplicar
correctamente los algoritmos de célculo. Por ejemplo, al restar dos nimeros
de mas de un digito, se comete el error de no considerar cual es el minuendo
y cudl es el sustraendo y resta siempre el digito menor al mayor en cada valor
posicional, evitando la reserva (préstamo o canje). Situacién similar sucede
con la adiciéon en la cual el estudiante no considera la reserva. Tales errores se
muestran en la Figura 34.



245 431

+172 -183
317 352
No considera la reserva Resta el digito menor al digito mayor en

cada valor posicional, sin considerar el
minuendo y el sustraendo.

Es importante como docentes tener en cuenta estos errores dado que emergen
frecuentemente durante el proceso de aprendizaje de la adicién y sustraccion. Estos
errores estan asociados a factores de la ensefanza, y se relacionan con un énfasis
en la reproduccién de algoritmos, en contraste con un aprendizaje centrado en
la construccién de conocimiento con significado y sobre la base de aprendizajes
previos, estrategias idoneas y TMs contextualizadas.

REFLEXIONES FINALES

Este capitulo ha abordado un tema fundamental en la enseianza y el aprendizaje
de la Matematica, como es la estructura aditiva. En concreto, se ha dado énfasis a
las estrategias de composiciéon y descomposicion aditiva, como conocimiento base
para abordar la adicién, la sustraccién y sus algoritmos estandar.

Es sabido que por mucho tiempo las técnicas y algoritmos de calculo han jugado
un rol primordial en la ensefanza y aprendizaje de la estructura aditiva. No
obstante, hoy existe un conocimiento claro acerca de la necesidad, por parte de los
estudiantes, de una comprension profunda acerca de los fundamentos que justifican
las distintas acciones que se llevan a cabo al momento de aplicar algoritmos u
otros procedimientos de cdlculo. Aqui se ha buscado dar una mirada diferente en
torno a estas técnicas de célculo y a la aplicacién de los algoritmos estandar. Se ha
pretendido ilustrar que los estudiantes pueden abordar estas técnicas y algoritmos
de una manera mas accesible, comprensiva y significativa.

Ademas, se ha querido compartir un modelaje sobre actuaciones hipotéticas de
resoluciones de adiciones y sustracciones por parte de estudiantes de primero a
cuarto basico usando la estrategia de la composicién y descomposicién aditiva. Este
modelaje puede ser de gran utilidad para la ensefianza. Para su abordaje, se exige
el uso y el transito por diferentes sistemas de representacion (concreto-pictérico
y simbdlico), asi como TMs que apunten a los aspectos conceptuales clave que se
busca estudiar.
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La composicion y descomposicién aditiva juega un rol fundamental, pues define
la base para comprender cémo y por qué surgen los algoritmos de la adicién y la
sustraccion, que comidnmente son utilizados y estudiados en las aulas. Con esto, no
se quiere decir que estas estrategias son las mas idéneas o las Unicas que existen,
sino mas bien, se busca compartir su conveniencia en término de su facil adquisicién
y comprensién, asi como su utilidad por parte de los estudiantes.

Finalmente, aqui también se ha querido recoger y relacionar las propuestas y
lineamientos curriculares, los textos escolares del Programa Sumo Primero en
Terreno y los aportes provenientes desde la Didactica de la Matematica en relacion
al tema central de este capitulo. Desde donde se pudo apreciar, una comprension
de la composicién y descomposicién aditiva como un aspecto basal permite realizar
comprensivamente las técnicas de calculo y los algoritmos estandar de la adiciéon y
sustraccién.
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INTRODUCCION

Si a los estudiantes que han finalizado el primer ciclo basico les realizamos la
pregunta ;Qué entiendes por multiplicacion?, es posible que se obtengan distintas
respuestas, tales como “es una suma” o la “cantidad de veces que se repite
un numero”. Lo anterior, se fundamenta en el hecho que, si la multiplicacion se
introduce Unicamente en la ensefanza a partir de una adicion iterada o reiterada; o
bien, como saltos iguales de n en n, es probable que los estudiantes la comprendan
estrictamente de manera aditiva.

Para comprender el significado de multiplicacién, es esencial diferenciar la estructura
multiplicativa de la estructura aditiva, entendiendo, que las tareas del ambito
multiplicativo requieren un mayor nivel de abstraccion (Isoda y Olfos, 2009; Ivars
y Ferndndez, 2016; Martinez, Rojas y Rojas, 2018). Por ejemplo, la frase “vendran
mis tres hermanos y mis dos hijos” se ubica en el ambito aditivo, en cambio la
frase “vendran dos hijos de cada uno de mis tres hermanos” se ubica en el &mbito
multiplicativo.



Isoda y Olfos (2009) proponen la conceptualizacion de la multiplicacién como una
operacion que permite determinar el total de elementos dispuestos en grupos
de igual cantidad, por ejemplo “cudntos huevos hay en tres cajas de 12 huevos’,
que permite trabajar las operaciones de multiplicaciéon y division conectadas
y fundamentadas en dos nociones mas generales como es la suma repetida y el
producto de medidas.

Este capitulo hace una invitacién a los docentes, que buscan herramientas para
incorporar en la ensefianza de primer ciclo basico, tareas matematicas en contextos
y asociadas a los significados, de manera que la actividad matematica tenga
significado para los estudiantes y los motive en sus aprendizajes.

La seccién se organiza en tres apartados, la primera parte introduce elementos
conceptuales de multiplicacién y sus interpretaciones en la ensefianza, se distingue
la estructura multiplicativa, conceptos claves de la multiplicacién e interpretaciones
para su ensefanza. En el segundo momento se presentan sugerencias de tareas
matematicas y su gestidon en el aula, asi como errores y dificultades usuales que
se pueden presentar al resolver tareas multiplicativas. Finalmente, se enuncia
conclusiones y orientaciones para que los profesores puedan considerar al momento
de planificar el tema de la ensefanza de la multiplicacién.
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LA ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA EN LOS NUMEROS
NATURALES

Harel y Confrey (1994) proponen que los estudiantes puedan construir un modelo
multiplicativo independiente del modelo aditivo, siendo esencial la construccion
de unidades en los procesos de conteo. Por ejemplo, hay cuatro platos con tres
manzanas cada uno, entonces un grupo representa la unidad y al mismo tiempo
cada unidad tiene tres elementos, como se ilustra en la Figura 1.

CAPITULO Il

Figura 1. Unidades en los procesos de conteo.

La unidad se comprende como una medida arbitraria, en este caso la unidad
corresponde a un plato que a su vez tiene tres manzanas, que se puede interpretar
como “3 multiplicado por 4 es igual a 12", como se presenta en la Figura 2.

Figura 2. Modelo de interaccion, en que un nimero actua en funcién de otro.

Al resultado se le denomina producto y la operacién que permite encontrar el
valor es la multiplicacién. Esta se puede expresar como axb=c, que tiene como
significado contar los elementos que estan agrupados en “b” grupos que contienen
“a” elementos cada uno. Por tanto, “b” indica el nimero de grupos que hayy “a” los
elementos u objetos de cada grupo.
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El factor a es el multiplicando, y el factor b el multiplicador. El producto c es el
resultado de la multiplicaciéon. Podemos indicar que la multiplicacién es una
operacion matematica que se enfoca en el estudio de grupos iguales y que permite
calcular el total de elementos, cuando se conoce la cantidad de elementos de cada
grupo y la cantidad de grupos. Para su notacion se emplea entre los factores el signo
x,+,* que se lee “multiplicado por”.

El multiplicando, corresponde a la cantidad de los elementos en cada grupo. Desde
la interpretaciéon de la multiplicacién como una suma iterada, es el nUmero que debe
ser sumado tantas veces lo indique el multiplicador para obtener el producto. El
multiplicador, corresponde a la cantidad de grupos iguales. Desde la interpretacion
de la multiplicacién como una suma iterada, es el nUmero que indica cuantas veces
ha de sumarse el multiplicando para obtener el producto. El producto es el resultado
de la multiplicacién, que corresponde a la cantidad total de elementos.

Para construir la estructura multiplicativa es necesario en la ensefianza generar
instancias de resolver actividades de agrupamientos, trabajar en el modelo parte
- todo (multiplos y submultiplos). Interpretar la multiplicacién como una accién de
agregar cantidades iguales en grupos de cosas, de manera consecutiva. Y finalmente
establecer relaciones de correspondencia, entre la cantidad de elementos vy la
cantidad de grupos a través de situaciones cotidianas. Estas ideas potencian la
estructura multiplicativa y dan cuenta que ensenar a multiplicar va mas del alla del
algoritmo y de la memorizacion de las tablas de multiplicar.

FORMAS DE INTERPRETAR LA MULTIPLICACION EN EL CONTEXTO ESCOLAR
Isoda y Olfos (2009) distinguen dos interpretaciones para la multiplicacién, las
cuales se presentan a continuacién, para ello analicemos la tarea de la Figura 3.

Siexpresamos lasituacién como unamultiplicacién, suelen surgirdosinterpretaciones
3x2 0 2x3 ;De qué manera es correcto expresar la tarea matematica? Analicemos
cada caso:
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CASO 1: 3x2

Desde la Aritmética Tedrica, el producto esta dado por las definiciones inductivas
de Dedekindy Peano, que se sostienen en que Mx(N + 1) = MxN + M, de modo que
la expresion 3x2 se lee “dos veces tres” o “tres, dos veces”. Consecuentemente,
3x(2+1) = 3x2 + 3, pues se suma a los dos grupos iniciales un nuevo grupo. De
esta manera, la tabla del 3 se representa de la siguiente forma:

3x1=3
3x2=3+3
3x3=3+3+3

En esta interpretacion el multiplicando (nimero de elementos por grupo) es el
primer componente y el multiplicador (nimero de grupos) es el segundo factor.
La situacion presentada se lee “hay 3 manzanas en cada plato y hay dos platos,
en total hay 6 manzanas”.

VENTAJAS DE LA INTERPRETACION MULTIPLICANDO x MULTIPLICADOR

a.

Facilita la construccién de la tabla de multiplicar: si el multiplicador aumenta en
1, el producto aumenta en una vez la cantidad del multiplicando. Por ejemplo,
3x2=6;3x3=3x2+3

Da sentido a la expresion “por”, pensando en “multiplicado por”.

Facilita la comprensiéon del 3x0, teniendo en cuenta que si el multiplicador
disminuye en 1, el producto disminuye en una vez la cantidad del multiplicando.
Por ejemplo, 3x1=3; 3x0 =3x1 - 3 =0

Es coherente al uso cotidiano de la multiplicacién, por ejemplo: compré 5 kg de
pan a 900 pesos cada uno. Para calcular el producto usualmente se multiplica en
orden 900 (pesos/kilo) x 5(kilos), indicando el multiplicador a la derecha.

CASO 2: 2x3
El producto de 2x3 se lee “2 veces 3", lo que se escribe como 3+3. Asi, la tabla
del 2 se puede representar de la siguiente manera:

2x1=1+1
2x2=2+2
2x3=3+3

En esta interpretacion el multiplicador (niimero de grupos) es el primer factory el
multiplicando (niimero de elementos) es el segundo factor. Por tanto, la situacion
presentada se lee “hay 2 platos con tres manzanas en cada plato, en total hay 6
manzanas” .



VENTAJAS DE LA INTERPRETACION MULTIPLICADOR x MULTIPLICANDO
Se ajusta gramaticalmente al uso del término “veces” en el orden propuesto. Por
ejemplo, 2x3 = 6, se lee “2 veces 3 es igual a 6”.

Se ajusta a la notacién algebraica, como por ejemplo la férmula que representa el
perimetro de un cuadrado de lado n unidades es P= 4xn en este caso el multiplicador
se presenta a la izquierda.

Coincide con la descomposicion polinomial del sistema de numeracién decimal.
Para un nimero de tres cifras, se simboliza como: 100xag + 10xb + 1xc. En este caso
el nimero de grupos(multiplicador) se presenta a izquierda.

En resumen, se plantean dos formas de plantear la operacion a partir de la situacion.
La primera con el multiplicador a la derecha: 3x2 (hay 3 manzanas en cada plato y
hay 2 platos) y la segunda a la izquierda: 2x3 (hay 2 platos, con 3 manzanas en cada
plato), por lo tanto, dependera de los contextos de las tareas matematicas que se
presentan el tipo de interpretacion que debe darse.

OTROS SIGNIFICADOS DE MULTIPLICACION

Representar en arreglos bidimensionales la multiplicaciéon considerando elementos
en filas y columnas, igual permite introducir el significado de multiplicacién
conectando con la nocién de area (objetos discretos) que se trabaja en tercer afo
basico. Llevando a transitar a la multiplicacién por medio del drea de un rectangulo
que corresponde a un arreglo en filas y columnas.

La multiplicacién es la que ordena los elementos en filasy columnas, correspondiendo
cada fila a un grupo y el nimero de columnas, a los elementos de esos grupos. Los
elementos pueden ser presentados en 3 filas y 5 columnas, como lo muestra la
Figura 4. El producto de los nimeros 3x5 se puede interpretar como el area de un
rectangulo cuyos lados miden 3y 5 unidades (u).
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Trabajar la multiplicacion como area de un rectangulo es un medio para introducir
a partir de representaciones figurales las propiedades de la conmutatividad y
distributividad que se estudian con profundidad en segundo ciclo, ademas permite
trabajar la visualizacion geométrica desde niveles iniciales.

Un tercer significado para la multiplicacién se asocia con combinaciones; es decir,
productos de medidas que consiste en la composiciéon cartesiana de espacios
de medidas. Por ejemplo, problemas como tenemos 3 tres sabores de helados
(leche, mora, chocolate) y puede

servirse en cono o envase, ;cuantas

combinaciones de helados son

posibles? Tenemos 3 tipos de sabores

y por cada uno de ellos, podemos

elegir entre cono o envase pequeio.

Esto nos da 3x2 = 6 posibilidades

para servirse helados. Podemos

representar lo anterior en una tabla de

doble entrada o en un diagrama, como

se presenta en la Tabla 1 y Figura 5.

Cada combinacion (par) representa una eleccion de envase para la primera
componente, y una eleccién de sabor de helado para la segunda. Este tipo de tarea
matematica se puede representar en diagramas, tal como se ilustra en la Figura 5.

Los significados definidos que se asocian a la multiplicacion cumplen las
propiedades de la multiplicacion: conmutatividad, asociatividad, distributividad
de la multiplicacién sobre la suma y resta y elemento absorbente. Estas pueden
ilustrarse a partir de arreglos bidimensionales y tridimensionales (para el caso de la
distributividad) o mediante diagramas.



En este capitulo, abordamos la primera interpretacién para la ensefianza de la
multiplicacién, con el multiplicador a la izquierda.

LA MULTIPLICACION EN EL CURRICULO NACIONAL
El curriculo escolar propone objetivos de aprendizaje para cada nivel escolar,
asociados a los conceptos de multiplicaciéon y sus propiedades. Interpretando

N O1NLldvD

inicialmente la multiplicacion como una adicién de sumandos iguales, para
posteriormente construir las tablas de multiplicar hasta el 10x10. Permitiendo
finalmente resolver multiplicaciones de tres digitos por un digito, a través de
variadas estrategias, resolviendo problemas y haciendo uso del modelo COPISI
(representacion concreta, pictorica y simbdélica), segun se sintetiza en la Tabla 2.

Segundo ano basico

OA 11: Demostrar que
comprende la multiplica-
cion:

e Usando represen-
tacion concretay
pictorica.

e Expresando una mul-
tiplicacién como una
adicién de sumandos
iguales.

e Usando la propiedad
distributiva (tablas del
2,5y 10).

e Resolver problemas
gue involucren las ta-
blas del 2, 5 y del 10.

Tercer afno basico

OA 8: Demostrar que
comprende las tablas de
multiplicar hasta el 10:

e Usando represen-
tacion concretay
pictorica.

e Expresando una mul-

tiplicacién como una

adicion de sumandos
iguales.

Usando la propiedad

distributiva (tablas del

2,5y 10).

Resolver problemas

que involucren las

tablas hasta el 10.

Cuarto afo basico

OA 5: Demostrar que

comprende la multiplica-

cion de nimeros de tres
digitos por un nimero de
un digito:

e Usando estrategias
con o sin material
concreto.

e Usando las tablas de
multiplicacién.
Estimando productos.

e Usando la propiedad
distributiva de la mul-
tiplicacién respecto
de la suma.

e Aplicando el algorit-
mo de la multiplica-
cion.

e Resolviendo proble-
mas rutinarios.

Queda expuesto que en la ensefanza de la multiplicacion se debe complementar
el proceso con tareas matematicas que fortalezcan la estructura multiplicativa, a
través de la utilizacion de diversas estrategias de resolucién y aportando desde la
gestion a la construccion del concepto de multiplicacién.
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TAREAS MATEMATICAS Y ORIENTACIONES
DIDACTICAS PARA LA ENSENANZA DE LA
MULTIPLICACION

En el siguiente apartado se presentan tareas matematicas para los niveles de 1° a 4°
ano basico, de acuerdo a la progresion curricular para el trabajo de la multiplicacion.
Ademas, se enuncian orientaciones para su implementacion.

a. Primer aiio basico

Martinez et al. (2018) e Isoda y Olfos (2009) sostienen que los estudiantes pueden
resolver situaciones multiplicativas desde la Educacién Infantil, concretamente
entre 4 a 6 anos de edad, haciendo uso de estrategias informales que orientan a la
construccién de unidades en los procesos de conteo, esta accidn se reconoce como
el inicio del pensamiento multiplicativo. Segun las Bases curriculares (MINEDUC,
2012) la multiplicacion se inicia a partir del segundo afo, por lo cual se sugiere
ir contribuyendo al desarrollo del pensamiento multiplicativo a través del conteo
desde niveles iniciales.

A continuacién, se propone a modo de ejemplo una tarea matematica, adaptada de
Martinez et al. (2018) con sus respectivas orientaciones didacticas, segun Figura 6.

ORIENTACIONES PARA SU IMPLEMENTACION

Se sugiere presentar las fichas (material concreto) y preguntar a los estudiantes, si
hay escondido tres grupos iguales al que esta sobre la mesa ;cuantas fichas hay
escondidas?, las posibles estrategias de resolucion se pueden clasificar en:

e Doble conteo por multiplos de dos: de esta manera cuentan en forma paralela
la cantidad de grupos y la cantidad de fichas que tiene cada grupo. Es posible
gue se puedan apoyar de representaciones concretas (uso de los dedos de las
manos) y pictérica (dibujar los grupos escondidos).

e Doble conteo, realizando pausa en los multiplos de dos. Por ejemplo, pueden
contar 1, 2, (pausa), 3, 4, (pausa), 5, 6, (pausa).



Esta tarea promueve la introduccion del uso de la unidad como “un grupo de 2
fichas rojas, obteniendo como resultados 6 fichas rojas”.

b. Segundo ano basico

En este curso, el curriculo escolar propone introducir la multiplicacién usando
representaciones concretas y pictéricas; expresandola como adicién de sumandos
iguales.

A modo de ejemplo, se presenta una tarea matematica, adaptada del libro¢ del
estudiante Sumo Primero de 2° afo basico, que se ilustra en la Figura 7.

Determinar el nimero total de objetos en grupos con la misma
cantidad. 2 platos con choclos:

La situacion muestra “2 platos con 4 choclos en cada plato, en total 8 choclos”, el
multiplicando corresponde al nimero que simboliza la cantidad de elementos de
cada grupo, en este caso 4 elementos (choclos) y el multiplicador es el nimero que
representa la cantidad de grupos, estos serian 2 (platos). El producto es el nimero,
que representa la cantidad total de elementos, correspondiendo a 8 (choclos).

Se escribe 4x2= 8, se lee “cuatro multiplicado por dos es igual a ocho” o “dos veces
cuatro es ocho”. La misma situacion se puede interpretar como una adicion iterada de
4+4, en este sentido el multiplicando (4) es el nimero que se repite como sumando
tantas veces lo indique el multiplicador (2).

Los estudiantes pueden comprender la idea de grupos iguales y desde alli
conceptualizar la multiplicaciéon como una operacién que se encarga de estudiar
dichos grupos. Reforzando la idea de correspondencia, entre la cantidad de

8 Disponible en https:/www.sumoprimero.cl/wp-content/uploads/2020/05/ME2_web.pdf
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elementos y el grupo respectivo, a partir de analizar la multiplicacion como cardinal
del conjunto producto cartesiano de AxB; es decir, pxq=card(AxB), en que card(A)=p
y card(B)=q.

c. Tercer aino basico

Unavez abordado eltema de las tablas de multiplicar, se pueden presentar situaciones
como la descrita en la Figura 6, para reforzar e introducir la descomposicién
multiplicativa de un nimero (modelo parte-todo). Esta idea, se puede trabajar
inicialmente desde contextos discretos (arreglos, puntos) para luego generalizar
desde lo continuo, usando calculo de areas.

Figura 8. Tarea matematica para 3° aio basico, adaptada de Isoda y

Olfos (2009, p. 60).

Para la tarea matematica de la Figura 8, se muestra una propuesta de pizarra
hipotética (ver Figura 9) disefiada por una profesora’ en ejercicio participante del
programa Sumo Primero en Terreno durante el afio 2020.

Figura 9. Implementacion de la tarea matematica

“fichas en un rectangulo “para 3° afo basico.

La pizarra se organiza en tres partes, segln se observa y la tarea se trabaja con el
modelo COPISI. Se promueve el uso de material concreto (fichas circulares y un
rectangulo), donde los estudiantes pueden disponer de distintas maneras las fichas
en arreglos rectangulares.

9 Rosa Pilar Rivera - Escuela el Guindo. Ovalle, Cuarta Region, Chile.



Latareamatematicaesun problemaabierto, que puede entregar multiples respuestas,
los estudiantes entienden un ndimero con su correspondiente descomposicién
multiplicativa, representacion pictérica (arreglos) y simbalica (expresion matematica)
asociada. Esta idea es fundamental para comprender mas adelante la divisién como
operacion inversa de la multiplicacion.

d. Cuarto aino basico

Presentamos dos tareas que forman una secuencia de actividades de conteo que
promueven la utilizacion de diversas estrategias con el objeto de aproximar y
consolidar estrategias multiplicativas (de agrupamiento) en estudiantes de 4°afno
Basico. La gestidn de las tareas va desde lo concreto hacia lo simbdlico, siguiendo
el modelo COPISI.

A continuacién, se presenta un andlisis a priori de las tareas matematicas vy
orientaciones para su gestion en el aula.

La tarea matematica puede ser abordada a partir de las siguientes estrategias:
conteo uno a uno, conteo en grupos distintos, conteo en grupos iguales y grupos
distintos, conteo en grupos iguales, lo que deriva en estrategias aditivas y estrategias
multiplicativas. A continuacién, se presentan ejemplos de estrategias utilizando el
modelo COPISI, desde la representacion concreta (25 monedas) transitando a las
representaciones pictorica (arreglos) y simbdlica (expresiones numéricas).

Representacion concreta: Se propone representar utilizando monedas ordenadas
como aquella de la distribucién original y reorganizarla de otras formas para realizar
agrupamientos y facilitar el conteo (Figuras 10y 11).
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Representaciones pictdricas y simbdlicas: A partir de la manipulacion del material
concreto, en este caso monedas, los estudiantes pueden realizar distintas
agrupaciones que facilitan el conteo de los puntos.

Representacién/ El E2 E3 E4

Estrategias

Pictérica
L a. 4+4+4+449 a. 1+3+5+7+5+3+1 a. 4+3+4+3+4+3+4 a. 12+8+4+1
Simbdlica
b. 4x4 + 9 b. (1+3+5)x2 + 7 b. 4x4 + 3x3
E5 E6 E7
Pictorica
o a. 5+5+5+5+5 a. 5+5+5+5+45 a. 54545+5+5
Simbdlica
b. 5x5 b. 5x5 b. 5x5

Las estrategias se diferencian en que algunas realizan grupos con misma cantidad
de elementos y otros grupos con diferentes cantidades, y nuevas estrategias que
se relacionan con la utilizaciéon de grupos iguales, ya sea, usando la representacion
original de la tarea o proponiendo distintas distribuciones de los puntos (Tabla 3).

Es importante que los docentes, puedan distinguir las estrategias multiplicativas,
esto es, agrupamientos de igual cantidad de elementos por sobre las estrategias
aditivas.

Se propone el cierre de la actividad, respondiendo a la siguiente pregunta ;Cuales
de las formas presentadas corresponde a agrupaciones para multiplicar?



La tarea matematica (descrita
en la Figura 12) se presenta
con el propdsito de valorar
el uso de la estrategia de
descomposicion de uno de los
factores, y posterior utilizacion
de la propiedad distributiva de
la multiplicacién respecto a la
adicién para calcular productos
en este ambito numérico.

Representacion Pictorica Simbdlica
/ Estrategias

3x24 =3x (10 + 10 + 4)

E1 cocscocsce|secosscsss sooe = 3x10 + 3x10 + 3x4
0000000000 0000000000 (0000 =72

3x24 = 3x (20 + 4)

E2 00000000000000000000| 0000 = 3%x20 + 3x4
00000000000000000000| (0000
00000000000000000000| 0000 =72

(3x3)x8 = 9%x8
E3 000|000 000 000 0600 0600 06006 000
HHHHHHHHEHRHEHE =72

(3x2)x12 = 6x12

Es posible que en la resolucién de la tarea matematica planteada puedan surgir
diversas estrategias, estas pueden ser: descomposiciones aditivas de los factores,
descomposiciones multiplicativas, aproximaciones, uso de propiedades, entre otras.
A continuacion, se presentan estrategias de resolucion usando representaciones
simbdlicas y pictoricas (ver Tabla 4).

Es importante que el docente invite a los estudiantes a generar una discusion,
expresando preguntas como: ;Qué ventajas presenta una estrategia en relacién con
otra?, ;Cual de ellas facilita el calculo numérico? Una vez explorada cada estrategia,
es necesario que el docente institucionalice cada una de ellas. Ademas, gestione las
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conclusiones de la clase, en este caso en funcion de la propiedad distributiva de la
multiplicacién respecto a la adicion como una estrategia que favorece este tipo de
calculo. Presentar y analizar tareas matematicas que insten al calculo mental, como
por ejemplo proponer una multiplicacién con una calculadora, en el cual se indique
que la tecla de multiplicar esta estropeada.

ERRORES MATEMATICOS EN LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA
MULTIPLICACION Y ESTRATEGIAS DE ENSENANZA

Ivars y Ferndndez (2016) indican que los estudiantes desde los primeros cursos
disponen de estrategias informales que les permiten resolver problemas de la
estructura multiplicativa. Sin embargo, a medida que avanzan los cursos, van
prescindiendo de estas estrategias y se utiliza, casi exclusivamente, la aplicacién del
algoritmo estandar para la multiplicacion, lo cual conlleva a un mayor niimero de
errores en el calculo de la operacion.

En la misma linea, el documento aprendiendo de los errores de la Agencia de la
Calidad de la Educacion (2019) entrega informacién sobre errores relacionados con
los valores posicionales de las cantidades, al registrar los canjes de una multiplicacion.
Reportandose que estudiantes de 4° afno basico registran la unidad como “reserva”y
la decena como parte del producto, tal como se indica en la Figura 13.

Por lo cual, el resultado de 472-3 erroneamente se asocia a la cantidad 1326,
porque al aplicar el algoritmo estandar “se equivocan” en la parte que multiplican
3-7 registrando el digito 2 en el producto y reservan el digito 1 en las centenas,
lo que hace que al multiplicar 34 sumen 1 y resulte el registro de los digitos 1y 3
en producto, quedando erréneamente 1326. Este tipo de errores puede deberse a
gue no han aprendido el algoritmo estandar o falta de una comprensién conceptual
del proceso algoritmico, o bien, que su conocimiento procedimental no se afianza
del todo; por ello, es importante que los docentes refuercen en sus estudiantes la
necesidad de comprender el algoritmo luego de trabajar los significados asociados

10 Puede consultar el documento en el siguiente enlace: https:/bibliotecadigital.mineduc.cl/bitstream/
handle/20.500.12365/4490/Aprendiendo_de_los_errores_4_basico_Final.pdf?sequence=1&isAllowed=



a la multiplicacion, en este proceso es esencial el empleo de representaciones para
trabajar el concepto matematico.

Para el caso de la multiplicaciéon de un ndmero de varias cifras por uno de una sola
cifra, que se trabajan en 4° afo basico, es necesario comprender que el algoritmo se
basa en la descomposiciéon aditiva del primer factor y luego la multiplicacién de cada
una de estas cifras por el segundo factor; y que el resultado corresponde a la suma
de todos los productos obtenidos. A continuacion, se presentan estrategias para el
calculo de multiplicaciones, para comprender el algoritmo estandar, se complementa
con el uso de distintas representaciones.

a. Descomposicién aditiva. Para multiplicar se puede descomponer aditivamente
uno de los factores y luego aplicar la propiedad distributiva. Por ejemplo, para

resolver 6x9 se puede descomponer el factor derecho en (7 + 2), resultando:

6Xx9 = 6x (7 +2)=6x7 +6x2=42+12=54

[ 9 |
Podemos representar el pr.oducto T 000000000
usando un modelo discreto, ->
que en el contexto escolar se 000000000
promueve a partir de 2° afo, 6 000000000
basico de esta manera se ilustran 000000000
distintas agrupaciones asociadas 00000000

al mismo producto. En este caso, . . . ‘ . . . . .
": 7 24

se muestra la descomposicion

aditiva, como una estrategia que ¥
facilita el calculo numérico, como

se ilustra en la Figura 14.

b. Descomposicion aditiva candnica. Para resolver una multiplicacién de un
numero de 3 digitos por uno de un digito, se puede descomponer aditivamente
uno de los factores segun el valor posicional de cada digito y aplicar la propiedad
distributiva, por ejemplo:

472x3 = (400 + 70 + 2)
=400x3 + 70x3 + 2x3
=1200+210+6
=1416
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El proceso de la multiplicacién se puede ilustrar con el tablero de valor posicional
en que cada digito se represente de acuerdo con su valor posicional. Por ejemplo,
para calcular 472x3:

Paso 1: Representar el factor mayor

Centena Decena Unidad
472; 4 centenas, 7 decenas, y 2
unidades. o
Paso 2: Repite el nimero de veces centena Decena Ueen

segln indica el otro factor, segin el
ejemplo repetir 3 veces el 472.

.......

Paso 3: Reagrupa cuando sea necesario, realizando la conversién a unidades de
orden superior. En este caso se reagrupan 20 decenas en 2 centenas, y luego 10
centena en una unidad de mil, llevando a la nocién de “canjear”.

nidades Centena Decena  Unidad
de mil

Paso 4: Realizadas las conversiones se escribe el nimero resultante, de acuerdo al
valor posicional.

Unidades Centena Decena  Unidad
de mil

1x1 000 + 4x100 + 1x10+ 6 =1 000 + 400 + 10 + 6
=1416

Es relevante que los estudiantes, realicen tareas previas utilizando la descomposicién
aditiva y haciendo uso de representaciones para comprender qué significa la
conversién a unidades de orden superior; y, posteriormente presentar el algoritmo
estandar de la multiplicacion, como una versién resumida de lo anterior como se
exhibe a continuacion.

cobu cobu cobu cou
2 2
141712:x13) 1417:21x18) 141712:x13) 14:1712:x:3

PT2r1er

'
beeleoobloobLooLoo.



EL ROL DEL MULTIPLICANDO Y EL MULTIPLICADOR EN LA CONSTRUCCION
DE LAS TABLAS DE MULTIPLICAR

En 3° afo basico se presenta el OA 8: Demostrar que comprende las tablas de
multiplicarhasta el 10, para el alcance del objetivo se presentan algunas orientaciones
para abordar las tablas de multiplicar.

a. Para construir las tablas, es relevante que los estudiantes comprendan que, si
el multiplicador aumenta en 1, el producto aumenta en una vez la cantidad del
multiplicando. Por ejemplo:

3x1 =3
3x2=3x1+3=6
3x3=3x2+3=9

En el sentido de la multiplicacion como adicion iterada, es conveniente que los
estudiantes perciban que se repite como sumando el multiplicando, tantas veces lo
indique el multiplicador.

3x1 =3
3x2=3+3=6
3x3=3+3+3=9

Para ello se sugiere incluir en el proceso de ensefianza tareas que permitan el uso de
distintas representaciones, ademas generar devoluciones o preguntas para fortalecer
las ideas anteriores. Como se muestra en la siguiente tarea* (Figura 15), se invita a
los estudiantes a construir la tabla de multiplicar del 3, a partir de representaciones
pictéricas de las flores del chagual, las cuales se complementan con la presentacion
del arreglo rectangular y las representaciones simbdlicas utilizando la expresion
correspondiente al multiplicando por multiplicador. Permitiendo concluir que a
medida que el multiplicador aumenta en 1, el producto aumenta en el nimero que
indica el multiplicando, de esta manera se da sentido a las tablas de multiplicar y
no se trabaja de forma memoristica, debido a que se aplica la suma iterada como
definicion previa que proviene de los conteos de nen n.

11 Extraida de https:/www.sumoprimero.cl/wp-content/uploads/2020/03/ME3_web.pdf
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Figura 15. Tarea matematica, construccion tabla de multiplicar del 3

(Isoda y Estrella, 2020, p.40)

b. Resoluciéon de problemas cotidianos

Es importante presentar tareas en contextos diversos que den sentido a los
significados matematicos y cobren interés para el estudiante. Por ejemplo, la tarea
matematica de la Figura 16, involucra una la situacion cotidiana “compra de frutas
en una feria”.

En la feria se vende distintas frutas. Si Diego compra 3 kilos de manzanas
¢Cudnto dinero gasta? ;Cudl es la expresién matematica que utilizas para
realizar el calculo?

Manzanas Verdes
$800 kilo

Figura 16. Tarea matematica, construccion tabla de multiplicar del 3.

Es probable que los estudiantes propongan la multiplicacién 800 x 3, como la
expresion matematica que permite encontrar la respuesta, independiente de
la estrategia de resolucion. De esta manera, la distribucion de multiplicando
multiplicador, es coherente al uso cotidiano de la multiplicaciéon entregando sentido
a la expresion “por”, pensando en “multiplicado por”.
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c. Usos de propiedades

Es importante orientar la reflexién de
los estudiantes hacia las propiedades
de la multiplicacién. Por ejemplo, con la
tarea indicada en la Figura 17, se puede
favorecer el uso de distintas propiedades
de la multiplicaciéon de nimeros naturales.
A partir del analisis de la tabla 100, en
que cada celda sittua el producto de cada
celda de fila y columna correspondiente,
es posible establecer las siguientes ideas:

Si el multiplicador es uno, el producto es igual multiplicando. Esta premisa favorece
la comprension de la propiedad del elemento neutro de la multiplicacion; es decir, el
1 es el elemento neutro de la multiplicacién porque, cualquiera que sea el nimero
natural a, se cumple que:a x 1 = a.

En la multiplicaciéon las respuestas son las mismas si el multiplicando y el
multiplicador intercambian sus lugares. Por ejemplo, 2x7 = 14y 7x2 = 14. A partir
de estos ejemplos se puede introducir la propiedad conmutativa; es decir, siay b
son numeros naturales cualesquiera, se cumple que:axb = b xa

Si descomponemos el multiplicador y luego sumamos, resulta lo mismo que
multiplicar sin descomponer el multiplicador (6x8 = 6x(5 + 3) = 5x5 + 6x3), que
indica que el producto que se sitta en la celda con fila 6 y columnas 5y 3 es igual a
6x8 (producto que se ubica en la fila 6 y columna 8). Esta idea ayuda a conceptualizar
la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicién; es decir, sia, by c
son nimeros naturales cualesquiera se cumple que: ax(b + c) = axb + axc.

Cuando el multiplicador disminuye en 1, la respuesta disminuye el nimero que
indica el multiplicando (3x4 = 12 y 3x3 = 3x4 - 3). Esta proposicion favorece
la justificacion del producto 3x0 = O; propiedad del elemento absorbente de la
multiplicacion en que para cualquier nimero a, tenemos que ax0 = 0.

REFLEXIONES FINALES

Para fortalecer la ensefianza de la estructura multiplicativa es necesario plantear
a los estudiantes tareas en diversos contextos que promuevan el agrupamiento,
el concepto de unidad, la correspondencia entre cantidad de elementos y grupos,
entre otros, permitiendo superar dificultades en la ampliacién del concepto a otros
sistemas numéricos, distintos a los nimeros naturales, como son los racionales y los
enteros.
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Para el caso de la multiplicaciéon entre un nimero natural y una fraccion (nimero
racional), se puede extender la premisa de que el producto se obtiene repitiendo el
valor de unidad. Por ejemplo, para la multiplicacién 2 x ¥, la unidad esta representada
por un quinto, el producto se obtiene repitiendo la unidad 2 veces.

Es interesante fomentar la resolucién de tareas con unidades arbitrarias, previo al
estudio del concepto de proporcionalidad; como por ejemplo tareas como “cajas
rojas son tan largas como dos cajas verdes. ;Cuantas cajas rojas tendra una figura
para que sea igual de larga a otra nueva que se armé con seis cajas verdes?”. Para
la gestion de la tarea se propone usar materiales concretos como las Regletas de
Cuisenaire u otras, como se ilustra en la Figura 18.

Las orientaciones propuestas favorecen la conceptualizacion de razones,
proporciones y otras areas de las estructuras multiplicativas. Los estudiantes
desde los primeros niveles educativos pueden resolver tareas que involucren el
pensamiento proporcional, usando estrategias informales haciendo uso coordinado
de unidades compuestas como la tarea anterior o por ejemplo “Luis tiene el triple de
libros que Alicia. ;Cudntos libros tiene Luis si Alicia tiene 4?”.

Si los estudiantes logran interiorizar el concepto de multiplicaciéon desde la idea de
los grupos, consolidando el concepto de unidad es probable que presenten menos
dificultades para la comprension de la proporcionalidad. En caso del ejemplo de las
cajas, al aumentar el nimero de cajas verdes en un cierto nimero, el nimero de
cajas rojas aumenta proporcionalmente, lo mismo al aumentar el nimero de libros.
Por lo cual, incorporar la idea de correspondencia entre dos cantidades, la cantidad
de elementos y el nimero de grupos, favorece la comprensidon del concepto de
multiplicacién y permite establecer relaciones matematicas fundamentales para el
trabajo en cursos superiores.

Finalmente, hay que destacar que la multiplicacién es uno de los conceptos
fundamentales de la ensefianza de la matematica, su ensefanza se debe asociar a
los distintos significados, trabajar situaciones en variados contextos y que permitan
el uso de multiples representaciones.



Este capitulo desarrolla elementos del andlisis didactico sobre las tareas
matematicas, secuencias de tareas y de producciones de estudiantes, considerando
variados significados de las tareas de multiplicacién, su gestion, uso de recursos y
representaciones. Por tanto, se propone complementar los elementos propuestos
en este capitulo con los abordados en el curriculo escolar, para asi dar mayores
oportunidades de aprendizajes significativos a los estudiantes.
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INTRODUCCION

El curriculo escolar nacional distingue la habilidad de Resolucién de Problemas (RP)
como foco principal de la ensefianza de la Matematica. Frente a ello, se declara
que “Resolver problemas es tanto un medio como un fin para lograr una buena
educacion matematica” (MINEDUC, 2012, p. 87).

La Organizacion de las Naciones Unidades para la Educacién, Ciencia y la Cultura
(UNESCO, OREALC, 2013) puntualiza para la ensefianza de la matematica enfoques
generales, realzando la resolucién de problemas, la aplicacién de los conocimientos
matematicos a situaciones en contexto y el desarrollo de la capacidad de argumentar
y comunicar resultados como ejes centrales en educacién. Diversos investigadores
en Didactica de la Matematica (Alfaro y Gormaz, 2009; Espinoza, Barbé y Galvez,
2009; Felmer et al., 2015) revelan que el trabajo de la RP, en la ensefianza es escaso
y en el aula se caracteriza principalmente por la resolucién mecanica de problemas
por parte de los estudiantes.

Felmer, Perdomo-Diaz, Cisternas et al. (2015) en un estudio realizado con docentes
chilenos sobre la RP en el aula, senalan que la dimensién gestion de la clase se
produce en muy pocos casos, que la actividad del profesor promueve la discusion
matematica, mientras que las acciones en que el profesor devuelve la responsabilidad
se dan en un porcentaje mayor, pero aun bajo (10%). Ademas, declaran que hacer



preguntas y entregar soluciones son las variables mas frecuentes por parte de los
docentes, lo que podria estar evidenciando una baja promocién de la RP.

Para apoyar a los estudiantes en el desarrollo de la RP, se recomienda a los
docentes suscitar la resolucion temprana de problemas matematicos. Entendiendo
que se habla de resolver problemas “cuando el estudiante logra solucionar una
situacion problematica dada, contextualizada o no, sin que se le haya indicado un
procedimiento a seguir” (MINEDUC, 2012, p. 89).

Por otra parte, para comprender el significado de la divisién es necesario reconocer
las distintas situaciones o fenémenos en que se aplica dicha operacién, asi como el
aprendizaje de este tema se compone de aspectos fundamentales como el significado
de las operaciones y el dominio del calculo. El dominio de los elementos anteriores
permite al enfoque de la RP generar demandas complejas en los estudiantes mas
alla del manejo de los algoritmos.

Este capitulo promueve la resolucién de problemas en la ensefnanza de la division
para primer ciclo basico. Se organiza en tres instancias, en primer momento se
presentan elementos del enfoque de RP japonés (Isoda y Olfos, 2014), como una
estrategia didactica para la ensefianza de la divisién, se entrega una propuesta para
el estudio del resto de la division y orientaciones para su gestién en el aula. Luego,
se presentan problemas matematicos para la ensefianza de la divisién en los cursos
de tercero y cuarto afno basico (Vergnaud, 1997), se complementa con estrategias
de resolucién en coherencia con los objetivos de aprendizaje y se incorporan otras.
Finalmente, se explicitan los errores frecuentes en el algoritmo de la divisién y se
entregan orientaciones para abordar su ensefianza.
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LA DIVISION EN EL CURRICULO ESCOLAR

El estudio de la division se inicia explicitamente a partir del tercer aino de ensefianza
basica, aunque los estudiantes en los cursos anteriores han abordado conceptos
que aportan en su conceptualizacién, como la multiplicacion.

En complemento, el MINEDUC (2018) recomienda iniciar la ensefianza de la division
con problemas de reparto, aunque no se dé siempre en forma equitativa, transitando
desde las representaciones concretas a las pictoricas, para lograr registros mas
abstractos o simbdlicos. Por ejemplo: En la mesa hay 12 papayas, las quiero colocar
en platos de 3 papayas. ;Cuantos platos necesito?

Al mismo tiempo, segln se registra en la Tabla 1, se puede identificar que los
objetivos definidos buscan incorporar diversas situaciones o problemas, que se
pueden resolver desde las estrategias sugeridas.

Tabla 1. Objetivos de aprendizaje para la division en primer ciclo (MINEDUC, 2012)

Niveles de educacién basica Cuarto afo basico

OA9. Demostrar que comprenden la OA6. Demostrar que comprenden la
divisién en el contexto de las tablas de  divisidn con dividendos de dos digitos y
hasta 10 x 10: _ divisores de un digito:
¢ RamesEninee y eplisnte e Usando estrategias para dividir con o
d]Y|5|on como (epar‘aaon y agrupa- sin material concreto.
cion en partes iguales con material e Utilizando la relacién que existe entre

concreto y pictérico. 2 divisia | ltiplicacic
e Creando y resolviendo problemas a divisiony la multiplicacion.

en contextos que incluyan larepar- ® Estimando el cociente.

ticion y la agrupacion. e Aplicando la estrategia por descompo-
e Expresando la divisién como una sicion del dividendo.
sustraccion repetida. e Aplicando el algoritmo de la division.

e Describiendo y aplicando la rela-
cién inversa entre la division y la
multiplicacion.

e Aplicando los resultados de las
divisiones en el contexto de las
tablas hasta 10x10, sin realizar
célculos.

A partir del andlisis de los objetivos de aprendizaje para la divisién en primer ciclo
se puede sintetizar que el aprendizaje de la division se compone de dos aspectos
fundamentales: el significado de las operaciones y el dominio del calculo. Para
comprender el significado de la divisién, es necesario reconocer las distintas
situaciones o fendmenos en que se aplica dicha operacion.



RELACION ENTRE LA MULTIPLICACION Y DIVISION

Isoda y Estrella (2020c) proponen para segundo aifio basico la multiplicacién como
una operacién que permite calcular el total cuando hay el mismo niimero de objetos
por grupo y se conoce la cantidad de grupos. Por ejemplo, 3 platos con 4 papayas
cada uno, segun se representa en la Figura 1.

Figura 1. Ejemplo de multiplicacion (adaptado de Isoda y

Estrella, 2020a, p. 56).

En consecuencia, al dividir se estd buscando uno de los factores de la multiplicacion,
de esta manera se interpreta la divisién como una operacién matematica que
permite calcular:

a. Cuantos elementos hay en cada grupo cuando se conoce el nimero total y la
cantidad de grupos. Esto es, 12 papayas repartidas en 3 platos resultando 4
papayas por platos, se representa 12:3 = 4.

b. Cuantos grupos se pueden formar cuando se conoce el nimero total y la cantidad
de elementos por grupos. Esto es, 12 papayas agrupadas de a 4 papayas por
plato hacen un total de 3 platos, se representa 12:4= 3.

Es esencial que los problemas matematicos propuestos en la ensefianza consideren
el doble papel del divisor que se puede representar en la division partitiva o division
medida, respectivamente. Esto es el nimero de grupos en que se divide el dividendo
o numero de elementos de cada grupo.

Cuando nos planteamos la pregunta:

¢Cuantas veces cabe el divisor en el dividendo?, implica restar sucesivamente el
divisor al dividendo, hasta que el resultado sea cero o un nimero menor que el
divisor. En el ejemplo de las papayas podemos considerar 12 papayas repartidas en
3 platos, que se representa 12:3. Para ello, restamos repetidamente al dividendo el
divisor, esto es:

12-3=9
9-3=6
6-3=3
3-3=0
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La resta se realiza 4 veces hasta llegar a O, por tanto 12:3=4. Algunos modelos que
se proponen para estudiar la division son modelos lineales, entre ellos el uso de la
semirrecta numérica (Figura 2). Esta representacion se puede interpretar contando
hacia atras desde el dividendo, y seguin la cantidad que indique el divisor. El niUmero
de pasos dados es el cociente.

En este sentido, la division 12:3 consiste en restar 3 de 12 de manera sucesiva hasta
llegar a O, el cociente es 4 (nimero de veces que realizamos la sustraccion).

Figura 2. Modelo lineal, semirrecta numérica

También podemos sumar reiteradamente el divisor hasta acercarse lo mas posible al
dividendo sin pasarse.

0+3=3
3+3=6
6+3=9
9+3=12

Entonces sumamos 3, cuatro veces para obtener 12, se tiene 12:3=4.

También, la divisidn se presenta como la multiplicacién del dividendo y reciproco o
inverso multiplicativo del divisor. Al dividir dos nimeros naturales D y d (con Dzd)
y resto nulo, resolver una divisién se traduce en buscar uno de los factores de la
multiplicacién.

En el ejemplo de las papayas, de manera inversa se reparten las 12 papayas en tres
platos, obteniendo 4 papayas por plato (Figura 3).

Figura 3. La division y multiplicacién como operaciones inversas.




De lo anterior, podemos indicar que la division exacta en N se define como
la operacién inversa de la multiplicacién, en que D = dxc o bien D: d = ¢, con D
dividendo, d divisor y c cociente. Y al repartir equitativamente o al agrupar en partes
iguales, pueden quedar elementos sin repartir o agrupar, esa cantidad que sobra se
denomina resto (r) de la division.

Cuando no existe un numero natural que, multiplicado por el divisor dé el
dividendo, la division se llama inexacta. Se denomina (c) al mayor nimero natural
que multiplicado por el divisor puede ser restado del dividendo. Se llama resto (r) a
la diferencia entre el dividendo y el producto del divisor por el cociente: r = D - dxc,
obienD =dxc+r,con0O=sr<d.

PROPUESTA DE UN PROBLEMA ABIERTO PARA UNA
CLASE EN CUARTO ANO BASICO

ENFOQUE DE RESOLUCION DE PROBLEMA JAPONES

En coherencia con la definicién propuesta para un problema por el curriculo nacional,
el enfoque de resolucion de problemas japonés lo define como “aquel que pone
al alumno en una situacién nueva, ante la cual no dispone de un procedimiento
inmediato para su resolucién” (Isoda y Olfos, 2009, p.99). Desde esta perspectiva
una clase gira en relacion al desarrollo de un Unico problema, el problema de la clase.
Los autores declaran que un problema por naturaleza es abierto; es decir, que
los estudiantes no disponen de procedimientos estidndares para solucionarlo
directamente, o bien, el problema tiene varias soluciones. Distinguen caracteristicas
de un buen problema para una clase, estas son:

e Es accesible a la diversidad de estudiantes, por ende, admite varios enfoques
para su resolucién.

e Es consistente con el objetivo de la clase.

e Permite al alumno alcanzar un conocimiento nuevo al poner en juego los ya
adquiridos.

e Desarrolla habilidades genéricas propias del quehacer en matematicas,
como pensamiento inductivo, modelacion, formulacion, representacion,
argumentacion y validacién.

Por otra parte, para gestionar una clase basada en la resolucién de problemas, se
proponen cuatro etapas, que se caracterizan por los roles que ejercen los estudiantes
y los docentes. A continuacién, se describen los principales momentos de la clase
asociados a este enfoque:
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a. Presentacion de un problema, contempla la lectura atenta y la comprensién
de la situacién planteada. El estudiante aclara su comprension de la situaciéon
problema atendiendo a las indicaciones del docente y discutiendo con sus
companeros.

b. Solucionan problemas por si mismos, los estudiantes piensany trabajan buscando
sus propias soluciones al problema. El profesor recorre el aula investigando cémo
piensan los estudiantes en la resolucion del problema, y, ademas, proveyendo
comentarios, orientaciones y sugerencias a aquellos estudiantes que no pueden
encontrar maneras de abordar el problema.

c. Discusion de toda la clase, por ejemplo 3 a 5 estudiantes que han resuelto el
problema de maneras diferentes, explican su solucién al curso. Tras escuchar
las explicaciones, los estudiantes comparten sus ideas y opiniones acerca de las
cualidades, ventajas y desventajas de los distintos aspectos de las soluciones,
identificando similitudes y diferencias.

d. Recapitulacién e integracion: El profesor, junto con los estudiantes, resumen los
puntos clave que emergen en la clase, consolidando las ideas y aplicandolas a
tareas similares al problema de la clase.

CAPITULO IV

EL PROBLEMA “EL JUEGO DE LAS ESTACIONES DE COLORES”

Se plantea un problema abierto en el sentido de Isoda y Olfos (2009), presentando
variadas estrategias de resolucion entre ellas: estrategias de conteo y multiplicativas.
Ademas, es accesible a la diversidad de estudiantes promoviendo habilidades
como representacion,

argumentacion y

comunicacion.

El problema “El juego de las
estaciones de colores” esta
disefando para una clase de
divisiones con dos digitos
en el dividendo y un digito
en el divisor, sin desconocer
que los estudiantes pueden
acudir a otras estrategias
para dar solucién a la
situacién descrita, segin se
ilustra en la Figura 4.

Figura 4. El juego de las estaciones de colores (Taller 11, Programa

Sumo Primero en Terreno, 2020).
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El problema anterior se orienta a otorgar un significado al resto de la division,
asimismo las preguntas estan orientadas a relacionar la cantidad de saltos de Pedro
con uno de los cuatro colores de las estaciones, esto es: rojo, amarillo, verde o azul.

ANALISIS A PRIORI DEL PROBLEMA

El andlisis contempla las posibles estrategias que pueden emerger en los estudiantes
a partirde la situacién dada. Es presumible que los estudiantes acudan al “conteo uno
a uno” como una primera estrategia. Ademas, se espera que a medida que aumente
el nimero de saltos, los estudiantes puedan prescindir de estrategias de conteo y
establecer ciertas relaciones entre las estaciones de colores y el nimero de saltos
gue permitan elaborar estrategias multiplicativas. Por ejemplo, pueden “asociar los
multiplos de 4 con la estacion roja” y a partir de esa estacién como referente contar
una cierta cantidad de saltos (0,1,2,3) hacia adelante o hacia atras segun sea el caso.

Es posible, que los estudiantes, puedan construir estrategias mas generales, como,
por ejemplo: asociar a cada estaciéon de color, una secuencia numérica.

Roja:0, 4, 8, 12, 16, 20...; Amarilla:1, 5, 9, 13, 17, 21..,;
Verde:2, 6, 10, 14, 18, 22...; y Azul:3, 7, 11, 15, 19, 23....

Asimismo, el problema planteado se puede abordar usando divisiones entre el
nlmero de saltos y la cantidad de estaciones (4), resultando como cociente el nimero
de vueltas completas y como resto los saltos adicionales desde la estacidon roja.
De esta manera, se puede asociar a cada estacién de color un resto de la divisién:
Roja—resto O; Amarilla =resto 1; Verde—resto 2; y Azul-resto 3.

A continuacién, se ejemplifica con el salto 26 y salto 91. Para determinar en qué
estacion se encuentra Pedro en el salto 26, se organizan los argumentos en la Tabla 2.

Tabla 2. Estrategias para el salto 26

Conteo uno a uno Estrategias multiplicativas
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Las tres posibles estrategias dan solucién al problema, surgiendo: el conteo uno
a uno, y estrategias multiplicativas, a través de la busqueda de multiplos de 4
cercanos a 26 (mayores o menores). La resolucion del problema se complementa
con representaciones pictéricas y simbdlicas.

Para 91 saltos. Es probable que los estudiantes utilicen estrategias multiplicativas,
en forma analoga, a E2 y E3 descritas en la tabla anterior. Para E2, buscar un multiplo
de 4, cercano y menor a 91, en este caso 88 y desde alli contar tres saltos mas hasta
llegar a estacion azul. De manera simbdlica, 4x22 + 3 = 91. Para E3, Buscar un
multiplo de 4, cercano y mayor a 91, en este caso 92 y desde alli contar hacia atras
un salto hasta llegar a la estacién azul. De manera simbdlica, 4x2 - 1 = 91.

Por otra parte, es posible que se pueda incorporar una estrategia haciendo uso del
concepto de division, planteando la divisién 91:4, en que el dividendo (91) indica
en numeros de saltos de Pedro y el divisor (4) se refiere al nimero de estaciones. Al
resolver la division, se obtiene como cociente el nimero 22, que indica el nimero
de vueltas completas que da Pedro. Y el resto es 3, se interpreta como el nimero de
saltos que da Pedro a partir de la estacion roja, por lo tanto, Pedro en 3 saltos mas
estd en la estacién azul. A partir de estos argumentos, se puede generalizar que cada
resto tiene asociada una estacién de color como se ilustra en la Figura 5.

De esta manera, se puede dar significado al resto en el contexto del problema “El
juego de las estaciones de colores”.

Figura 5. Correspondencia entre cada estacion de color y el resto.

Orientaciones para la gestion del problema en el aula
La implementacion del problema “El juego de las estaciones de colores” se puede
estructurar como sigue:

1. Enelmomento de presentaciéony comprensiénindividual del problema, se espera
que los estudiantes entiendan sus instrucciones, a través de la interaccion con el
docente y sus companeros. Se sugiere que el docente pueda simular el juego, a



modo de ejemplo con un estudiante, por ejemplo, saltando en las 4 estaciones
de colores (roja, amarilla, verde y azul) representadas por circulos de cartulina
dispuestos en el suelo o simuladas en un material digital, de esta manera, se
podrian clarificar instrucciones asociadas al sentido de los saltos de Pedro
(sentido antihorario) y el punto de partida (la estacion roja). Tiempo estimado:
10 minutos.

2. Parael segundo momento en que solucionan problemas por si mismos. Mientras
los estudiantes resuelven el problema, el docente recorre el aula presencial o
virtual, guiando el trabajo e interviniendo cuando sea oportuno. Es posible que
en esta instancia puedan surgir algunas ideas, que requieren de devolucién® (en
el sentido de Brousseau, 1998) por parte del docente. Por ejemplo: En el caso
de que concluyan al completar la tabla “si el nUmero de saltos es par, siempre
gueda en color rojo o verde”. Se puede orientar a establecer conclusiones mas
especificas, haciendo preguntas como ;El salto 28 corresponde a color rojo
o verde?, ;El salto 30 corresponde a color rojo o verde?, entre otras. Tiempo
estimado: 15 minutos.

3. Luego se propone el momento de discusion de toda la clase. Se sugiere
seleccionar 3 a 5 estudiantes que hayan resuelto el problema de manera distinta
y lo puedan presentar al curso. Los estudiantes realizan discusion sobre ventajas
y desventajas de cada una de ellas. Por ejemplo, podrian concluir: “que contar
de uno en uno es mas dificil cuando los nimeros son mas grandes”, “es mas facil
relacionar los nimeros de la tabla de 4 con la estacién roja y ver cuantos sobran”
entre otros argumentos. Tiempo estimado: 10 minutos.

4. Finalmente, el docente integra los conocimientos de la clase en funcién del
objetivo. En el contexto del problema, es oportuno presentar el objetivo genérico
y especificar detalles al finalizar la sesién. Se sugiere explicitar el problema y sus
estrategias en la pizarra o material de apoyo, en que se resuman los puntos
claves que han emergido en la clase.

AL OTNLIdVD

El docente resume lo aprendido, sobre el significado del resto de una divisién en la
situacion descrita. Para consolidar los aprendizajes se sugiere mostrar su aplicaciéon
en situaciones similares, por ejemplo: Si hoy es jueves, ;Qué dia de la semana serd en
93 dias mas? (Tzcovich y Broitman, 2001). Extendiendo el problema, a una situacion
en que el ciclo es de 7 dias y el resto puede tomar valores desde O a 6, como se
ilustra en la Figura 6.

12 Acto por el cual el ensefante hace aceptar a los estudiantes la responsabilidad de una situacién de aprendizaje
o de un problema y acepta él mismo las consecuencias de esta transferencia.
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Figura 6. Ciclo de 7 dias, partiendo del dia jueves.

Es esperable que los estudiantes puedan encontrar la solucién a la situacién dada
resolviendo la division 93:7, obteniendo cociente 13 y resto 2. interpretando que en
93 dias mas han transcurrido 13 semanas y 2 dias a partir del jueves, por lo tanto,
sera sabado.

TIPOS DE PROBLEMAS QUE SE PUEDEN RESOLVER
USANDO DIVISIONES

Castro y Ruiz (2011) distinguen que la division de nimeros naturales puede ser
considerada como una operacién en si misma, que se aplica para resolver distintos
problemas, entre ellos, los de repartos equitativos.

Distintos investigadores (Castro y Ruiz, 2011; Ivars y Fernadndez, 2016) han
documentado la caracterizacion de problemas multiplicativos propuestos desde la
perspectiva de la Teoria de Campos Conceptuales (Vergnaud, 1997), dando cuenta
de sus fortalezas para la ensefianza de la division.

A continuacién, se presentan diferentes tipos de problemas que se pueden abordar
en la ensenanza de la divisién, se complementa con ejemplos de tareas matematicas
situadas curricularmente, estrategias para su resolucién y orientaciones didacticas.

1. PROBLEMAS DE ISOMORFISMO DE LA MEDIDA

Estos presentan una proporcion entre dos espacios de medidas. Para la ensefianza
de la divisién se distinguen los problemas de divisidon partitiva y division medida o
cuotitiva.

a. Division partitiva, la incognita esta dada por el cociente (nimero de elementos
por grupo) que se obtiene a partir de otra cantidad del mismo tipo (nimero total
de elementos) llamada dividendo que se reparte entre la cantidad de distinto
tipo (nimero de grupos) que hace el papel de divisor (Castro y Ruiz, 2011).



EJEMPLO DE TAREA MATEMATICA
El problema de la Figura 7
propone una particiéon equitativa

y tiene el sentido de reparto,
estas ideas se resumen en la frase

del enunciado “quieren repartirlas

en cantidades iguales”.
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En la situacién se relacionan
cantidad de nifios(as) y cantidad
de papayas. La incdognita
corresponde al numero de Estrella, 2020b, p. 46).
papayas por grupos: 12:4=3.

Figura 7. Problema de divisién partitiva (Isoda y

ESTRATEGIA DE REPARTICION EN GRUPOS IGUALES

Castro, Rico y Castro (1987) identifican la estrategia de “repartir en grupos
iguales” como el modelo mas usual para la division. En el contexto del problema
se explica el modelo de “repartir en grupos iguales” (Figura 4). Para la divisién 12:4
se tiene un conjunto de 12 elementos (papayas) y se reparten en 4 subconjuntos
(niflos a recibir papayas).

Hay que repartir los elementos iniciales en partes iguales entre los cuatro
subconjuntos, donde corresponde a cada parte es el cociente (3 papayas).

Concluyendo, la division partitiva permite calcular cuantos elementos hay en

cada grupo, cuando se conoce el nimero total de elementos y la cantidad de
grupos, como se representa en la Figura 8.

Figura 8. Modelo de reparto de la division 12:4
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b. Divisién medida o cuotitiva

El cociente corresponde al nimero de grupos conociendo el dividendo (nimero
total de elementos) y el divisor (nimero de elementos por grupo). En este proceso
se descompone el dividendo en partes de igual tamafno vy, en principio se conoce el
tamanfo de sus partes, pero no su nimero (Castro y Ruiz, 2011).

EJEMPLO DE TAREA MATEMATICA

En la tarea de la Figura 9 se relacionan cantidad de nifios y cantidad de papayas.
La incognita es la cantidad de nifios que reciben 3 papayas cada uno.

Figura 9. Problema de division medida (Adaptado de Isoda y

Estrella, 2020b, p. 46).

ESTRATEGIAS DE AGRUPACION

Castro, Rico y Castro (1987) determinan
que la idea de reparto equitativo también
se puede expresar a través de un modelo
de agrupacion (Figura 10). En el contexto
de la tarea matematica, sobre un conjunto
de 12 elementos (papayas), se generan
subconjuntos de 3 elementos (papayas

por grupos) hasta que todos queden Figura 10. Modelo de agrupacién 12:4

distribuidos.

En este caso el divisor es la cantidad que le corresponde a cada parte (3 papayas),
y el cociente el nimero de partes o grupos (4 nifios).

También se considera la estrategia de sustraccion repetida que se indicé al
inicio del capitulo. Concluyendo, la division medida o cuotitiva permite calcular
cuantos grupos se pueden formar cuando se conoce el nimero total y la cantidad
de elementos por grupos.



2. PROBLEMAS CON UN ESPACIO UNICO DE MEDIDAS

Aparecen dos cantidades (referente y comparado) de una Unica magnitud o espacio
de medidas que se ven afectadas por un escalar. Castro y Ruiz, 2011 definen
una comparacion multiplicativa entre dos cantidades, como aquella que permite
establecer el nimero de veces que una cantidad es mayor o menor que la otra. Al
numero de veces se le denomina escalar, como se ilustra en la Figura 12.
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Figura 12. Comparacion multiplicativa

de disminucién.

EJEMPLO DE PROBLEMA MATEMATICO

El problema “Andrea y Mateo coleccionan estampillas”. Andrea tiene 5 veces
menos que Mateo. Si Mateo tiene 60 estampillas. ;Cuantas estampillas tiene
Andrea?” (Adaptado de Castro y Ruiz, 2011, p.110). En esta tarea planteada hay
dos cantidades (nimero de estampillas de Andrea y nimero de estampillas de
Mateo) de un mismo espacio de medida (cantidad de estampillas). Entre ellas
hay una comparacién multiplicativa de disminucion, en que el referente es la
cantidad de estampillas de Mateo y el comparado es la cantidad de estampillas
de Andrea.

Como observacion, en este tipo de problemas la incégnita puede ser también
el escalar. Por ejemplo, en el problema siguiente “Andrea y Mateo coleccionan
estampillas. Mateo tiene 60 estampillas y Andrea tiene 12 estampillas ;Cuantas
veces menos estampillas tiene Andrea que Mateo?”

ESTRATEGIA DE TABLAS DE MULTIPLICAR

Para resolver una division se pueden utilizar las tablas de multiplicar. En general,
atendiendo a la pregunta ;Qué numero multiplicado por el divisor es igual al
dividendo?, de manera de obtener el cociente.
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La respuesta de 60:5 es el nimero 12 que cumple la igualdad 12x5=60. Se puede
verificar la respuesta buscando en la tabla de multiplicar de 5.

10x5 =50
11x5 =55
12x5 = 60

Obteniendo como respuesta que Andrea tiene 12 estampillas.

3. PROBLEMAS DE PRODUCTO DE MEDIDA

Problema cuya estructura consiste en la composicién cartesiana de dos espacios
de medidas M1y M2 y un tercero, M3. En los problemas de divisiéon se conoce
la medida producto M3y una de las dos medidas iniciales (M1 o M2) y se busca
la otra medida (M1 o M2).

EJEMPLO DE TAREA MATEMATICA

El siguiente problema matematico “La empresa del comedor escolar ofrece 20
menus diferentes formados por un primer y un segundo plato. Si la empresa
cocina 5 primeros platos distintos, ;Cual es la menor cantidad de segundos platos
para que los menus sean diferentes?” (Ivars y Fernandez, 2016, p.13), la medida
producto corresponde a los menus diferentes (20), mientras que una de las
medidas iniciales es el nimero de primeros platos (5) y la incégnita corresponde
al nimero de segundos platos.

ESTRATEGIA USANDO DIAGRAMA DE ARBOL

Castro, Rico y Castro (1987) indican que los modelos combinatorios que
usualmente se utilizan para multiplicaciones, como el diagrama de arbol, también
se puede utilizar en el sentido contrario para la divisién, esto es, agrupar el total
de terminales (dividendo) seguin indique el divisor y el cociente estd dado por el
numero de agrupamientos distintos que se obtienen.

Para la division 20:5, el dividendo esta representado por 20 terminales, el divisor
(5) es el nimero que indica la cantidad de elementos de los grupos a formary el
cociente (4) es el nimero de grupos.

Para formar el diagrama se representan de forma vertical las 20 terminales, estas
se agrupan de 5 en 5, las ramas que se originan en las terminales se cierran en 4
puntos, originando 4 nuevas ramas que a la vez se cierran un punto, tal como se
presenta en la Figura 12.



Se concluye que hay 4 opciones de segundos
platos para formar los 20 menus diferentes.

O

>

=

z o = —

En este apartado y con el propésito de dar - - ~ <
cobertura a las estrategias propuestas en el - - g

curriculo, se asocia una de ellas con un tipo _
de problema, sin embargo, esto no implica .
necesariamente que las estrategias elegidas .
sean propias de ese tipo de problemas. En -
algunos casos son transversales a las distintas '

situaciones, como cuando se utiliza la tabla de

multiplicar y en otros casos hay estrategias que estan ligadas al contexto de la
situacion, por ejemplo, en la siguiente tarea “La familia de Mateo dispone de
30 huevos para la semana, si consumen 6 huevos diarios ;Para cuantos dias

les alcanzan los huevos?” siendo un problema para trabajar la estrategia de la
sustraccion sucesiva.

SUGERENCIAS PARA ABORDAR ERRORES EN EL
APRENDIZAJE DEL ALGORITMO DE LA DIVISION

La Agencia de la Calidad de la Educacién en el documento Aprendiendo de los
Errores® reporta que los errores en el aprendizaje de la divisién de nimeros naturales
estan principalmente asociados al uso del algoritmo estandar, sobre la resolucién
de la division. Por ejemplo, en la operacién 84:2 se sefiala que “uno de cada cinco
estudiantes de 4° basico procederia a dividir la cifra con mayor valor posicional del
dividendo por el divisor y a completar el cociente copiando las cifras restantes del
dividendo” (2019, p. 20), segun se ilustra en la Figura 14.

Figura 13. Resolucidn de la division 84:2. (Agencia de la calidad de la

educacion, 2019, p. 20).

13 Puede consultar el documento en el siguiente enlace: https:/bibliotecadigital.mineduc.cl/bitstream/
handle/20.500.12365/4490/Aprendiendo_de_los_errores_4_basico_Final.pdf?sequence=1&isAllowed=
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Castroy Ruiz (2011) distinguen tres razones por las cuales el algoritmo de la division
es mas dificil de aprender que el de las otras operaciones basicas, estas son:

a. Serequiere conocimientos de la division, multiplicacion y sustraccion.

b. Al contrario de las otras operaciones (adicion, sustraccion y multiplicacion), se
realiza de izquierda a derecha.

c. Implica cierta capacidad de estimacién y aplicar la estrategia de ensayo y error.

Laruta de ensefanza para las divisiones en los programas oficiales previo al algoritmo
estandar propone la comprensiéon del concepto a través de variadas estrategias
(reparticion, agrupacion, sustraccion sucesiva, estimacion, entre otras), tanto en
tercero como en cuarto afo basico. De igual manera, es importante potenciar las
estrategias de cdlculo mental, como, por ejemplo: descomposiciones del dividendo
(aditivas o multiplicativas).

En cuarto ano basico, es imprescindible que los estudiantes consoliden estrategias
para la division como: estimacidon del cociente y descomposicion aditiva del
dividendo, de esta forma se puede adquirir con significado el algoritmo de la division.
Empleando estrategias de cdlculo mental como sumas dobles, compensacion,
multiplos de 10, entre otras, para ir automatizando operaciones basicas.

A continuacién, se entregan sugerencias para abordar el aprendizaje del algoritmo de
la division a través de tareas contextualizadas y haciendo uso de representaciones
concretas, pictdricas y simbdlicas.

La estrategia “estimar el cociente” fomenta la capacidad de estimar a través del
ensayo y error en los estudiantes, que es un elemento clave en la resolucion del
algoritmo. En ella se aproxima por redondeo el dividendo y luego se resuelve la
division. Por ejemplo, para dividir 56:2, el nimero 56 se redondea a 60y se resuelve
la divisién 60:2=30, entonces 56:2 es aproximadamente 30.

Por otra parte, en la estrategia de “descomponer aditivamente el dividendo”, los
sumandos de la descomposicién propuestos deben ser multiplos del divisor. Se
ejemplificara con la siguiente tarea matematica (ver Figura 14).

Figura 14. Problema de Division (Isoda y Estrella, 2020c, p. 29).



Para la divisién 72: 3. Hay distintas maneras para descomponer aditivamente el 72,
por ejemplo, 70 + 2; 69 + 3; 60 +12; 50 + 22, entre otras. Se propone elegir una

alternativa donde los dos términos de la adicién sean multiplos de 3 y en algunos Q
casos se busca una descomposicion en decenas y unidades que facilite el calculo g
numérico. Una opcion seria: 5
72:3=60+12:3 -
=60:3+12:3
=20+4
=24

Como observacion, la estrategia de descomposicién aditiva canénica no siempre se
utiliza, depende del divisor. En cambio, para el algoritmo de la divisiéon independiente
del divisor se utiliza la descomposicion aditiva candnica del dividendo.

EL ALGORITMO DE LA DIVISION

Se puede dar sentido y justificacién al algoritmo de la division diciendo que
“repartimos las unidades de mayor orden, las centenas, después las decenas y
por ultimo las unidades. Si en alglin de estos repartos queda algin resto se le
afaden las unidades de su mismo orden presente en el nimero” (Castro y Ruiz,
2011, p. 116).

Las siguientes actividades que se
presentan en la Figura 15 se adhieren
a las ideas descritas anteriormente. En
ella se presentan 3 pasos de resolucion
para la situacion de repartir 72 aceitunas
(agrupadas en frascos de 10 aceitunas) en

tres ninos. Empleando sus representaciones
icdnica, con cantidades discretas para
realizar el reparto equitativo.

Es fundamental que la presentacion

del algoritmo de la divisidon se apoye de

diversas representaciones, como concretas,

pictéricas y simbdlicas. El proceso se puede

ilustrar con el uso de bloques multibase,

en el cual se utilizan los cubos (unidades) Figura 15. Tarea de reparto (Isoda y Estrella,
y las barras de 10 unidades (decenas). 2020c, p. 29).

Por ejemplo, para calcular 72:3 se puede

orientar el siguiente proceso.
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e Representar el dividendo 72; es decir, 7 decenas y 2 unidades.

CAPITULO IV

e Realizar la divisién entre la unidad de mayor orden vy el divisor. En este caso las
decenas. Representar la divisiéon 7:3= 2, resto 1.

e Desagrupar la decena sobrante en 10 unidades.

e Agrupar las 10 unidades con las 2 unidades restantes, total 12 unidades.

e Repartir las unidades 12: 3= 4, resto 0.
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Resultando, 2 decenas (2D) y 4 unidades (4U) en el cociente, formando el nimero
24 unidades o 24. Como una version resumida de lo anterior se presenta los pasos

del algoritmo del algoritmo de la division. %
=
D U D U D U =
e emmmreepemreea  emmaeacemmemmereea emmaaeeamemmerena O
:_7_:_2_:_:_:__:_=_:_’:__:_2_:_:_:_3_:_=_:__: 1712, :031=12, =
e b el T
1 1 2
D U D U D U
171213i31=1214} 17121:131=12/4}] 17121:i31=124}
X T S S T T A T R R
[ R (Y [N DU PR [ T (U [N DI TP [ N (Y [N DI PR
11:2: 11:2; 11:2;
1112; 11:12;
0

REFLEXIONES FINALES

El aprendizaje de las operaciones se desglosa en dos aspectos: los significados y
el dominio de los procedimientos de célculos. En la ensefanza de las estructuras
multiplicativas se evidencia una introduccién exclusiva de la multiplicacién como
suma iterada vy la division a través del reparto equitativo, lo que podria ocasionar un
significado parcial de las operaciones.

En este sentido, la variedad de problemas propuestos es una invitacion al docente a
incorporar otras tareas matematicas que permitan el trabajo con diversos significados
de la divisién, entre ellos: problemas de producto de medidas, problemas con Unico
espacio de medida, problemas que dan significado al resto, entre otros. Ademas,
este capitulo desarrolla las capacidades de anélisis didactico, secuenciando tareas
matematicas, analizando las posibles respuestas y representaciones, asi como
su gestién y la importancia del empleo de recursos manipulativos, entre otros,
situaciones que apoyan la reflexion docente.

Ivars y Fernandez (2016) dan cuenta que la incorporacién del algoritmo en la
resolucién de problemas multiplicativos conlleva a la disminucién del uso de otras
estrategias correctas, pero no entrega una mejora en la comprensiéon de estos
problemas, por lo tanto, se propone un tratamiento que privilegie el transito entre
las representaciones concretas, pictéricas y simbdlicas para introducir el algoritmo
de la divisién.
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La resoluciéon de problemas es la habilidad principal en la ensefianza de la
Matematica. En busca de fortalecer dicha habilidad, el enfoque sugerido
proporciona herramientas al docente en la seleccién de un problema adecuado y
orientaciones para la implementaciéon de una clase basada en la resoluciéon de un
problema central. De esta manera, se entrega protagonismo al estudiante dando
la oportunidad de generar sus propias estrategias y potenciar habilidades como el
uso de diversas representaciones, fortaleciendo la argumentacion y comunicacion
principalmente en las etapas de discusion e integracion. Asimismo, estas vivencias
dotan de significado a la division.
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INTRODUCCION

El presente capitulo esta enfocado en profundizar estrategias didacticas especificas
para la ensefanza y el aprendizaje de la geometria en el Primer Ciclo de Educacién
Basica. La concepcion que se tiene de esta area de la matematica ha evolucionado
a través de los anos y esto ha influenciado y afectado en la manera en como se
ensena actualmente. El término geometria, desde su etimologia, significa “medida
de la tierra”, este tenia una finalidad practica, considerando que los egipcios hacian
uso de ella, con foco en la medida, para volver a delimitar sus terrenos tras las
inundaciones del Nilo. Desde la mirada de los griegos, se orienta al estudio de
las formas geométricas, la identificacion de sus componentes, sus relaciones y
propiedades, enfatizando en el reconocimiento, identificaciéon y descripcion de las
formas.

A partir de lo antes expuesto, se advierte que esta area tenia inicialmente finalidad
instrumental. Sin embargo, desde el estudio de la ensefanza y el aprendizaje
de la geometria, es claro que su tratamiento es mucho mas global. Al respecto,
Gonseth (1945-1952) sefnala que la dialéctica* de la geometria se apoya en tres
pilares fundamentales: la intuicion, la experiencia y la deduccidn, estos tres pilares
ayudan a comprender la relacion con el espacio y el mundo sensible. La intuiciény la

14 Seguln la RAE, dialéctica es una técnica de discusién y debate que intenta descubrir la verdad mediante la
confrontacion de argumentos contrarios entre si.



experiencia constituyen un polo empirico de la Geometria y la deduccién participa
del polo tedrico.

La intuicion emerge desde nuestras sensaciones, y ayuda a estructurar el
pensamiento a partir de la evidencia. Puede caracterizarse como una toma de
contacto inmediata, directa y concreta. Pero en este contacto directo realiza al
mismo tiempo la comprensién mas intima con su objeto, lo captura en su esencia
y en su singularidad. A través de la intuicién, el sujeto puede reconstruir el mundo
gue le rodea, y a través de la experiencia puede desarrollar habilidades cognitivas de
orden superior (Houdement y Kuzniak, 1999).

La experiencia permite acercar el aprendizaje de la geometria a quien la estudia,
quedando préoxima de la accion y de cierta realidad fisica. La naturaleza de la
experiencia geométrica va a depender del tipo de objetos sobre los cuales se ejercita:
concretos, virtuales y mentales. Asi, en el primer caso, hacer una experiencia en
geometria consistira en verificar propiedades haciendo uso de materiales concretos.
Por ejemplo, para mostrar que la suma de los angulos interiores de un tridngulo es
un angulo extendido, se pueden realizar dobleces, recortes o construcciones con
regla y compas. Otro tipo de experiencia corresponde a las posibilidades ofrecidas
por la informatica haciendo uso de softwares como el GeoGebra, Cabri-geométrico,
entre otros. Una tercera forma de experiencia puede ser mental, ella consiste en
poner en accién mentalmente desplazamientos, rotaciones y simetrias, ampliacién
y reduccién de figuras, recortes, entre otros, sin efectuarlos realmente (Houdement
y Kuzniak, 1999).
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La deducciéon permite alcanzar nuevas informaciones a partir de las ya adquiridas,
sin recurrir a la manipulacién o a otro recurso exterior. La deduccién reorganiza los
aportes de la experiencia y la intuicién, para formular conjeturas que son expresadas
de manera oral o escrita.

En educacion basica, y en primer ciclo particularmente, la experimentacion a
través de la manipulacion de objetos es fundamental para generar en nifos y nifias
el desarrollo del polo deductivo. Es importante enfatizar que la experimentacién
en si misma no tributa al desarrollo de este polo. No obstante, si se articula esta
manipulacién con tareas matematicas adecuadas y una correcta gestion por parte
del docente, con devoluciones efectivas, se podra desarrollar progresivamente el
polo deductivo.

Houdement y Kuzniak (1999), dan cuenta de la coexistencia de tres tipos de
geometria: Geometria | (Gl) la geometria natural, es decir, la que considera los objetos
fisicos; Geometria Il (Gll), geometria axiomatica natural, en donde las propiedades
adquieren un rol importante; en esta geometria tiene relevancia la explicacion de las
acciones efectuadas, y Geometria Il (Glll) o la geometria axiomatica formalista; en
esta geometria es la demostracién es el Unico medio valido para probar conjeturas.
Por tanto, se independiza de la realidad y no esta presente en el curriculum actual
de la educacién basica chilena.

El tipo de geometria que curricularmente se estudia en el primer ciclo basico es
la geometria natural (Gl), en que la fuente de validacion es la realidad y el mundo
sensible. En ella, se ponen en juego los tres pilares descritos anteriormente, intuicién,
experiencia y deducciéon. No obstante, esta Ultima se trabaja fundamentalmente
sobre objetos materiales, con la ayuda de la percepciény la experiencia, apoyandose
en el uso de artefactos de origen geométrico como no geométrico y también de
tipo tecnoldgico: regla, escuadra, transportador, compas, lanas, bombillas, bloques,
geoplanos, tangramas, software, entre otros. La Gl estd orientada a la comprensién
del funcionamiento de las interacciones de estos tres pilares, que consideran a la
experiencia como medio de validacién de sus hallazgos al enfrentarse a resolver
tareas matematicas. Por tanto, considerar a la experiencia como actividad central, es
un factor preponderante al organizar secuencias de tareas geométricas adecuadas a
su ensefanza y su aprendizaje en educacién basica.

Duval (2005) sefala que: “de todas las areas de la matematica, es la geometria la

que requiere la actividad cognitiva mas completa, ya que apela al gesto, al lenguaje
15 Los artefactos son objetos digitales o no digitales que permiten resolver tareas matematicas. Es un medio
didactico que a través de una adecuada gestidon permite constatar y comprender las propiedades matematicas en
estudio.




y a la mirada. Alli es necesario construir, razonar y ver, indisociablemente"”” (p.6).
Siguiendo al mismo autor, el proceso de deconstruccion: de los objetos matematicos
es lo que lleva al razonamiento.

La Geometria que se estudia en el Primer Ciclo de Educacién Bésica focaliza su
atencién en las formas geométricas, estas pueden ser de distintas dimensiones: 3D,
son formas de tres dimensiones (poliedros y cuerpos redondos); 2D, formas de dos
dimensiones (poligonos, circunferencias y circulos) 1D, formas de una dimension
(rectas, segmentos, semirrectas y rayos) y OD formas de cero dimensiones (los
puntos). La manera en que se va transitando sobre las distintas dimensiones en
este ciclo, es a partir de la construccion y deconstruccién de las formas 3D, que
en este caso se aborda a partir del trabajo con los cuerpos geométricos. Construir
en este nivel estd relacionado con tareas geométricas relativas a armar usando
material concreto como son las bombillas o palos de maqueta unidos con plasticina
(o plastilina), para asemejar los vértices de un cuerpo geométrico, bombillas®
conectadas internamente con lanas, formas 2D en que sus bordes estén imantados
para que al combinarlos logren construir formas 3D, entre otras. O bien, empleando
moldes o plantillas, por ejemplo, entregando a los estudiantes la red que arma un
determinado cuerpo, o bien, dandoles una parte y solicitando que completen lo que
falta para generar su construccién. También, pidiendo que calquen o estampen cada
una de las caras de una forma 3D de manera que al combinarlas generen un cuerpo
geomeétrico solicitado.
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Al observar el mundo real, se encuentran ejemplificaciones concretas de los objetos
ideales que estudia la Geometria. Si se mira el mundo que nos rodea con lentes
geomeétricos, estos estan presentes en nuestro entorno inmediato. El mundo en que
vivimos es en tres dimensiones, es por ello que es el acercamiento natural para su
estudio.

16 Estos tres procesos se abordaran a lo largo de este capitulo.

17 Traduccioén de las autoras.

18 Segun la RAE, deconstruir es deshacer analiticamente algo para darle una nueva estructura. https:/dle.rae.es/
deconstruir.

Bajo esta mirada, Duval (2005), sefala que el proceso de deconstruccion se relaciona con desarmar en forma visual,
de manera manual o través de un software formas 3D para descomponerlas en formas 2D. O bien, formas 2D se
descomponen en formas 1D.

19 En Chile se les llama bombilla a una cafna delgada que se utiliza para sorber algun liquido.
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En la Figura 1 se muestran ejemplos al ver este mundo con lentes geométricos:

20 21

Figura 1. Ejemplos concretos de formas geométricas.

Si observamos las fotografias antes expuestas, se puede apreciar que a primera vista
se pueden reconocer formas 3D, pero también podemos identificar los elementos
que la componen (Formas 2D). Mirando el entorno con lentes geométricos, es
posible introducir el aprendizaje de la geometria desde edades tempranas en nifios
y nifas de edad escolar.»

Este capitulo esta dedicado a abordar el estudio de la ensefianza de las formas de tres
dimensionesy laimportancia de la visualizacion en geometria segtin Duval (2005), en
base a siete tipos de tareas que desarrollan la habilidad de visualizacién, a partir de
los trabajos de Del Grande (1990). Junto con lo anterior, se abordan estrategias que
hacen uso de los tres pilares fundamentales de la geometria: intuicién, experiencia
y deduccién, propuestos por Gonseth (1945-1952); sugiriendo actividades para el
tratamiento de la Geometria Natural (Gl), para la ensefianza y el aprendizaje de los
cuerpos geométricos. Se abordan obstaculos y dificultades al aprender Formas 3D,
para concluir con reflexiones finales.>

20 Fuente: https:/www.playamansa.cl/edificio-soho-montemar/
21 Fuente: https:/www.paredro.com/6-construcciones-que-se-distinguen-por-sus-formas-esfericas/



ELACTO DE "VER" EN GEOMETRIAY EL ROL DE LA
VISUALIZACION

En geometria, Duval (2005) distingue dos operaciones asociadas al ver, por una
parte, el reconocimiento visual de las formas geométricas, y por otra, la identificaciéon
de los objetos que componen las formas reconocidas. La identificacidon considera
poner en juego habilidades superiores, teniendo como base el desarrollo del
reconocimiento visual.

Al momento de ver, ya sea identificar o reconocer, se pone en juego la habilidad
de visualizacién, definida como la conexién entre lo que se percibe desde su
representacion y la imagen construida mentalmente a partir de ésta (Duval, 2005).

Esta habilidad es un elemento clave en una infinidad de actividades no solo de
geometria o de las relacionadas con el aprendizaje, sino de la vida y constituye un
elemento esencial para el desarrollo del sentido espacial, lo que permite asociar a la
geometria como un medio para describiry modelizar el mundo fisico. La visualizacién
se comienza a trabajar desde niveles iniciales y a lo largo de toda la vida.

Del Grande (1990), a partir de varios autores define siete habilidades de visualizacion,
que adquieren importancia en el trayecto formativo de cualquier estudiante. A
partir de su trabajo, se proponen tareas asociadas al desarrollo de cada una de ellas,
enfocadas en su implementacion en el primer ciclo basico.

a. Habilidad de Coordinacién Motriz de los ojos: Para desarrollar esta habilidad se
deben implementar en el aula tareas que impliquen la coordinacion de la vision
con el movimiento de una parte del cuerpo, por ejemplo, completando imagenes
sin pasar el lapiz dos veces por el mismo lugar, recorrer con los pies una figura
dibujada en el suelo, calcar una imagen en una hoja, entre otras.

Un ejemplo de este tipo de tareas es pedir a los estudiantes que copien una
imagen que tengan a la vista en una cuadricula,
tal como se muestra en la Figura 2. A esta forma
de representacién se le conoce como grafico
isométrico. En esta tarea, los estudiantes deben
copiar en el recuadro de la derecha la imagen
que tienen a la izquierda. Este tipo de actividad
permitirda que de manera intuitiva puedan
comenzar a identificar los elementos constitutivos

de una forma 3D, como caras, aristas y vértices. Figura if‘em'?'? G
atematica.
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b. Habilidad de ldentificaciéon Visual: Para desarrollar esta habilidad se deben

C.

implementar en el aula tareas que impliquen el reconocimiento de una figura
abstrayéndose de su contexto, por ejemplo, descubriendo figuras que estén
dentro de otras, completando figuras faltantes, identificando intersecciones
entre figuras, entre otras.

Un ejemplo de este tipo de actividades (ver Figura 3) se relaciona con identificar,
dado un cuerpo geométrico sus caras, aristas y vértices. Los estudiantes para
poder resolverla, deben ir aislando cada cuerpo geométrico en torno a los
elementos que lo componen.

Figura 3. ldentificacion de caras, aristas y vértices en cuerpos

geométricos (Isoda y Estrella, 20203, p.31).

Habilidad de Conservacién de la Percepcién: Para desarrollar esta habilidad
se deben implementar en el aula tareas que impliquen aceptar que un objeto
mantiene suforma, aunque deje de verse parcialmente, por ejemplo, comparando
tamanos de figuras que se observan desde distintos angulos, reconociendo
figuras que se encuentran en distintas posiciones, variar las vistas de cuerpos y
reconocer la invarianza de su tamafo.

Un ejemplo de este tipo de actividad se

muestraenlaFigura4,yguardarelacién

con identificar vistas de cuerpos

geométricos desde diferentes puntos

de vista y representar la forma que sus

caras tendrian si las dibujaramos en

una cuadricula. En la actividad que se Figura 4. Dibujo de vistas a partir de un cuerpo
expone, se pone en juego ademas la
habilidad de coordinacién visomotriz.

geométrico (Isoda y Estrella, 2020b, p.32).




d. Habilidad de Percepcion de la posicién en el espacio: Para desarrollar esta
habilidad se deben implementar en el aula tareas que impliquen asociar la
posicion de un objeto empleando como
referencia a uno mismo u otro punto de
referencia, por ejemplo, dibujar imagenes
mediante la realizacién de traslaciones,
rotaciones o simetrias, identificando figuras
congruentes que se encuentran en distintas
posiciones, mover figuras cambiando la
posicion de ciertos detalles.

Este tipo de tareas se relaciona con el
desarrollo de la lateralidad, al identificar
posiciones de objetos tomando como base
a uno mismo en calidad de observador o (Isoda y Estrella, 2020c, p.32).
empleando otro punto de referencia. Un

ejemplo de este tipo de actividades se

muestra en la Figura 5.

Figura 5. Trabajo de la lateralidad

e. Habilidad de Percepcién de relaciones espaciales: Para desarrollar esta habilidad
se deben implementar en el aula tareas en las que haya que identificar relaciones
entre objetos en distintas posiciones en el espacio, por ejemplo, completando un
patron geométrico, encajar cubos de acuerdo a un patréon, combinando formas
para generar un modelo dado, encontrar el camino mas corto entre dos objetos,
entre otros.

Un ejemplo de este tipo de tareas se muestra en la Figura 6, los estudiantes

deben ensamblar piezas para armar un robot, dado un modelo que tienen a la
vista. No implica el proceso de evocarlo mentalmente.

Figura 6. Copia de un cuerpo robot a partir de un

modelo dado (Isoda y Estrella, 2020d, p.36).
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f. Habilidad de Discriminacion visual: Para desarrollar esta habilidad se deben
implementar en el aula tareas en las que haya que identificar diferencias o
similitudes entre objetos, mentales o fisicos, por ejemplo, identificar figuras
congruentes en un conjunto de ellas, identificar cuerpos congruentes, encontrar
el error al copiar una figura o ensamblar rompecabezas.

CAPITULO V

Un ejemplo de este tipo de tareas se presenta en la Figura 7. En ella, se les
pide a los estudiantes que agrupen formas geométricas que tengan formas
similares. Este tipo de actividades implica que los estudiantes fijen criterios que
le permitan posteriormente levantar categorias para su clasificacion.

Figura 7. Clasificacion de cuerpos geométricos

a partir de un criterio propio (Isoda y Estrella,
2020d, p.35).

g. Habilidad de Memoriavisual: Paradesarrollaresta habilidad se debenimplementar
en el aula tareas en las que se tenga que evocar caracteristicas visuales de un
objeto que no esté a la vista, por ejemplo, dibujar formas en ausencia de ellas,
completar el dibujo de una forma que se mostré por un periodo corto de tiempo,
ubicar piezas de un modelo dado.

Un ejemplo de este tipo de tarea se muestra en la Figura 8. En ella, los
estudiantes a partir de un cuerpo geométrico que se encuentra al interior de
una caja cerrada y solo a través del tacto, deben ver> sus caracteristicas para
mentalmente evocarlas y asociarlas al cuerpo geométrico que corresponda.

Figura 8. ldentificacion de cuerpos geométricos a partir de la

percepcion (Isoda y Estrella, 2020a, p.31).

22 En el sentido de Duval.
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Las tareas matematicas antes descritas constituyen sugerencias de actividades que
los docentes pueden implementar en sus clases y se enfocan en el desarrollo de
las distintas habilidades asociadas a la visualizacion. A lo largo de la ensefianza de
la geometria, es necesario proponer tareas que aborden cada una de ellas. De esta
manera podemos desarrollar integralmente la habilidad de visualizacién.

Ademas de implementar tareas variadas, haciendo uso de diversos artefactos
susceptibles de manipulacién, se debe otorgar especial atencién a la coherencia
y concatenacion de las tareas que se proponen para potenciar el desarrollo de la
habilidad de la visualizacion. Por otro lado, el docente, al momento de implementar
la tarea, debe prestar atencion a la gestion que se realiza de la misma, habiendo
considerado previamente las posibles estrategias que podria desarrollar un
estudiante al resolverla, con el objetivo de anticiparse a las posibles dificultades
y errores que manifiesten los estudiantes, y asi llevar un proceso de devolucion
efectivo.
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CONCEPTO MATEMATICO: FORMAS 3D

Los cuerpos geométricos son objetos que estdn compuestos por figuras geométricas.
Tienen tres dimensiones: largo, ancho y alto. Ocupan un lugar en el espacio, por
tanto, tienen volumen. Se clasifican en poliedros y cuerpos redondos (ver Figura 9).
En general, en el primer ciclo basico, esta diferenciacién se aborda empiricamente
desde la caracterizacién de cuerpos que son capaces de girar o no al dejarlos caer
en un plano inclinado.

Figura 9. Cuerpos geométricos y su clasificacion.

Los poliedros son cuerpos geométricos cuyas caras son poligonos. Existen tres
elementos que son primarios en todo poliedro: caras, aristas y vértices. Las caras de
un cuerpo geométrico son las superficies que lo forman. Las aristas son segmentos
comunes entre dos caras; y los vértices son los puntos donde se intersectan las
aristas o también se definen como los puntos comunes de tres caras. Existe ademas,
un elemento secundario que se llama diagonal de un poliedro, este corresponde a
los segmentos que unen dos vértices que no pertenecen a la misma cara (Ver Figura
10).

Figura 10. Elementos de un poliedro.



Estos, a su vez, se clasifican en poliedros regulares y poliedros irregulares. Esta
sub clasificacién depende de si sus caras son todas congruentes; en ese caso lo
definiremos como poliedro regular, y en caso contrario como poliedro irregular. Los
poliedros regulares son sélo 5 y se denominan también como sélidos platénicos
(ver Figura 11). Estos son: el tetraedro, formado por cuatro caras correspondientes
a tridngulos equilateros; el cubo o hexaedro, formado por seis caras cuadradas;
el octaedro, formado por ocho caras correspondientes a tridngulos equilateros;
el dodecaedro, formado por doce caras conformadas por pentagonos regulares;
y finalmente el icosaedro, formado por 20 caras correspondientes a tridngulos
equilateros. En los sélidos platdnicos recién descritos se cumple la Férmula de Euler.
En ella se plantea que en los poliedros regulares se cumple que el nimero de caras,
mas el nimero de vértices equivale al niUmero de aristas, mas dos. Esto se puede
enunciar mediante la expresion C+V = A+ 2. Donde C, V, y A es el nimero de caras,
vértices y aristas, respectivamente. En el primer ciclo basico se trabaja usualmente
con dos soélidos platdnicos: el tetraedro, definiéndolo como un caso particular de
una pirdmide de base triangular y el hexaedro que se le denomina simplemente
cubo, que a su vez corresponde a un caso particular de paralelepipedo.

$ & © @

Las 4 caras son Las 6 caras son Los 8 caras son Las 12 caras son Las 20 caras son
triangulos cuadrados. triangulos pentagonos triangulos
equilateros. equilateros. regulares. equilateros.

Figura 11. Sélidos platénicos.

Los poliedros irregulares, por su parte, se clasifican en dos tipos: prismas y piramides.
Los prismas son cuerpos geométricos conformados por dos caras planas poligonales,
denominadas bases y tantas caras con forma de paralelogramo como lados tenga la
base. En el primer ciclo basico sélo se trabaja con prismas rectos de base rectangular,
sabiendo que el cuadrado es un caso particular del rectangulo. Por lo tanto, sus
caras laterales y sus bases corresponden a rectangulos, denominandoseles como
paralelepipedo.
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Las piramides son cuerpos geométricos cuya base corresponde a un poligono
cualquiera y cuyas caras laterales corresponden a tridngulos que convergen a un
vértice comun, llamado cuspide. En el primer ciclo basico, solo se trabajan las
pirdmides con base cuadrada, rectangular o triangular.

Otro tipo de cuerpos geométricos son los cuerpos redondos. En sus redes, estos
estan compuestos total o parcialmente por figuras geométricas, y se clasifican en
cilindro, cono y esfera:

El cilindro recto se puede generar a partir de la rotacién de un rectangulo en torno
a uno de sus lados. Se compone de dos circulos que corresponden a sus caras
basales y una superficie lateral curva, denominada manto del cilindro. En este nivel
se le denomina como cara curva. Tiene dos aristas curvas que corresponden a la
interseccion de cada una de las caras basales con la superficie lateral. No existen
vértices.

La esfera se puede generar a partir de la rotacién de una semicircunferencia en
torno a su didmetro. Tiene una Unica superficie curva.

El cono recto se genera al girar un tridngulo rectangulo en torno a uno de sus catetos.
Estd compuesto por una cara plana y una superficie lateral curva, denominada
manto del cono. En este nivel se le conoce como cara curva del cono. Tiene una
arista curva que corresponde a la interseccion que une esta cara con la otra; tiene

ademas un vértice, denominado cuspide.

Al espacio limitado por cada una de las
superficies se le llama sélidos de revolucion (ver
Figura 12); otra forma de generar estos sélidos
es mediante la rotaciéon de un rectangulo, un

tridngulo isésceles* o una circunferencia en : :
torno a su o sus ejes de simetria. En educacion m

primaria, a estas formas se les denomina
cuerpos redondos, dado que algunas de sus
caras son curvas, y se ensefan a partir de su
relacion con objetos del mundo real y de la red
que los conforma.

Figura 12. Sélidos de revolucion.

23 El tridngulo equilatero se entiende como un caso particular del tridngulo isésceles, por tanto, también esta
contenido en esta categoria.




En el Primer Ciclo de Educacién Basica se suelen enseiar los prismas, pirdmides,
cilindros y conos en posicion tradicional: base horizontal y posicion recta (no
oblicua). Desde la arquitectura, es posible encontrar formas 3D que estan en
posicion oblicua. Por tanto, los estudiantes pueden tener la posibilidad de reconocer
formas que no sean exclusivamente rectas. Un ejemplo de ello, se encuentra en las
siguientes imagenes (ver Figura 13).>+ >

2 25

Figura 13. Formas 3D oblicuas presentes en la arquitectura.

Ademas, existe material concreto en el mercado, cuyas representaciones consideran
formas 3D oblicuas (Ver Figura 14). Esto apoya el proceso de reconocimiento de las
formas 3D en base a los elementos que la componen y no empleando exclusivamente
su representacion visual.

A PIK

Figura 14. Formas 3D oblicuas

24 Fuente https:/obras.expansion.mx/arquitectura/2018/11/28/la-torre-de-pisa-gana-verticalidad-en-los-
ultimos-17-anos
25 Fuente https:/madridando.com/puerta-de-europa/
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SUGERENCIAS DE ENSENANZA POR NIVEL

A continuacién se enuncian algunas estrategias para ensenar las formas 3D en el
primer ciclo basico, diferenciadas por estrategias para los niveles 1°y 2° basico, y
estrategias para 3° y 4° basico, disenadas a partir de reportes de investigaciones
y estudios recientes en Didactica de la Geometriaz para este nivel y extrayendo
algunos ejemplos de los textos escolares propuestos por Isoda y Estrella (2020).

CAPITULO V

SUGERENCIAS PARA 1°Y 2° BASICO

El tipo de tareas que se deben abordar en este ciclo se pueden organizar de
acuerdo a niveles graduados de tacto y visualizacién. Inicialmente, tareas que
impliquen el tacto y la visualizacién de manera simultanea, tacto o visualizacion
de manera exclusiva, o también, sin tacto y sin visualizacion (Estrella, Isoda,
2020e). Lo importante en este caso es que independientemente del tipo de
actividad, los estudiantes siempre tengan la instancia de explicar, argumentar y
comunicar sus ideas.

Algunas tareas que se pueden realizar en estos niveles son:

a. Los estudiantes pueden llevar desde sus casas objetos que tengan forma de
ciertos cuerpos geométricos mostrados previamente por el profesor (pelotas,
latas de bebida, cajas, cilindros de papel higiénico, tarros de conserva, entre
otros). La idea es que tengan en sus casas la posibilidad de reconocerlos.
Una vez los lleven a la sala podran experimentar, describir y analizar una gran
variedad de formas y tamanos. En un segundo momento de la clase, se les
puede pedir que estos objetos sean deslizados sobre un plano inclinado para
posteriormente clasificarlos. Asi, por ejemplo, los estudiantes podrian agrupar
todas aquellas que corresponden a cajas (por tener la propiedad de no rodar al
dejarlas caer), formas que posteriormente se institucionalizaran como prismas
y aquellas que tengan caras curvas (cuerpos que si ruedan al dejarlos caer),
las que mas adelante se definirdn como cuerpos redondos. Mas aln, a través
de preguntas orientadoras del profesor, y justificaciones de los estudiantes,
se podria intencionar que clasifiquen aquellas que son cubos y aquellas que
son paralelepipedos, en estricto rigor, prismas rectos de base rectangular,
no olvidando que el cubo es un caso particular del paralelepipedo, relacién
que no se aborda en este nivel. Al resolver esta tarea los estudiantes estan

26 Para mayor referencia, revisar Comision permanente de los Institutos de Investigacion sobre la ensefanza
de la matematica en primer ciclo en Francia, quienes desde 1975 se relnen para trabajar colaborativamente
en la formacién inicial y continua para la ensefianza de la matematica en educacién primaria y por otro lado,
impulsar la investigacion en torno a este tema https:/www.copirelem.fr/
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desarrollando la habilidad de discriminacion visual (ver Figura 7).

b. Hacer equipos pequenos de estudiantes al interior del curso. A cada equipo
se les entregan formas 3D ya conocidas y formas 2D (que corresponderian a
las caras de las formas 3D). A partir de esta actividad, los estudiantes pueden
relacionar partes de formas 3D con las formas 2D dadas. Se les puede hacer
preguntas como ;cudles y cuantas de todas estas formas 2D debo considerar
para poder armar la forma 3D? (Ver Figura 15). Ademas, se puede usar
una forma 2D como molde y calcarla tantas veces como sea necesario para
generar la forma 3D que tienen a la vista. Estaran trabajando de manera
intuitiva y experimental la idea
de red de cuerpo geométrico.
Esta actividad pone en juego
la habilidad de identificacion

visual y la deconstruccién de y y "
Figura 15. Sugerencia de Tarea matematica
las formas.

c. Armar un robot, u otro cuerpo a partir de elementos reutilizables que tengan
en sus casas. Los estudiantes deben reconocer previamente los cuerpos
geométricos que forman el modelo dado y ademas, pueden elaborar un
manual para su fabricacién, de manera que otro compafnero pueda replicar la
construccién realizada (ver Figura 6). En este nivel, las instrucciones descritas
en el manual son principalmente de manera oral, ya que los estudiantes se
estan iniciando en el proceso de lectoescritura. Por ejemplo, un estudiante
puede decir “..toma dos cajas con forma de paralelepipedos iguales para
formar los brazos, elige también otra que sea mas grande para el tronco. Para
la cabeza, puedes elegir una caja con forma de cubo o un paralelepipedo,
pero que sea mas chica que la del tronco. Toma también dos objetos con
forma de cilindro, pero que sean iguales para las piernas. Debes fijarte que
juntos no sean mas anchos que el paralelepipedo que uses para el tronco...”

¢Cudles y cuantas formas 2D te permiten
armar la siguiente forma 3D?

Al resolver esta tarea los estudiantes estan
propiciando el desarrollo de la habilidad de
percepcion de relaciones espaciales, al identificar
las relaciones entre varios cuerpos que estan
ubicados al mismo tiempo en el espacio. En
la Figura 16 se muestran algunos ejemplos de
robots que podrian crear los estudiantes.”

27 Fuente: https:/www.quo.es/tecnologia/g44329/16-robots- Figura 16. Ejemplo de robots que podrian
que-puedes-hacer-en-casa-con-tus-hijos/ crear los estudiantes 27
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d. Dar un conjunto de formas 3D, de manera concreta, que no estén a la vista
y solo disponibles al tacto, y asociarla con otra que tengan en frente, dada
en material concreto también (ver Figura 8). Esta actividad tiene un doble
propdsito: por un lado, los estudiantes pueden fomentar el desarrollo de la
habilidad de visualizacién conservacion de la percepcion, y por otro lado,
desarrollar conceptos espaciales, segln el modelo piagetiano de adquisiciéon
de conocimiento, en el que se diferencia la adquisicion desde la percepcion,
a partir del conocimiento de objetos desde el contacto directo con ellos (al
momento de manipular las formas geométricas 3D), con la representacion,
gue en este caso es la forma que se genera al evocar objetos en ausencia de
su representacion concreta (Piaget e Inhelder, 1948).

e. Una variacién de la actividad antes mencionada, es pedir a los estudiantes
pintar las caras de la forma 3D con témpera y estamparlas sobre una hoja
de papel. De esta manera, se pueden por un lado, identificar los elementos
constitutivos del cuerpo, y por otro, trabajar la idea de red de cuerpo
geométrico. También, en vez de pintar las caras de las formas 3D, se pueden
marcar sobre una hoja los bordes de ella. Esta actividad pone en juego la
habilidad de identificacién visual y la deconstruccién de las formas.

f. Dado un conjunto de formas 3D en material concreto, identificar a partir de
la deconstruccion visual o concreta, o empleando otra estrategia, el nUmero
de caras planas y curvas que posean. Esto permitird levantar otra forma
de categorizarlas, identificando a los cuerpos redondos como aquellas que
tienen al menos una cara curva. Al desarrollar esta actividad se propicia la
habilidad de identificacién visual, identificando una figura aislandola de su
contexto (ver Figura 17).

CAPITULO V

Figura 17. Ejemplo de material que para emplear la TM propuesta
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g. Daracada estudiante una forma 2D, de tamafio grande, que permita construir
una forma 3D haciendo combinaciones con otros companeros. Se pueden
facilitar elementos como rectangulos, circulos, cuadrados, tridngulos, entre
otros. El profesor puede pedir a los estudiantes que armen, por ejemplo,
un cubo. En ese caso, deberian venir hacia él seis estudiantes que tengan
cuadrados, para asi armar el cuerpo geométrico solicitado.

SUGERENCIAS PARA 3°Y 4° BASICO

En general, en este nivel de ensefianza, se debe comenzar a trabajar a partir
de la manipulacién de elementos del entorno, haciendo énfasis en tareas
qgue propendan al reconocimiento, exploracion, manipulacién, construccion
y deconstruccién de los objetos que ya conocen. Progresivamente, se debe
introducir el uso de representaciones pictdricas o graficas de las figuras y sus
elementos, aprovechando las experiencias previas de los estudiantes. Ademas,
se deben proporcionar a los estudiantes tareas que se relacionen con armar y
desarmar formas 3D. Duval (2005), indica que lo que lleva a los estudiantes a
desarrollar el razonamiento matematico es la deconstruccién de las dimensiones
de las formas. Esto ademas le permitird poner en juego los procesos de construir,
razonary ver, procesos propios del trabajo geométrico.

Algunas tareas que se pueden realizar en estos niveles son:

a. Para comenzar, se puede activar conocimientos asociados al objetivo o
meta de la clase, poniéndolos en juego a partir de una actividad realizada
anteriormente: que los estudiantes traigan desde sus casas objetos que
cuenten con volumen. A través de preguntas orientadoras los pueden llegar
a clasificar segun varios criterios (ver Figura 16). En este caso, el criterio
de interés es que los puedan clasificar en prismas y cuerpos redondos. Al
implementar esta tarea, los estudiantes estan desarrollando la habilidad de
discriminacion visual.

Figura 18. Posible categorizacion de formas 3D: formas que tienen

vértices y formas que no tienen (Isoda y Estrella, 2020a, p.30).
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b. A partir de un conjunto poliedros, que pueden tener en fisico para facilitar su
resolucién, pueden contar el nimero de caras, aristas y vértices y completar
un cuadro resumen (Ver Figura 3). Ademas, se puede trabajar de manera
muy intuitiva el Teorema de Euler para poliedros. Esto puede basarse en
comprobar el teorema o conjeturarlo mediante alguna orientacién dirigida.
Esta tarea se debe basar en la experimentacién a través de la manipulacion
de las formas que tienen a la vista.

c. Dadas varias formas 3D en fisico, preferentemente de cartulina, de
manera que permitan que los estudiantes las puedan manipular, pedir que
las desarmen, y posteriormente, las armen. Esto permitird que puedan
realizar el proceso de deconstruccién y posteriormente el de construccién.
De esta manera, pueden constatar que, independiente que la desarmen,
seguira siendo el mismo cuerpo, solo que esta vez
se emplea otra representacion, pasando de una 3D
a una 2D. Ademas, se les puede invitar a que, una
vez desarmado el cuerpo, pinten sus caras (de un
mismo color aquellas que tengan la misma forma),
identifiquen sus bordes (aristas), identifiquen el punto
donde se encuentran los bordes (vértices), entre otras
(ver Figura 19). Otra tarea que se puede derivar de
ello, es que los estudiantes calquen los bordes para
obtener “otra red” del mismo cuerpo geométrico. Al
realizar esta tarea, se esta deconstruyendo una figura
en unidades de figuras cuya dimension es inferior

a ella. Se pone en uso la habilidad de visualizacién [EERERESACERERC R T
q cz q cajas y marca sus aristas
asociada a la percepcion de relaciones

espaciales.

d. Unavariante de la tarea antes descrita,
es utilizando el software Poly Proz, el
cual permite deconstruir y construir
formas 3D dadas. Es posible obtener
algunas representaciones como las que
se muestran en la Figura 20, cuando
se realiza el proceso de desarmar un
tetraedro o viceversa.

Figura 20. Imagenes del software Poly Pro.

28 Poly Pro es un software libre para Windows que permite armar y desarmar digitalmente algunas formas
3D, explicitando el proceso, posibilita reconocer las formas 2D que la componen, determinar su red. Permite
cambiar los colores y mover piezas, ademas de imprimir las plantillas en papel, dando la posibilidad de construir
la forma en 3D.




e. ldentificar el o los movimientos (pueden
ser 1, 2 6 3) que se le debe hacer a la red
clasica del cubo para que se transforme en
otra distinta, pero que también corresponda.

Puede ser con apoyo de software o con la Ty ——
manipulacién de material concreto. Formas permiten la realizacion de la tarea
2D imantadas pueden apoyar la gestion de PR

esta tarea (ver Figura 21).

f. En este nivel se puede trabajar también haciendo uso de adivinanzas del
tipo: “soy una forma 3D, tengo n nimero de caras, y m nimero de aristas...”.
Pueden determinar también si existe un Unico cuerpo geométrico que
cumpla con dichas caracteristicas. Con este tipo de actividades se debe
fomentar que los estudiantes hagan uso del lenguaje matematico, propio
de la disciplina y se potenciara la habilidad de memoria visual, pues deben
evocar mentalmente una forma que no tengan a la vista que cumpla con las
caracteristicas requeridas.

g. Dada una caja de cartén con tapa, la
pueden forrar con un papel por fuera
(puede ser de diario) sin que este
tenga ningln corte. Los estudiantes
pueden mostrar la forma del papel que

les permite forrar a caja. A modo de y y y
. A Figura 22. Posible proceso de caja forrada.
referencia, ver Figura 22.

h. Para abordar el objetivo de identificar las relaciones entre formas 3D y 2D
puede mostrar a los estudiantes una caja, y solicitarles que “mentalmente” la
desarmen. Pueden anticipar a través de un dibujo la forma en que les quedara
dicha deconstruccidn. Los estudiantes al realizar esta accién estan poniendo
en juego la habilidad de percepcion de relaciones espaciales, al combinar
formas 2D para obtener el modelo que “arma la caja”. Posteriormente, pueden
desarmarla en fisico (no olvidar recordarles que las pestafias que permiten
pegar la caja no se deben considerar) y comparar la deconstruccién que ellos
proyectaron en el dibujo con la que obtuvieron. A continuacién, pueden
preguntarse si esa deconstruccién que obtuvieron en fisico es la Unica forma
de desarmar la caja. Esto le permite ir constatando que la red que arma la caja
no es Unica. Puede ademas pedir a los estudiantes que representen esas otras
“formas de desarmar la caja”, lo que mas adelante se institucionaliza como
red de la caja, en este caso paralelepipedo (ver Figura 23). La realizacion de
esta tarea que involucra el proceso de deconstruccion y construccion de la
caja permite a los estudiantes promover la reversibilidad desde el trabajo
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en el espacio. Al dibujar la o las formas en que les queda la caja desarmada
hacen uso de la habilidad de coordinacion viso motriz.

CAPITULO V

Figura 23. Algunas posibles redes que arman la caja.

i. Dado un conjunto de redes de cuerpos geométricos y varios cuerpos
geométricos, identificar redes que permiten la construccion de cada uno de
ellos. Ver como referencia Figura 24. Al resolver esta tarea, los estudiantes
estan plegando la red para asociarla con la forma 3D que le corresponde.

Figura 24. ldentificacidon de cuerpos geométricos a partir de la percepcién

(Adaptada de Isoda y Estrella, 2020a, p.33).

j.  Paratrabajar la habilidad de coordinacién viso motriz desde las formas 3D se
puede pedir a los estudiantes que dibujen en perspectiva formas 3D haciendo
uso de un grafico isométrico (ver Figura 2). De esta forma los estudiantes
podran ir relacionandose con el concepto de vistas de una forma 3D a partir
de su proyeccion en este tipo de graficos.

k. Puede dar a los estudiantes la vista de una forma 3D y preguntarles si la
forma 3D a la que corresponde esta vista es Unica. Por ejemplo, si una vista
es un circulo, entonces puede ser una esfera o un cilindro (ver Figura 25).
Esto le puede llevar a hacer preguntas del tipo ¢es suficiente solo una vista
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del cuerpo geométrico para reconocer la forma 3D a la que corresponde? La
habilidad que se pretende desarrollar al hacer que los estudiantes resuelvan
esta tarea matematica es la conservacion de la percepcion.

Si observo una forma 3D desde arriba y veo un circulo, ;cudl o
cuales de las siguientes formas se podria estar observando?

Entonces, ;Es suficiente tener solo una vista para poder
asegurar qué forma estamos viendo?

Figura 25. Sugerencia de Tarea matematica

Dado un objeto similar a un cuerpo geométrico que tengan en casa, lo
pueden observar a partir de diversas posiciones (que ellos se muevan) y
dibujen lo que ven haciendo uso de una cuadricula, esto permitird que
puedan elaborar un dibujo mas preciso de lo que ven. Pueden fotografiarlo
también. Ademas, pueden grabar un video mientras lo van describiendo. Es
necesario ser enfatico en el uso del lenguaje geométrico. Al resolver esta
tarea los estudiantes hacen uso de la habilidad de identificacién visual. A
continuacion, se ilustra esta tarea en la Figura 26.

Figura 26. Ejemplo de estudiante reconociendo vistas de una Forma 3D.
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m. Puede dar varias vistas de una forma 3D (que permitan identificar la forma
3D a la que corresponde) y a partir de ellas puede pedir a los estudiantes
gue dibujen la forma 3D a la que corresponderia. Al resolver esta tarea los
estudiantes hacen uso de la habilidad de identificacién visual (ver Figura 27).

CAPITULO V

Si una forma 3D tiene las siguientes vistas, ;qué forma es? Nombrala.

Figura 27. Sugerencia de Tarea matematica

n. Puede preguntar a sus estudiantes cual o cuales son las formas 3D en las
que al observarlas desde distintas vistas (frente, lado y arriba), se observan
formas congruentes (al superponerlas coinciden). Para ello, puede usar
alguin software que permita verificar la conjetura. Al realizar esta tarea los
estudiantes estan trabajando la memoria visual, al evocar mentalmente
formas 3D que no tengan a la vista.

o. Considerar un dado comun. Sabiendo que la suma de los puntos ubicados en
sus caras opuestas es siempre igual a 7, brindar a los estudiantes la red de un
dado en el que se vean solo algunos de esos puntos (ver Figura 28). Pedirles
gue completen con los niumeros que faltan.

Figura 28. Ejemplo de tarea matematica asociada al conteo de puntos en un dado
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POSIBLES DIFICULTADES, OBSTACULOS Y ERRORES AL
APRENDER LAS FORMAS 3D

Diversas investigaciones en didactica de la matematica a nivel internacional sefnalan
que las dificultades mas frecuentes evidenciadas por los estudiantes al aprender las
formas 3D son las siguientes:

Dificultades relacionadas con deconstruir los cuerpos geométricos y asociarlas
con las redes de estos, al ser presentadas de manera distinta a la tradicional. El
estudiante solo reconoce como red del cubo a la imagen que se muestra al centro
de la Figura 29, existiendo once formas distintas de armarlo. Esta dificultad puede
generarse debido a que los estudiantes solo tienen la posibilidad de relacionarse
con las formas 3D a partir de su armado. Por tanto, solo reconocen a una Unica
red que permite su construccion, en este caso, la red que les entrega el profesor.
En cambio, si la primera experiencia que tienen los estudiantes es a partir del
desarmado del cubo, podrian obtener distintas redes que permiten su armado. Para
ello, el profesor puede dividir al curso en equipos y a cada uno de ellos entregarles
un cubo que, al desarmarlo, el producto obtenido les quede de cada una de las once
redes que permiten armar el cubo (se deben armar al menos once equipos). Ademas,
al implementar esta tarea en la clase, puede considerar un pequefio plenario en el
que los estudiantes muestren las redes que encontraron.

Figura 29. Redes del cubo.

Los estudiantes suelen confundir formas de dos dimensiones con formas de tres
dimensiones, por ejemplo: tridngulo con pirdmide, circulo con esfera, rectangulo
con paralelepipedo o cuadrado con cubo. Esta dificultad se presenta debido a que
los estudiantes no logran diferenciar las formas 2D o 3D. Puede deberse a que
carecen de experiencias en las que hayan tenido la posibilidad de construir, pasando
de una forma plana (2D), a una forma con volumen (3D) mediante el armado de la
red de un cuerpo geométrico y deconstruir formas 3D, pasando de una forma 3D,
con volumen, a una forma 2D (plana); en este caso, la red del cuerpo geométrico.
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La dificultad radica en que los estudiantes no han realizado el transito entre ambas
dimensiones. Es importante que el profesor se asegure que al desarmar y armar las
formas 2D/3D vayan identificando los elementos que las componen. Una referencia
de este proceso, se encuentra en la Figura 30.#

Figura 30. Ejemplo de deconstruccion y construccion®.

Al presentarles a los estudiantes imagenes con representaciones de cubos apilados,
como la siguiente (Ver Figura 31):

Figura 31. Cubos apilados de una forma dada.

Y frente a la tarea de determinar ;Cuantos cubos se necesitan para replicar la
configuracién? Los estudiantes necesitan poner en juego habilidades de visualizacién
que le permitan obtener una representacion mental de la parte de la forma que no
tienen a la vista. El error mas frecuente es que el estudiante cuente exclusivamente
los cubos que observa. Esta dificultad se evita, si una primera aproximacion a este
tipo de tareas se realiza con material concreto, de manera que el estudiante tenga la
posibilidad de ver la configuracion desde sus distintas vistas moviéndose alrededor
de él (ver Figura 26). El proceso de construccion también puede constituir un apoyo
para que los estudiantes no manifiesten esta dificultad: para ello, pueden manipular
muchas veces los materiales (cubos, en este caso) para construir formas apiladas
distintas. Puede compararlas y fotografiar las formas construidas.

29 Notar que la posicién de los circulos puede estar en cualquier punto de contacto en el lado donde se ubican. El
perimetro de la circunferencia coincide con el largo del rectangulo donde se tiene cada punto de contacto.



REFLEXIONES FINALES

Es necesario comprender que es posible extender la habilidad de visualizacién mas
alld de aquello que se puede percibir de manera exclusiva a través de la vista. Esta
habilidad se puede desarrollar haciendo uso del tacto, por ejemplo, como quedd
de manifiesto en algunas de las actividades propuestas a lo largo de este capitulo.
Desde alli, se puede aludir al Disefio Universal de Aprendizajes (DUA), en particular
al Principio Il: Proporcionar multiples formas de accién y expresion, especificamente
en su pauta proporcionar multiples medios fisicos de accién.

Al ensenar el eje de geometria en el primer ciclo basico, especificamente las formas
3D, se espera que los estudiantes aprendan a reconocer, identificar, describir, dibujar
y construir formas geométricas en situaciones estaticas y dindmicas. Ademas, se
considera el desarrollo del pensamiento espacial a través de la visualizacion y
la construccién de diferentes formas 3D. Duval (2005), plantea que la forma
tradicional y errada al ensenar geometria es la siguiente: primero trabajar sobre
el reconocimiento perceptivo de las formas, sobre la adquisicién del vocabulario
apropiado y luego reproducir las figuras. Esta manera no es adecuada, pues ninguno
de estos procesos se hace cargo de desarrollar el razonamiento matematico, que
si se puede lograr cuando se aborda la deconstruccion de las formas geométricas,
de esta forma se hacen presentes las dos maneras de ver: reconocer e identificar,
abordadas en este capitulo.

La enseianza de la geometria debe realizarse a través de tareas que promuevan la
visualizacion y el andlisis de los objetos matematicos con los que se esta trabajando.
De esta manera, los estudiantes deben adentrarse inicialmente al estudio de la
geometria, por medio de objetos concretos de diversos materiales que tengan a la
mano y que sean susceptibles de manipular, de manera experiencial y empirica, con
el objetivo de expresar caracteristicas visuales que poseen. Esto permitird que los
estudiantes puedan reconocerlos e identificarlos por su aspecto fisico, sin necesidad
de conocer sus propiedades al comienzo, pero mediante la implementacion de otro
tipo de tareas, progresivamente los lleve a identificar sus elementos constitutivos,
caracterizandolos a través de las partes que los componeny estableciendo categorias
para su clasificacion, a partir de las propiedades descubiertas.

Es necesario promover el trabajo geométrico con actividades en las que se pongan
en juego los siete tipos de tareas que promuevan el desarrollo de habilidades de
visualizacién, en las que los estudiantes tengan la posibilidad de reconocer, visualizar
y dibujar figuras, en situaciones de exploracién activa mediante la manipulacion de
materiales, desde la vida cotidiana, observando diferentes modelos, y de manera
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paulatina, ir especificando sus caracteristicas y propiedades, para poder describir de
manera mas precisa el entorno que les rodea. Esto le permitirad ir comparando unas

» o«

figuras con otras, mediante frases como “se parece a...”, “tiene forma de...".

Mas adelante, se debe propender a implementar tareas matematicas en las que
los estudiantes tengan la posibilidad de deconstruir y construir formas 3D, de
manera que puedan comprender y visualizar la forma 3D en su totalidad desde una
representacion bidimensional (plantilla o red), ademas de determinar las diferentes
vistas de cada una de estas formas.

Estudios de Balachef (2000) y Duval, (2005) dan cuenta que, en matematica, es
importante promover el uso de la habilidad de argumentacién en los estudiantes
al comunicar sus conclusiones o conjeturas desde los primeros afios de formacién.
Ademas, deben utilizar un lenguaje preciso al definir los objetos, con términos
pertinentes al nivel escolar, es decir, que sea comprensible y adecuado a su desarrollo
cognitivo. Deben darse ciertas condiciones para promover la argumentacién en el
aula: la primera tarea del docente, es brindar a los estudiantes tareas matematicas
contextualizadas acorde a sus intereses, de manera de propiciar que los estudiantes
se interesen por resolver la tarea planteada. Los profesores, ademas, deben
implementar tareas matematicas que propicien diversas estrategias de desarrollo,
y asi fomentar el razonamiento matematico mediante la reflexidon inicialmente
individual, y posteriormente conjunta entre los estudiantes. Se sugiere que el
profesor realice andlisis a priori de las tareas que les propondra a los estudiantes, para
anteponerse ante sus posibles dificultades, ademas de establecer anticipadamente
las orientaciones para la gestiéon y devolucién en la clase.

Seguir esta via, proponiendo a los estudiantes la realizaciéon de tareas en las que
tengan la posibilidad de explorar de manera activay lidica, les permitira desarrollar la
habilidad de visualizacién que sera clave tanto para el aprendizaje de la matematica,
especificamente la geometria, como para situaciones de la vida diaria y asi generar
un aprendizaje significativo de la disciplina.
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Ensenar y aprender

estadistica desde los
primeros anos de
escolaridad

PEDRO VIDAL-SZABO

Pontificia Universidad Catodlica de Valparaiso

INTRODUCCION

Trabajar en la escuela tanto la alfabetizacion estadistica como el razonamiento
estadistico temprano, contribuye al desarrollo del pensamiento estadistico en
nifas y nifos (Cf., Estrella et al, 2018). Este tépico formativo se ha vuelto crucial,
sobre todo, en el siglo XXI no solo por la gran cantidad de datos que se procesan
diariamente sino también para ejercer una ciudadania inteligente y, en general,
facilitar un 6ptimo proceso en las tomas de decisiéon, fendmeno que estudia el
conocido Big Data (o bien, Macrodatos).

La Estadistica es una disciplina que tiene un caracter interdisciplinar e involucra
pensar en cémo convertir los datos en visiones del mundo real, para lo cual
proveen herramientas tanto la matematica como la computacion (Wild et al., 2018).
Por ejemplo, Lupton et al. (2018) sefalan que las personas que hacen ciclismo y
automonitorean su trabajo deportivo, los datos digitales que recogen mediante
tecnologias (smartwatch, smartphone, entre otros) son una manera de conocer
sus cuerpos (ritmo cardiaco, velocidad promedio que alcanzan, entre otros) y de
caracterizar los espacios por los que se mueven al pedalear (distancia recorrida,
lugares, nimero de paradas, inclinacion del suelo, entre otros). En consecuencia, la
estadistica es fundamental en la vida moderna porque los datos, la variabilidad y la
incertidumbre estan omnipresentes (Moore, 1998).



La Didactica de la Estadistica se ha estado haciendo un espacio en el mundo
cientifico para dar aportes tedricos y practicos vinculados a la formacién docente y
a la formacién de estudiantes que involucran disefos de ensefianza para alfabetizar
y razonar estadisticamente. Por ejemplo, existen estudios de cémo aprenden los
estudiantes y de como ensefan los docentes algiin tema estadistico (Zieffler et al.,
2018). Ademas, existe interés en desarrollar distintas lineas de investigacién en el
marco de la Estadistica Tempranax.

En este capitulo, se hara una revision referida a los tipos de representaciones de
datos que construyen estudiantes de Educacion Basica. Asimismo, se tendra una
seccion para discutir tanto sobre la importancia de trabajar con datos reales en un
contexto conocido y/o relevante para los estudiantes, como también las distintas
e ingeniosas representaciones de datos que pueden disefar estudiantes en el
marco del andlisis exploratorio de datos (Tukey, 1977). Ademas, se presentara el
ciclo investigativo PPDAC —acrénimo referido a Problema, Plan, Datos, Analisis
y Conclusiones— que sintetiza en parte el modo de trabajar de estadisticos
(profesionales o usuarios) durante el transcurso de una investigacién empirica y
gue es usado como una manera de disefar una ensefianza para el aprendizaje de
la estadistica. Finalmente, se abordaran tareas estadisticas, se analizaran algunos
errores y dificultades frecuentes, y se realizara una revisién curricular para entablar
un didlogo con los tépicos abordados.

30 Visitar, por ejemplo, la pagina web del Grupo de Investigacion en Estadistica Temprana: https:/
estadisticatemprana.cl/, donde encontrard investigaciones y clases publicas en esta area.
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ORGANIZACION Y REPRESENTACION DE DATOS EN
EDUCACION BASICA

Representar datos es una actividad que todo estadistico o usuario de la estadistica
ejecuta por medio del uso de procesadores de datos, esto es, softwares como
Microsoft Excel, LibreOffice Calc, GeoGebra, The R Project for Statistical Computing,
entre otros. Igualmente, la representacién de datos es una idea fundamental en los
curriculos que abordan la estadistica a nivel escolar (Burrill y Biehler, 2011). No
obstante, en el &mbito escolar el disefio de las distintas representaciones de datos
es un topico que se aborda permanentemente por medio del uso de materiales
concretos, aunque en la escuela es poco habitual construir por sobre reproducir
dichas representaciones.

A continuacion, se describen algunas representaciones de datos construidas que
pueden emerger a partir de una ensefnanza estadistica (Estrella et al., 2018), las
cuales ilustran los resultados de una experiencia de aula con colaciones de los
estudiantes de 4° o 5° afio basico (9 a 11 afios) que traen un dia cualquiera —datos
reales en un contexto cotidiano— en que se observa distintos tipos de colacion,
diversas marcas, diferentes valores nutricionales, entre otros atributos observables;
con el fin de responder a la pregunta central: ;Qué tan saludables son nuestras
colaciones?

A) Textos Lineales. Son escritos
breves con datos presentados en
forma de oraciones gramaticales
organizadas en lineas, las cuales
pueden conformar un texto
descriptivo (ver Figura 1).

Figura 1. Ejemplo de Texto Lineal

Indica “podrian ser organizados por si son saludables o si son comida chatarra”.

Descripcion. Este texto lineal, indica las categorias de la variable calidad
nutricional de las colaciones. Dentro de su produccién subdivide en dos partes
titulando chatarra y saludable, y dentro ya es otra organizacién, hace listas de
datos para cada caso.



B) Lista de Datos. Estructuran un conjunto
de datos ordenados sucesivamente de forma
horizontal o vertical, y se caracterizan por una
organizacion lineal de los datos representados
de forma icénica y/o escrita, uno tras otro,
separados por espacios y/o puntuacion (ver
Figura 2).
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Descripcion. Es una lista de datos dispuesta

de manera vertical, cada palabra con letra

inicial roja es la subcategoria de la categoria

de la variable “la chatarra” y “lo saludable”.

Presenta nimeros que indican la cantidad

de cada subcategoria (nocion de frecuencia
absoluta). Sefiala también la cantidad total de

24 colaciones.

C)Tablassimplesdedatos. Estructuran
los datos de forma bidimensional a
través de filas y columnas (trazadas
explicita o implicitamente) para
almacenar unidades de datos, en que
la variable cualitativa esta claramente

separada de la frecuencia (ver Figura Figura 3. Ejemplo de Tabla de datos

3).

Descripcidon. Se construye una tabla, cuyo encabezado superior son las
categorias de la variable “refrescos, frutas y comida”, y se escribe bajo estas,
las frecuencias “15, 6 y 20” respectivamente en cada caso.

D) Grafico de datos. Es un tipo de
representacién bidimensional que
sirve para mostrar alguna relacién
entre las variables y puede presentar
o no algun eje graduado (ver Figura
4). A su vez, el pictograma con eje

graduado entra en esta categoria y Figura 4. Ejemplo de Gréfico de datos
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su caracteristica es el uso de iconos para representar datos en que la clave
indica la cantidad de datos que representa un icono (o simbolo). Si no presenta
ejes graduados se le llama diagrama de datos.

Descripcion. El eje vertical es una cinta numérica de 5 en 5 (escala) y el
eje horizontal indica las categorias de la variable. Cada barra refiere a las
frecuencias respectivas. Se evidencia que se requiere afianzar la construcciéon
del grafico de barras, ya sea por el ancho de las barras (pues tiene distintos
anchos) y su no-separacion (pues la variable no es cuantitativa continua), entre
otros aspectos de construccién formal.

Las representaciones de datos que fueron construidas por nifas y ninos dan cuenta
de distintos niveles de comprension. Estas representaciones poseen un grado de
invencion, ciertas funcionalidades para responder a la pregunta y permiten visualizar
las frecuencias de la variable que consideraron (tipo y/o calidad nutricional de las
colaciones). La explicacién de nifas y nifios sobre sus representaciones, ademas
de comparar una y otra representacion, genera oportunidades de aprendizaje
que pueden hacer mejorar su comprension estadistica en este y otros contextos
cercanos y significativos.

ANALISIS DE DOS REPRESENTACIONES DE DATOS
REALES EN UN 4° ANO BASICO

Considerando la misma experiencia de aula anterior, se analizan producciones que
construyeron dos estudiantes, que llamaremos ficticiamente Miguel y Javier, que
cursaban 4° afo basico frente al desafio de responder a ;Qué tan saludables son
las colaciones que traen los estudiantes en un cuarto afo basico de la V region de
Chile? Ambos estudiantes evidencian un aprendizaje estadistico inicial que puede
seguir robusteciéndose. Para mas informacion, consultar Vidal-Szabé et al. (2020).

ANALISIS DE LA REPRESENTACION DE DATOS: EL CASO DE MIGUEL

La representacion de datos que hizo Miguel de 10 anos fue sorpresiva, no solo
por la capacidad de invencién, sino que también por la complejidad intrinseca de
su representacion (ver Figura 5). Miguel presentaba dificultades de lenguaje, lo
cual hacia dificil en ciertas ocasiones entender lo que verbalizaba; por ello, era
participe activo del Programa de Integracién Educativa (PIE) que involucra a un
grupo interdisciplinario de profesionales, entre estos, educadores y educadoras
diferenciales.



Variables estadisticas. Tiene dos variables
en juego, el “tipo de colaciéon” (considera
marcas: ej. McKay, Yuz, entre otros) y
“calidad nutricional de la colacion” que
rotula como “noson” y “sison” (variable
dicotbmica) que muestra si es o no
saludable, respectivamente.

INOTNLIdVD

Contexto. Colaciones del curso, segun
tipo y calidad nutricional de las mismas.

Tipo de representacion de datos. Lista de
datos (usaiconoytextocombinadamente).

Figura 5. Produccién
de Miguel

Cémo representd y como cuantificéd. Dibujé en iconos las categorias de la variable
segun tipo de colacién, sobre cada uno asocia un nimero que da cuenta de su
frecuenciay, bajo este, rotula como “noson” o “sison” como una segunda clasificacion
de los datos.

El trabajo estadistico de Miguel responde al problema sobre lo saludable de las
colaciones a través de dos variables durante el temprano andlisis exploratorio de
datos que realiza. Sin embargo, la lista de datos que construye no tomd en cuenta
todas las colaciones y dificulta comunicar a otros la informacién del comportamiento
de la mayoria de los datos, lo que muestra un proceso estadistico en vias de
consolidacion.
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ANALISIS DE LA REPRESENTACION DE DATOS: EL CASO DE JAVIER

Larepresentacién de datos que hizo el estudiante Javier de 10 afos fue enriquecedora
durante la exhibicién que hizo frente al curso. Javier, al igual que Miguel, consideré
dos variables estadisticas y las relaciond para responder al problema referido a qué
tan saludables eran las colaciones de su curso (ver Figura 6).

Variables estadisticas. Tipo de colacion con
categorias de la variable: “manzanas”, “jugos’,
“galletas”, “barras de chocolate” y “bebida”.
Asimismo, categoriza de acuerdo con la calidad
nutricional de la colacion desde lo “saludable”
hasta lo “muy chatarra”.

Contexto. Colaciones del curso, segin tipo y
calidad nutricional.

Figura 6. Produccion

s . .. ,
© et Tipo de representacion de datos. Lista de datos

(parte izquierda de su produccion)y una escala con
cinco niveles (parte derecha de su produccion).

Cdémo representd y como cuantificé. Dibujoé en iconos cada colacién en forma lineal
rotulando la categoria de la variable de manera textual. Asocia a cada categoria de
la variable un nivel en la escala que se relaciona con la calidad nutricional de dichas
colaciones. Notar que la frecuencia de cada una de las categorias de las variables
esta representada aproximadamente a través de la longitud que alcanza el conjunto
de datos dibujados como iconos de manera horizontal.

El trabajo estadistico de Javier es completo, en el sentido que activé todos los
procesos estadisticos requeridos para dar respuesta al problema —por ejemplo,
procesar datos y construir una representacion adecuada para realizar el andlisis y dar
respuesta a la pregunta central— evidenciando un razonamiento estadistico robusto
como el de coordinar dos variables estadisticas, de acuerdo con la variabilidad de
los datos y cuantificar adecuadamente en el contexto de los tipos de colaciéon y su
respectiva calidad nutricional.



EL CICLO PPDAC: UN MODELO PARA ENSENAR'Y
APRENDER ESTADISTICA

Propuesto por Wild y Pfannkuch hace mas de 21 afos, el ciclo investigativo PPDAC
—acrénimo de Problema, Plan, Datos, Andlisis y Conclusiones (ver Figura 7)— es
una de las cuatro dimensiones del pensamiento estadistico en una investigacién
empirica. Este ciclo “describe los procedimientos a través de los cuales un estadistico
trabaja y lo que el estadistico piensa para aprender mas en la esfera del contexto”
(Pfannkuch y Wild, 2004, p. 41).

Figura 7. Esquema del ciclo PPDAC extraido de Vidal-Szabé et al. (2020).

Tal fue el impacto de la investigacion de Wild y Pfannkuch (1999) que este ciclo
ha servido de modelo de ensefianza para abordar el aprendizaje estadistico desde
los primeros niveles escolares. Por lo tanto, si se quiere generar un ambiente de
aprendizaje estadistico adecuado, entonces se debe animar a los estudiantes a
indagar mediante una interrogante y asi despertar la necesidad de obtener datos.
Esto genera una activacién de las fases del ciclo PPDAC, dotando de sentido a
la evidencia basada en datos por medio del contexto, con el fin de dar alguna
respuesta que se aproxime a la solucion frente a la interrogante inicial y asi levantar
una conclusion pertinente (Cf., Vidal-Szabé et al., 2016).
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NUMEROS, DATOS E INFORMACION EN CONTEXTO: DIFERENCIAS
CONCEPTUALES

Existe diferencia entre los conceptos de “datos” y “nimeros”. Los datos estan
enmarcados en al menos una variable estadistica, mientras que los nimeros son
entidades abstractas pertenecientes a un mismo sistema numérico, por ejemplo,
el sistema numérico de los numeros naturales. Ademds, los numeros estan
desprovistos de contexto en la aritmética, mientras que los datos poseen un
contexto intrinsecamente dada la variable estadistica.

Por otro lado, se suele confundir los conceptos de “datos” e “informacién” porque
estan relacionados durante el trabajo estadistico y porque en el uso cotidiano de
los términos se suelen usar indistintamente. En concreto, el procesamiento de los
datos es lo que proporciona informacién estadistica por medio de una organizacion,
clasificacion, cuantificacion, construccion de representaciones de datos, entre otras
actividades. De ahi que la Estadistica sea definida como la ciencia de aprender desde
los datos; también la ciencia de medir, controlar y comunicar la incertidumbre, segiin
la Asociacion Estadistica Americana (Wild et al., 2018).

En dicho sentido, el contexto de los datos puede facilitar o entorpecer un aprendizaje
estadistico en la medida que se encuentre mas cerca o lejos de la experiencia
personal de los estudiantes en un rol de estadisticos en ciernes. En sintesis, el
contexto de los datos tiene dos roles definidos en la ensefianza: (a) el contexto que
refiere al mundo real de donde surgen los datos, y (b) el contexto que involucra a los
estudiantes en cuanto al conocimiento que poseen frente al contexto de los datos,
ya sea por aprendizaje y/o experiencias.

EJEMPLO DE ENSENANZA PARA LLEVAR A CABO EL CICLO PPDAC

Se define un contexto de interés, el problema y el plan susceptibles de cambio en
el transcurso de la ensefanza. Este punto es relevante, porque el contexto no solo
atafie a los datos (a razén de la variable estadistica propiamente tal), sino también
a los sujetos que procesan estos datos en relacién a su aprendizaje previo y/o
experiencias personales referidas a dicho contexto (Cf., Pfannkuch, 2011; Pfannkuch
et al., 2018).

A) PROBLEMA. Supongamos que los estudiantes no se conocen tan bien
dentro de un curso, frente a lo cual, su profesora decide celebrar todos los
cumpleanos de dicho curso. He ahi el problema: ;Cuandoy cémo celebrar todos
los cumpleanos del curso? Esto ya supone disefar un plan conjunto porque
esta latente la necesidad de recolectar datos para responder al problema.

31 Revisar la siguiente clase publica, cuyo foco fue la argumentacion estadistica a partir de la comparacién entre
dos diagramas de puntos: https:/www.sumoprimeroenterreno.cl/clasepublica3/



B) PLAN. Este debe considerar una planificacion que contempla el sistema de
medida, el sistema de registro, el manejo de los datos, entre otros aspectos.
Interrogantes como las siguientes pueden encauzar el plan: ;Cémo obtener
los datos reales? ;Como registrarlos? ;Coémo organizarlos? En el ejemplo,
el plan supone buscar respuestas a ;Como se podria obtener las fechas
de cumpleafios (o de nacimiento) de cada estudiante?, ;Cémo se podrian
registrar? Por ejemplo, si alguien esta de cumpleanos el 21 de septiembre, se
registra como ¢21-09, 21-sept, 21 de septiembre, dia 21 del mes 09 u otra
opcion?, ;Como se podrian organizar las fechas de cumpleaios? En la situacién
propuesta: por fecha del mas préximo al mas lejano, por mes sin considerar
los dias, por cada tres meses y considerando el orden de los dias u otra
opcidén. Las decisiones efectuadas en el plan pueden sufrir cambios, porque
se busca optimizar el proceso. Dado ello, los pilotajes son importantes, lo cual
se traduce, por ejemplo, en probar con un pequefio grupo de estudiantes y
ver como funciona, o bien, evaluar qué otra alternativa puede surgir en el
proceso, de ahi que sea ciclico porque es factible retroceder entre una y otra
fase en el ciclo PPDAC.

C) DATOS. En esta fase del ciclo PPDAC se empieza con mayor fuerza la
exploracion que conlleva a observar cémo varian los datos entre si, pueden
levantar algunas categorias de la variable en cuestién, se vislumbran algunas
regularidades, entre otros aspectos. También es posible interrogar si acaso
existe alguin dato invalido (alguna fecha mal escrita, por ejemplo en el formato
dia-mes, 09-21 en vez de 21-09), si estan todos los datos necesarios, si
todos tienen el mismo formato de registro consensuado en el plan para ser
procesados (algunos tal vez registraron, por ejemplo, nacié el 21 de septiembre,
en vez de 21-09), ;Es necesario tener otros datos por individuo?, ;Todos y
todas celebran sus cumpleafios, tal vez algunos(as) por motivos religiosos no
lo hacen? Entre otras interrogantes que se pueden hacer durante el proceso.

D) ANALISIS. En esta fase, se comienza un procesamiento de los datos que
puede involucrar procesos de representacion y/o de obtencion de medidas
de resumen (por ejemplo, nociones de centralidad, dispersion, forma de los
datos organizados), de tal modo que los procesos de visualizacién pueden
ser mejorados para extraer informaciéon del comportamiento de los datos.
En esta fase es importante que nifas y nifos puedan levantar sus propias
representaciones (p.e., textos lineales, listas, tablas, graficos, u otras que
inventen creativamente) porque ello permitird aprender sobre una y otra
forma de representar para asi consensuar alguna manera 6ptima que
permita responder adecuadamente al problema inicial. Se puede preguntar
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si acaso la representacion construida permite responder al problema y por
qué, para promover la interpretacién de sus propias representaciones y sus
alcances de lectura, teniendo presente el contexto. Respecto al ejemplo, se
puede preguntar: ;Cada cuanto celebrarian los cumpleanos del curso?, ;Qué
ocurrirad con los cumpleafos que estan en vacaciones de verano e invierno?,
¢Cuantas celebraciones se haran?, ;Sera conveniente hacer hartas o pocas
celebraciones?, ;Qué dicen los datos?, entre otras preguntas.

E) CONCLUSION. Consiste en dar respuesta al problema en virtud del anélisis que
se realizd sobre el comportamiento de los datos. La conclusion es una alternativa
de solucién y/o una respuesta plausible al problema que puede ser evaluada por
nifas y ninos participes del ciclo PPDAC como ensefanza, porque puede haber
conclusiones que no sean coherentes al comportamiento de los datos, o bien,
conclusiones que posiblemente no podrian llevarse a la practica u otras que se
alejan de la evidencia que aportan los datos que se tienen en ese momento.
En este sentido, es una buena oportunidad para desarrollar las habilidades de
comunicar y argumentar en base a los datos recabados y procesados por los
mismos estudiantes, integrando el conocimiento contextual que también se
fue desarrollando en el transcurso del ciclo PPDAC llevado a cabo. En esta fase,
también se pueden dejar otras interrogantes producto del analisis exploratorio de
datos que se efectud. En el ejemplo, tal vez sea mas oportuno una actividad como
el amigo(a) secreto(a) que la celebracion del cumplearfios para que los estudiantes
se puedan conocer mejor entre si, dado por la distribucién de las fechas de
cumpleanos que se tiene a lo largo del ano escolar, suponiendo que quedan
varios fuera del ano escolar o que caen en dias feriados o que simplemente haya
estudiantes que no celebran su cumpleafios por motivos religiosos o familiares.

A partir de un problema auténtico con datos reales, el ciclo PPDAC contribuye a
dar sentido a los datos y fomentar la alfabetizacion y el razonamiento estadistico
de manera fluida, los estudiantes utilizan terminologia estadistica para precisar
su comunicacion con otros, leen sus representaciones de datos y la de los otros
compaferos y companeras para comprender mas, disciernen mas profundamente
al combinar lecturas de distintas representaciones de datos, pueden desarrollar
una actitud de escepticismo frente a conclusiones débiles producto de la evidencia
recabada, entre otros aspectos. También, nifias y nifios podran conectar nociones de
centralidad (por ejemplo, mes en que la mayoria esta de cumpleafios) con nociones
de dispersion (por ejemplo, meses en que estan de cumpleanos los estudiantes,
¢Seran todos los meses del afio o solo algunos? Y ;Cémo varia?), activando asi un
razonamiento estadistico temprano (e.g., Estrella y Vidal-Szabé, 2017; Makar y
Fielding-Wells, 2011).



UNA PANORAMICA CURRICULAR

CURRICULO ESTADISTICO CHILENO

Segun la Tabla 1, en 1°y 2° ano basico, se hace énfasis a la recoleccién y registro de
pocos datos con el fin de responder preguntas estadisticas. A su vez, se fomenta la
organizacién y construccién de representaciones de datos tales como pictograma,
tablas de conteo, tablas de frecuencia y graficos de barras simples. Mientras que
en 3° y 4° ano basico se espera que los estudiantes puedan diseiar y aplicar
encuestas para clasificar, organizar y analizar un conjunto de datos un poco mayor
que la cantidad de datos que se manejan 1° y 2° afio basico. Igualmente, se sigue
construyendo representaciones de datos, ahora incorporando el uso de escalas en
graficos. En 4° afo basico se espera que los docentes puedan ir incorporando el uso
de softwares educativos para procesar datos de manera digital.
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Tabla 1. Objetivos de aprendizaje considerados para el eje tematico Datos y Probabilidad

de 1° a 4° ano basico desde MINEDUC (2012).

1° afo
OA19. Recolectary
registrar datos para
responder preguntas
estadisticas sobre si
mismo y el entorno,
usando bloques,
tablas de conteo y
pictogramas

OA20. Construir,
leer e interpretar
pictogramas

Niveles de Educacion Basica

2° afno
OAZ20. Recolectar y
registrar datos para
responder preguntas
estadisticas sobre
juegos con monedas
y dados, usando
bloques y tablas de

conteo y pictogramas.

OAZ21. Registrar

en tablas y graficos
de barra simple,
resultados de juegos
aleatorios con dados
y monedas.

OA22. Construir,
leer e interpretar
pictogramas con
escala y graficos de
barra simple.

3° ano
OA23. Realizar
encuestas y clasificar
y organizar los datos
obtenidos en tablas
y visualizarlos en
graficos de barras.

OAZ24. Registrar

y ordenar datos
obtenidos de juegos
aleatorios con dados y
monedas, encontrando
el menor, el mayory
estimando el punto
medio entre ambos.

OA25. Construir,
leer e interpretar
pictogramas y
graficos de barra
simple con escala, en
base a informacion
recolectada o dada.

OA26. Representar
datos usando
diagramas de puntos.

4° ano
OA25. Realizar
encuestas, analizar
los datos, comparar
con los resultados de
muestras aleatorias,
usando tablas y
graficos.

OA26. Leer

e interpretar
pictogramas y
graficos de barra
simple con escala,
y comunicar sus
conclusiones

OA27. Realizar
experimentos
aleatorios ludicos y
cotidianos, y tabular y
representar mediante
graficos de manera
manual y/o con
software educativo.
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Ademas, es posible reconocer cémo algunos objetivos de aprendizaje (OA)
progresan. Por ejemplo: OA19 de 1° aio basico progresa al OA20 de 2° aino basico,
luego se progresa al OA23 de 3° ano basico y se sigue con el OA25 de 4° afo
basico. Igualmente, ocurre una progresion con los OA20 de 1° afno basico, OA22
de 2° afno basico, OA25 de 3° afio basico y OA26 y OA27 de 4° ano basico. Estas
progresiones son importantes para el diseno de la enseianza estadistica porque
una misma actividad puede complejizarse en relaciéon con el nimero de datos, con
el tipo de representacién y con los transitos representacionales que pueden ser
intencionales y progresivos en complejidad.

Como se puede examinar, el curriculo estadistico para los primeros cuatro
afos escolares provisto por MINEDUC (2012) en el sector Matematica, es una
propuesta que puede dialogar con el ciclo PPDAC, aunque requiere atender adn
mas las primeras fases: Problema, Plan y Datos. Por otro lado, hay un énfasis en la
construcciéon de distintas representaciones, lo cual supone avanzar en el manejo y
andlisis exploratorio de los datos y en la comunicacion mediante argumentos con
ideas estadisticas, en base a datos en contextos de interés para nifias y nifos.

En seguida, se revisan algunas actividades propuestas por los libros del estudiante
para 1°, 2°, 3° y 4° afo basico del programa Sumo Primero en Terreno, y se realiza
un analisis de los objetivos de aprendizaje relacionados con la estadistica desde el
curriculo chileno.



ACTIVIDADES ESTADISTICAS PARA 1° ANO BASICO

Se muestra una actividad del libro del estudiante para 1° afio basico con el propédsito
de abordar la representacion de datos mediante una tabla de conteo y un pictograma
(sin escala). La tarea estadistica es obtener informacion desde la interpretacion de
distintas representaciones para contestar preguntas de interés, por medio de la
organizacién de los datos por categorias y el registro del conteo mediante tarjas en
una tabla y su equivalente con iconos (o simbolos) en un pictograma que tiene por
clave 1 unidad por cada dato.

Figura 9. Introduccion de la actividad estadistica (Isoda y Estre-

lla, 20204, p. 71)

A partir de la Figura 9, se introduce la actividad que consiste en completar la tabla
de conteo (ver Figura 10). La tabla de conteo ya tiene los encabezados superiores,
esto es, “Aves” (variable estadistica en juego, cualitativa nominal) y “Cantidad”
(frecuencia de cada una de las categorias de la variable). Notar que las “Aves” ya
tienen dos categorias: gallina y pollito (representados como dibujo). La tarea es
hacer tantas tarjas en la celda correspondiente de la tabla de conteo de la Figura 10,
como gallinas y pollitos observa en la Figura 9.
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Figura 10. Tabla de conteo (Isoda y Estrella, 2020a, p. 71)

La siguiente tarea consiste en completar el pictograma horizontal propuesto, con
un titulo que refleje lo que se esta representando. El titulo podria ser “Aves en
el gallinero de la abuela de Poli”. Las preguntas, bajo el pictograma, orientan la
interpretacién, en tanto se identifican las frecuencias de las categorias de la variable
(cantidad de gallinas y pollitos) como también se reconoce si la mayoria corresponde
a pollitos y por qué.

Figura 11. Pictograma (Isoda y Estrella, 20203, p. 71)




Estas actividades potencian el uso y caracteristicas de la tabla de conteo y del
pictograma, y se contribuye a la identificacién de la variable estadistica. Tomar
en cuenta que la tabla de conteo es una representacién que organiza los datos
pertenecientes a la misma categoria de la variable en columnas, o bien, filas mediante
tarjas o marcas idénticas que representan una unidad. Mientras que el pictograma
es una representacion que organiza los datos a través de un Gnico icono (o simbolo)
que se vinculan al contexto de los datos, y cada icono puede representar uno o mas
datos, lo cual lo designa la clave:

(o)

El transito de la tabla de conteo al pictograma es el que potencia esta actividad
en ninas y ninos, lo cual da cuenta de una adquisicién progresiva del sentido del
dato, que incluye, entre otros aspectos, valorar el uso de representaciones para
comprender un fendmeno y responder preguntas que requieren de datos para ser
respondidas. Durante dicho transito, la precaucion que deben tener nifias y nifios es
no perder o agregar datos que no correspondan, en este caso, a la cantidad de aves
gue se observan en la Figura 9; ademas que el tamano del simbolo en el pictograma
sea el mismo (punto rojo de la Figura 11), al igual que el espacio entre estos y su
alineacién horizontal, pues de no cumplir con ello se desvirtuard la comparacién
entre las frecuencias.
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ACTIVIDADES ESTADISTICAS PARA 2° ANO BASICO

A continuacién, se exhibe una actividad del libro del estudiante para 2° afio basico
que trata la representacion de datos: una tabla de frecuencias y un pictograma con
escala. En relacion a laimagen (Figura 12), hay que identificar a los distintos tipos de
insectos y su cantidad respectiva, en este caso, 11 abejas, 10 hormigas, 3 zancudos
y 6 madres de la culebra.

Figura 12. Introduccidn de la actividad estadistica
(Isoda y Estrella, 2020b, p. 48).



Después, se pide a nifas y nifos registrar el nimero de insectos en una tabla de
conteo predisefiada (ver Figura 13).

Figura 13. Introduccion de la actividad (Isoda y Estrella, 2020b, p. 48).

Luego, se les solicita a los estudiantes completar un pictograma con escala
predisefiado (ver Figura 14). A partir de la tabla anterior (ver Figura 13), escribir un
titulo adecuado (por ejemplo: “Numero de insectos de la imagen”), después se pide
responder algunas preguntas referidas a los insectos que son mayoria, minoriay una
comparacién entre la cantidad de abejas y hormigas.

Figura 14. Pictograma con eje vertical graduado 1 en 1 (Isoda y Estrella, 2020b, p. 48)

Notar que el pictograma con escala presenta un eje vertical que esta graduado con
escala de 1 en 1; ademas se especifica que la clave es el simbolo X que representa
1 insecto (dato). Se sigue trabajando el transito desde una representacién (tabla de
conteo) a otra (en este caso, pictograma con escala), en que la complejidad en la
representacion aumenta progresivamente para el caso del pictograma porque en 2°
ano basico ya puede presentar un eje graduado con escalade 1 en 1,2 en 2, 3 en
3, y asi, dependiendo de la cantidad de datos que tenga la actividad estadistica de
representacién. Esta transicién es posible de visualizar en la Figura 15.
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Figura 15. Transito de pictogramas sin escala a unos con escala (Estrella y Estrella,

2020, p. 24).

En la actividad para 2° afo basico presentada anteriormente, la precaucién que
deben tener nifas y nifos es no perder o agregar datos que no correspondan, en
este caso, a la cantidad de insectos que se observan en la Figura 12. Igualmente,
el tamano del simbolo X debe conservarse, también el espacio entre estos y su
alineacién vertical, pues de no cumplir con ello se desvirtuara la comparacién entre
las frecuencias en el pictograma a completar de la Figura 14.

ACTIVIDADES ESTADISTICAS PARA 3° ANO BASICO

La siguiente actividad del libro del estudiante para 3° afo basico aborda la
representacion de datos: graficos de barras con escala. En la Figura 16 hay que
identificar las distintas frutas preferidas por un grupo de personas en el contexto de
venta de una familia.

Figura 16. Introduccion de la actividad estadistica (Isoda y Estre-

lla, 2020c, p. 57).

Dado que la cantidad de personas que prefieren las frutas es sobre 10 hasta 26
personas, es posible realizar un grafico de barra con escala para representar los
datos de una manera mas sintética, en que el eje vertical que esta rotulado como
“nimero de personas” considera una escala de 2 en 2, la cual hay que completar
hasta 30 (ver Figura 17). La altura de la barra azul correspondiente a la frecuencia
de personas que prefieren sandia llega hasta 14 que corresponde a lo que se indica
en la tabla de la Figura 16.



Figura 17. Introduccién de la actividad estadistica (Isoda y Estrella, 2020c, p. 57).

Es relevante considerar durante la enseianza que en ocasiones los estudiantes
pueden realizar barras inadecuadas, segun la Agencia de Calidad de la Educacion
(2016). Por ejemplo, dentro de los errores de disefio en un grafico de barras se
evidencia barras de distintas dimensiones y no siempre paralelas al eje vertical (ver
Figura 18) como también barras juntas o sin separacion entre estas (ver Figura 19).
De hecho, la Figura 4 presenta estos dos errores combinados en 4° afio basico.

Figura 18. Error en el ancho distinto de barras Figura 19. Error en barras azules que se construyen

azules construidas (Agencia de Calidad de la sin separacion entre si (Agencia de Calidad de la
Educacién, 2016, p. 89). Educacién, 2016, p. 90).

Es por ello que es importante el uso de hojas cuadriculadas para orientar el diseio del
trazado de lineas con alguna herramienta (por ejemplo: regla, escuadra, entre otros)
y del coloreo de las barras. El grafico de barras simples es una representacion de
datos que permite comparar frecuencias, esta constituido por barras rectangulares
de igual ancho como base y conservan la misma distancia de separacién entre si
y tienen largos como alturas variables y proporcionales a las frecuencias que
representan, lo cual es relativo al eje graduado con una escala determinada.
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ACTIVIDADES ESTADISTICAS PARA 4° ANO BASICO

La actividad que viene es del libro del estudiante para 4° afio basico que contempla
la representacion de datos: tabla de frecuencia y grafico de barras simples. La
Figura 20 exhibe un inventario de los libros que se solicita hacer, por medio de
representaciones de datos.

Figura 20. Introduccion de la actividad estadistica (Isoda y Estrella, 2020d, p. 73).

Esta actividad supone identificar los distintos tipos de libros que existen (observando
color y/o materia) y la cantidad que se tiene para cada uno en el estante, lo cual
permite completar la tabla de frecuencia sugerida. Luego de ello, se establece un
grafico de barras de forma horizontal para completar con el titulo (por ejemplo:
“Libros sobre animales chilenos”, segtin el contexto de esta actividad), completar
con las categorias de la variable (tipos de libro) y construir las barras horizontales
(con igual ancho y con largos proporcionales a las frecuencias de cada categoria de
la variable que representa). El orden de las categorias de la variable puede hacer
variar el grafico, para lo cual se sugiere establecer un criterio (por ejemplo: orden
alfabético, orden segun frecuencias de mayor a menor, o bien, de menor a mayor).

Notar que el grafico de barras es una representacién mas abstracta que el pictograma.
El transito desde una representacion (pictograma) a otra (en este caso, grafico de
barras simples), supone una complejidad gradual que se espera adquirir en 4° afio
basico de manera mas afianzada (ver Figura 21)



Figura 21. Transito de Pictogramas con escala a Graficos de barras simples

(Estrella y Estrella, 2020, p. 24).

Tal como lo reporta la Agencia de la Calidad (2019), un error habitual en la lectura
de pictogramas es obviar la clave, esto es, saber cuantos datos representa el icono
(o simbolo). En el ejemplo de la Figura 22, se da una respuesta errénea por el conteo
del nimero de botellas del 3° afio basico (8 botellas), sin considerar que cada icono
de botella representa 10 botellas, por lo que la respuesta correcta es 80 botellas
recicladas.

El siguiente pictograma muestra la cantidad de botellas plasticas
que cada curso reciclé durante una campana ecolégica:

Botellas recicladas por cada curso

1° basico

2° basico

3° basico

4° basico

= 10 botellas

¢Cuantas botellas plasticas reciclé el 3° basico?

Figura 22. Ejemplo extraido de Agencia de Calidad de la educacion (2019, p. 38).
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CONSIDERACIONES FINALES

Ensefnar estadistica es un desafio que como docentes debe suponer un tratamiento
distinto respecto a la ensefnanza de la matematica, pues son disciplinas distintas.
En este capitulo se hizo una revisidon de las distintas representaciones que hacen
estudiantes de 1° a 4° ano basico y, en particular, se revisaron dos casos que
evidencian la inventiva, funcionalidad y aprendizaje estadistico, en base al diseio
de sus propias representaciones de datos. Ello permitié valorar el pensamiento
en acciéon de los estudiantes frente a una actividad que produjo aprendizajes
significativos a través del uso de sus propias colaciones fotografiadas que trajeron
en un dia cualquiera a su escuela.

También, en este capitulo se discutieron algunas diferencias conceptuales entre
datos y numeros, también entre datos e informacién. Dichas diferencias pueden
precisar la ensefanza estadistica y dotar de mas importancia al contexto de los datos
y al conocimiento contextual que poseen los estudiantes al respecto. En ese sentido,
para operacionalizar una ensefianza estadistica adecuada, que puede significar mas
de una sola sesién de clase, es oportuno considerar el ciclo investigativo PPDAC, ya
gue este simula en parte el trabajo estadistico, lo cual hace que la ensefianza pueda
ser mas cercana y funcional a los escolares en proceso de alfabetizarse y de razonar
tempranamente en este ambito. Por ejemplo, las representaciones de datos que se
caracterizaron al principio de este capitulo son evidencias de cdmo nifas y nifnos
pueden construir sus propias representaciones a partir de datos reales y buscar
respuesta a ;Qué tan saludable son nuestras colaciones? Esta mirada pragmatica
hace, en parte, que los aprendizajes estadisticos puedan ser mas significativos.

Como proyeccién, se espera que las profesoras y los profesores puedan hacer
uso del ciclo PPDAC como un articulador entre varias asignaturas, por ejemplo,
conectando la estadistica a la ciencia, a la educacion fisica, a la geografia, entre
otras; y asi abordar la estadistica durante el afio escolar y no necesariamente al
final, para vincular con tiempo actividades estadisticas con tematicas relacionadas
con el trayecto formativo de nifias y nifios, potenciando herramientas matematicas
como el conteo, el orden, la clasificacién légica, la comparacién numérica, entre
otros contenidos implicados en el quehacer estadistico temprano.
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El pensamiento algebraico
en la resolucion de

ecuaciones e inecuaciones
de un paso

CARLOS CAAMANO-ESPINOZA

Pontificia Universidad Catodlica de Valparaiso

INTRODUCCION

Se sabe que los egipcios fueron los primeros que desarrollaron algunos conceptos
algebraicos elementales (s. XVI a. C.), con el objeto de poder resolver problemas
reales que tenian que ver principalmente con la reparticiéon de cosechas, y que
después extendieron y generalizaron a diversos tipos de reparticiones. A partir de
estos conceptos, se ha investigado que fueron capaces de crear un método para
resolver ecuaciones de primer grado, y como no tenian notacién simbélica, utilizaron
un jeroglifico para designar la incégnita, lo que le otorgd un grado importante de
formalizacién matematica a dicho método.

El desarrollo histérico del Algebra muestra que la construccién del lenguaje
simbdlico que se usa actualmente, fue muy lenta y dificultosa, con algunos periodos
de mejoramiento progresivos y otros mas pausados, lo que explicaria por qué el
aprendizaje de este lenguaje sigue siendo dificultoso para algunos estudiantes.

Ahora, con una mirada mas experta desde la Didactica de la Matematica, en su
desarrollo como disciplina cientifica experimental, se ha podido establecer que la
ensefianza tradicional del Algebra no favorece la comprension de los aprendizajes de
los estudiantes. Lamentablemente, se ha comprobado que esta situacion continda
predominando en algunos niveles del sistema educativo, ademas no siempre se
relaciona el Algebra con otras ramas de la Matematica, por ejemplo con la Geometria,
lo que permitiria visualizar y comprender no solo conceptos, sino también ciertos
procedimientos algebraicos. Por esta razén, hoy adquiere una importancia muy



significativa la introduccion temprana del desarrollo del pensamiento algebraico,
a partir del pensamiento relacional desde los primeros niveles de escolaridad, tal
como se ha ido demostrando en diversos estudios recientes sobre esta linea de
investigacién conocida como “Algebra Temprana” (Early Algebra). Esta propuesta
entrega una orientacién que fomenta la forma de actuar con objetos, relaciones,
estructuras y situaciones matematicas, que permite que los estudiantes puedan
lograr los aprendizajes algebraicos requeridos, tanto para la preparacién de
su continuacién de estudios en la educacién secundaria, como para su mejor
desempenfo en la vida adulta (Kaput, 1999; Molina, 2009).

Por otra parte, se destaca también la importancia del uso del pensamiento
relacional en situaciones de igualdad, que es un tema que hoy esta siendo objeto de
investigacién en estudiantes de los primeros niveles de escolaridad, ya que implica
tener una visién relacional del signo igual entendido como equilibrio y centrarse
en las relaciones existentes entre las operaciones aritméticas y sus propiedades
fundamentales, en lugar de considerarlo Unicamente en el calculo (Fernandez e
Ivars, 2016).

En resumen, seguin Castro y Molina (2007), para trabajar con el Algebra Temprana,
se considera que los docentes de los primeros niveles escolares promuevan el
desarrollo progresivo del pensamiento algebraico. Ellos deben procurar que sus
estudiantes comprendan laimportancia que tienen las propiedades, los patronesy las
relaciones que estan presente en cualquier actividad matematica y que caracterizan
este tipo de pensamiento. Lo fundamental es que esta forma de pensar favorezca
la comprensién de conceptos, por sobre los aspectos procedimentales involucrados
en el trabajo algebraico. Especificamente, existe consenso entre los investigadores
en promover un acercamiento estructural del Algebra con la Aritméticay su relacién
con la Geometria.
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CONCEPTOS MATEMATICOS Y ESTRATEGIAS
DIDACTICAS ESPECIFICAS DE ENSENANZA

De acuerdo con Schlieman (2011), el algebra temprana esta directamente
relacionada con nuevos enfoques sobre la Aritmética, el Algebra y su relacion
entre estas, aclarando que ciertas ideas, técnicas y representaciones son comunes
a ambas. Entre las ideas centrales de este capitulo se considera que, en los
primeros niveles escolares los estudiantes puedan describir y registrar la igualdad
y la desigualdad como equilibrio y desequilibrio, respectivamente. Para esto, se
propone trabajar en lo posible con una balanza tradicional concreta o una pictérica,
como lo haremos aqui, para continuar con una representacion simbdlica de una
igualdad y una desigualdad, partiendo en primero basico con los nimeros del O al
20 y usando los simbolos “=", “>" 6 “<”. Esto va a permitir que en este nivel, solo
de manera intuitiva, que es la que corresponde, los estudiantes se familiaricen
con estas “relaciones” de equivalencia y de orden, respectivamente, iniciando de
esta manera el desarrollo de su pensamiento relacional, ya que es precisamente
la presencia del concepto de “relacién” el que establece una de sus principales
diferencias entre el pensamiento algebraico y el pensamiento aritmético. Otro
importante uso del pensamiento relacional estd orientado a considerar las
expresiones aritméticas y ecuaciones de manera global, en su totalidad, y no solo
como procedimientos que han de realizarse paso a paso.

Posteriormente, se usa otro tipo de representacion pictorica, por ejemplo, formando
columnas de bloques cubicos, con distintos casos de comparaciones numeéricas, y
se realiza la confirmacién o verificacion de las relaciones de igualdad y desigualdad
especifica, como relaciones de equivalencia y de orden, respectivamente, con el uso
de la simbologia correspondiente, tal como se presenta en la siguiente figura:

Figura 1. Situaciones pictorico-simbdlicas de comparacion numérica




Y como estrategia, se presentan ciertas igualdades y desigualdades que tengan
la misma secuencia légica anterior, pero solo con expresiones aritméticas que
contengan adicion y sustraccién. En este caso, se hace necesario, primero, que los
estudiantes reconozcan y escriban el simbolo correspondiente de cada relacién,
y segundo, que puedan determinar el (o los) nimero(s) que falta(n) para que la
respectiva expresion sea una igualdad o desigualdad.

De esta forma se debe intentar que los estudiantes sean capaces de “descubrir” que
una ecuacién de un paso, como las que se van a trabajar a continuacién, corresponde
a una igualdad entre dos expresiones, en la cual hay valores conocidos y valores
desconocidos y que obviamente se puede resolver en un solo paso. De esta forma
podran identificar el valor desconocido como incégnita o variable, el que se puede
representar inicialmente con figuras geométricas, tal como se plantea en la figura
del Libro del Estudiante Sumo Primero 3° Basico (Isoda y Estrella, 2020a), que se
presenta a continuacion:

Figura 2. Tarea matematica (Isoda y Estrella, 20203, p. 25)

Ademas, los estudiantes se dardn cuenta que resuelven una ecuacién, cuando
encuentran el valor de la incognita, es decir, cuando determinan el valor que hace
verdadera la igualdad.

Analogamente, se puede establecer que una inecuaciéon de un paso, como las
que se presentardn posteriormente, corresponde a una desigualdad entre dos
expresiones, en la cual también hay valores conocidos y valores desconocidos y
que también se pueden resolver en un solo paso. Y el(los) valor(es) desconocido(s)
sigue(n) llamandose incégnita o variable, que también se puede(n) representar por
ahora, en este nivel, con figuras geométricas. Se resuelve una inecuacién cuando
se encuentra o determina el(los) valor(es) de la incégnita o variable que hace(n)
verdadera la desigualdad.
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ESTRATEGIAS CON TAREAS MATEMATICAS
MODELADORAS Y PROPUESTA DE RECURSOS
DIDACTICOS ESPECIFICOS

Se inicia este apartado con la presentacion de algunas estrategias didacticas
especificas y diversas, de cémo abordar la ensefanza para el aprendizaje de las
relaciones de igualdad y desigualdad en primero y segundo basico, junto a su uso en
la resolucion de tareas matematicas, en forma concreta, pictérica y simbdlica.

Las igualdades y desigualdades son unas de las primeras experiencias en el
pensamiento algebraico para los estudiantes, en el que se introducen las nociones
elementales de algunas relaciones importantes entre objetos matematicos. En
particular, es necesario insistir que en investigaciones recientes se ha establecido
gue la comprension del signo “igual” es fuente de dificultades para los alumnos,
desde los primeros niveles educativos (Molina, 2006), ya que inician su formacion
matematica escolar con una tendencia a considerarlo solo como un simbolo
operacional, debido a su experiencia con actividades de adicion y sustraccién. La
ensenanza tradicional de este simbolo refuerza esta concepcion operacional, la cual
se mantiene estable a lo largo de los afos y no suele ser desafiada hasta el posterior
aprendizaje del Algebra, cuando se lo presenta como una relacién de equivalencia,
que es lo que ahora se intenta revertir.

Porlo tanto, una de las razones fundamentales por las cuales es importante el trabajo
con tareas matematicas, que presenten la existencia o no de la relacién de igualdad,
desde los primeros cursos educativos, es que ayudan a superar las dificultades que
tendran los estudiantes en los siguientes niveles, cuando deben enfrentarse a la
resolucién de ecuaciones e inecuaciones de un paso.

Son diversas las actividades con igualdades y desigualdades que se pueden llevar
a cabo en primero basico y para promover su desarrollo es conveniente emplear
distintos sistemas de representacién: concreto, pictdrico y simbdlico. Por ejemplo,
comprender e identificar una igualdad como un equilibrio en una balanza de dos
brazos (horizontal): consiste en que los estudiantes relaten con sus propias palabras
que, a partir del equilibrio que se produce, se puede identificar una igualdad en la
cantidad de objetos repetidos en ambos lados (platillos) de ella. En particular, las
actividades del Texto del Estudiante Sumo Primero 1° Basico Tomo 2 del Ministerio
de Educacién de Chile (MINEDUC), son propicias para que los estudiantes expliquen
esta situacion, tal como se muestra en la Figura 3.



PROBLEMA 1

Una pregunta relevante para el desarrollo
del pensamiento algebraico en una
igualdad, que complementa el problema
anterior, es: ;Qué ocurriria si de ambos
platillos de la balanza saco, o agrego, la
misma cantidad de objetos?

Figura 3. Relacién entre equilibrio e igualdad
(Isoda, 2020, p. 47)

Ahora, con respecto a la desigualdad, una de las primeras actividades sugeridas
para que los estudiantes la reconozcan y la determinen, es por medio de
las ideas intuitivas de: “mayor que” y “menor que”, usando una balanza en
desequilibrio. Los estudiantes intuyen que cuando la balanza esta inclinada
para un lado, indica que la cantidad representada en ese platillo es mayor
que la cantidad representada en el otro. Se sugiere trabajar con materiales
concretos o representar las cantidades de los platillos pictéricamente, tal como
se muestran en los ejemplos de actividades propuestas por el MINEDUC en el
programa de estudio de primero basico.

PROBLEMA 2
Comparar cantidades por medio de una
balanza y determinar desigualdades.

Figura 4. Relacion entre equilibrio e igualdad

(Isoda, 2020, p. 47)

Es importante que los estudiantes puedan representar verbalmente cuando se
produce un desequilibrio en una balanza, ya que de esta forma se les orienta a
que se aproximen a la nocion de desigualdad. La siguiente actividad del Texto
del Estudiante Sumo Primero 1° Basico Tomo 2 (MINEDUC), es apropiada para
que los estudiantes expliquen esta situacion.
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Algunas preguntas que se
relacionanconestasactividades
son: ¢;qué caracteristicas o
cualidades tienen los objetos
que estdan en la balanza?
;cuantos objetos hay en cada
platillo de la balanza?

Y una pregunta que alude
al concepto de relacion de
desigualdad: ;Cémo podriamos (Isoda, 2020, p. 48)
solucionar un desequilibrio en

una balanza?

Figura 5. Relacion entre equilibrio e igualdad

Ahora, en segundo afno se profundiza el trabajo con las relaciones de igualdad
y desigualdad y se introduce los simbolos: “igual” (=), “mayor que” (>) y
“menor que” (<). El desarrollo de tareas matematicas (TMs) de comparacién
de cantidades, representadas pictéricamente, puede ayudar a que los
estudiantes logren establecer estas relaciones y, posteriormente, realicen sus
representaciones simbdlicas.

El trabajo con una balanza pictérica se hace fundamental para comparar y
determinar igualdades y desigualdades. Los estudiantes deben ser capaces de
relacionar lainclinacién del desequilibrio con la cantidad mayor. Es importante
que los estudiantes registren simbdélicamente las cantidades pictéricas de
cada platillo de la balanza.

A continuacién, se presenta un problema que pretende que los estudiantes
relacionen y comparen equilibrios con desequilibrios, representados en una
balanza, que puede ser concreta o pictérica, con igualdades y desigualdades,
respectivamente.

PROBLEMA 3

Usando una balanza de Roberval
simplificada, compara lo que ocurre en
los siguientes casos 1y 2, y responde las
preguntas:

Figura 6. Comparacion de equilibrio con

desequilibrio



a. ¢Cual caso representa un equilibrio o igualdad y en cual caso esto no
ocurre; es decir, es un desequilibrio o desigualdad?

b. :Qué podrias hacer para que en ambos casos se represente una igualdad?
Pero que no sea la misma y usa el simbolo “=".

c. ¢Qué podrias hacer para que en ambos casos se represente una desigualdad
distinta? Es decir, que el primer nimero sea “mayor que” el segundo, usando
el simbolo “>” o que el primero sea “menor que” el segundo, usando el
simbolo “<”.

De esta forma los estudiantes podran comprender que el equilibrio en una
balanza puede representar una relacién de igualdad como la equivalencia entre
el nimero de objetos del mismo tipo en cada lado de ellay que el desequilibrio
corresponde a una relacion de desigualdad (como negacién de la igualdad).

Posteriormente, se presenta un problema del Libro del Estudiante Sumo
Primero 2° Basico (Isoda y Estrella, 2020b), en el que los estudiantes deben

escribir la igualdad o desigualdad representada.

PROBLEMA 4

Figura 7. Descubriendo igualdades y desigualdades

(Isoda y Estrella, 2020b, p. 39)

Posteriormente los estudiantes pueden realizar tareas matematicas para
comparar cantidades por medio de representaciones simbdlicas, tales como:
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PROBLEMA 5
Escribe en el cuadrado el simbolo >, < 6 =; cuando corresponda:

Figura 8. Determinando simbdlicamente igualdades y desigualdades

Y ahora, corroborar igualdades y desigualdades es una actividad aconsejable
en este curso educativo. Para desarrollar este tipo de tareas matematicas, los
estudiantes pueden emplear materiales concretos (fichas, semillas, bloques
base diez) o representaciones pictoricas, como en el siguiente ejemplo:

PROBLEMA 6
Corrobora o comprueba las siguientes igualdades o desigualdades, emplea
dibujos o material concreto (fichas):

(1) 11+13<12+13
(2) 22+25>24+21
(3) 37+33=32+38

Por otra parte, uno de los objetos matematicos mas importantes, que requiere de
un grado mayor de adquisicion del nivel de razonamiento matematico por parte
de los estudiantes, y que esta permitiendo “suavizar” la complejidad del Algebra
con relacién a la Aritmética, al término del Primer Ciclo de la Educaciéon Basica, es
precisamente el concepto de “ecuacion de un paso”. Como se sabe, una ecuacion de
este tipo, no siempre tiene solucién en el dmbito de los nimeros naturales, lo que se
constituye en un fundamento relevante para plantear posteriormente, en los cursos
siguientes, las tareas matematicas que permitan que la comprensién del concepto
de “elemento opuesto”, como inverso aditivo, y de esta forma realizar la extension
intuitiva del conjunto de los niimeros naturales al conjunto de los nimeros enteros.
Algo analogo ocurre con la “inecuacién de un paso”, pero claramente con significados
de mayor grado de complejidad aun, ya que aparte de que también podria no tener
solucion en los nimeros naturales, aparece la posibilidad de que la “variable” pueda
tomar mas de un valor numérico o tener “infinitos valores”, como soluciones.



Uno de los aspectos principales por los cuales es importante el trabajo con la
resolucién de ecuaciones e inecuaciones de un paso en tercero y cuarto ano basico,
es que ayuda a superar las dificultades que pueden presentar los estudiantes en su
continuacién de estudios de la Educacién Basica, en la modelaciéon y resoluciéon de
problemas que involucren ecuaciones e inecuaciones lineales, usando razonamiento
directo e inverso, tanto aditivo como multiplicativo.

En tercero y cuarto afno basico los estudiantes deben llegar a describir verbalmente
la ecuacion e inecuacion de un paso, identificando claramente la incégnita o variable,
segln corresponda. Es importante que este trabajo sea con representaciones
pictorico-simbdlicas en sus inicios (figuras geométricas). Ademas, se pretende que
los estudiantes de este nivel puedan ser capaces de resolver un problema mediante
la modelizaciéon de la situacién, planteando la ecuacién o inecuacion, segun
corresponda.

Por esta razén, ahora se presentan algunas estrategias didacticas especificas
de como abordar la ensefanza para el aprendizaje de los aspectos basicos de la
resolucién de ecuaciones e inecuaciones de un paso, en tercero y cuarto ano basico.
En tercero basico son diversas las actividades con ecuaciones de un paso que se
pueden llevar a cabo, usando distintas tareas matematicas en las que esté presente
la relacién inversa que se produce entre la adicién y la sustraccién, de tal forma de
avanzar en la abstraccién y la generalizacidon de conceptos, propia del razonamiento
algebraico. Para tal efecto sugerimos continuar empleando distintos sistemas de
representacion (modelo COPISI).

Lo primero que se pretende es que los estudiantes puedan comprender e identificar
una ecuacién de un paso como una igualdad, que corresponde al equilibrio en una
balanza, tal como se presenta en la Figura 9.

Figura 9. Resolviendo pictérica y simbdlicamente una ecuacion de un paso
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Después de esta resolucion pictérica, nos interesa saber si los estudiantes son
capaces de escribir la ecuaciéon como:

[ J+[15-17]

O mejor aun, “simbdlicamente”:

B+5=7

En este caso es muy importante que el profesor destaque el hecho de que el valor
desconocido pueda estar presente en cualquiera de los dos sumandos (o términos
del primer miembro de la ecuacion). Lo anterior permite que los estudiantes
identifiquen y relaten con sus propias palabras que una ecuacién es una igualdad
que se produce entre dos expresiones en la cual hay valores conocidos y un valor
desconocido llamado incégnita, que puede ser cualquiera de los sumandos y que
por ahora se representara con una figura geométrica, tal como se presenta en el
Libro del Estudiante Sumo Primero 3° Basico (Isoda y Estrella, 2020a):

Figura 10. Definiendo ecuacion de un paso (Isoda y Estrella, 2020a, p. 25)

RESOLVIENDO ECUACIONES

Aqui se espera que los estudiantes comprendan que resolver una ecuacién de un
paso, con razonamiento aditivo (directo e inverso) corresponde a determinar el
valor de la incégnita para que la igualdad se verifique (se cumpla). Es decir, se hace
presente la necesidad de reemplazar en la ecuacién, el valor de la incognita con
el valor concreto encontrado y comprobar la igualdad, lo que es muy importante
para consolidar el aprendizaje. Esto se puede hacer en el ejemplo anterior de
ecuacion, representada por una balanza en equilibrio, ya que basta hacer uso de la
descomposicion aditiva 17 = 2 + 15, para concluir que el valor de la variable es 2,y
que es la solucion de la ecuacion.

Ahora se propone continuar con la realizacion de tareas matematicas orientadas a
la resolucién de ecuaciones de un paso, como las que se presentan en el Libro del
Estudiante Sumo Primero 3° Basico (Isoda y Estrella, 2020a).



PROBLEMA 7

Figura 11. Resolviendo ecuaciones de un paso (Isoda y
Estrella, 2020a, p. 27).

Con el objeto de entregar una orientacién a los estudiantes para que enfrenten
con éxito su tarea matematica, se sugiere tener presente algunas preguntas
relevantes para el desarrollo del razonamiento algebraico en una ecuacién de
un paso, tales como:

¢Qué ocurriria si se reemplaza la incognita de una ecuacién de un paso por un
valor cualquiera?
¢Qué debo hacer cuando en la ecuacién hay una incégnita con una adicién o
una sustraccién?

Una vez superada esta etapa, el nivel siguiente es aquel en que los estudiantes
se enfrentan a la resolucién de un problema, en el que tengan que determinar
la respectiva ecuaciéon. Es decir, haciendo uso de los datos dados en el
problema, que escriban la respectiva frase matematica, que ahora llamaremos
“modelo matematico”, que corresponde al enunciado y que les permite resolver
el problema. Para tal efecto, también se hace necesario plantear algunas
preguntas orientadoras que se relacionan con la actividad anterior, tales como:

¢Cudles son los datos conocidos y cual es la incégnita en este problema?
¢Cual es la operacién que se requiere para plantear la ecuacién de un paso?
¢Por qué?
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PROBLEMA 8
En el 3° B hay 27 estudiantes. ;Cuantos de ellos pudieron participar en la clase
de Matematica de hoy, si 9 no pudieron conectarse?

ANALISIS DEL PROBLEMA
Variable: nimero de estudiantes que participaron en la clase, que se designa por:

A

Datos conocidos: en el 3° B hay 27 estudiantes y 9 no pudieron conectarse.
Luego, el modelo matematico es:

A 9-27

Y como: 27= 18 + 9, tenemos que: A =18
Por lo tanto, el nUmero de estudiantes que participaron en la clase fue: 18.

Ahora, en cuarto basico, se profundiza el trabajo con las ecuaciones de un paso y
se introduce el concepto de inecuacién de un paso. Para tal efecto existen diversas
actividades con inecuaciones de un paso que se pueden llevar a cabo, usando
nuevamente la relacién inversa que se produce entre la adicién y la sustraccién
y continuar avanzando en la abstraccion y la generalizacién de conceptos para
el desarrollo del razonamiento algebraico por parte de los estudiantes. También
sugerimos emplear distintos sistemas de representacién.

De forma anéloga al trabajo realizado con las ecuaciones de un paso, lo primero es
lograr que los estudiantes puedan comprender e identificar una inecuaciéon de un
paso como una desigualdad, que ya saben que corresponde a un desequilibrio en
una balanza, tal como se presenta en la Figura 12.



Figura 12. Resolviendo pictéricamente una inecuacién

de un paso

Después de esta representacion pictdrica, nos interesa saber si los estudiantes son
capaces de escribirla como:

[ ]+25>30

O mejor aun, “simbdlicamente”:

B +25>30

Lo anterior permite que los estudiantes identifiquen y relaten con sus propias
palabras que una inecuacién de un paso es una desigualdad entre dos expresiones,
que se puede resolver en un solo paso, en la cual hay valores conocidos y valores
desconocidos, llamados incégnita o variable, el(los) que se puede(n) representar con
figuras geométricas, tal como se presenta en el Libro del Estudiante Sumo Primero
4° Basico (Isoda y Estrella, 2020c):

Figura 13. Definiendo inecuacion de un paso (Isoda y
Estrella, 2020c, p. 70)

RESOLVIENDO INECUACIONES

Aqui se espera que los estudiantes comprendan que resolver una inecuacion de
un paso, con razonamiento aditivo (directo e inverso) corresponde a determinar el
valor de la variable para que la desigualdad se verifique (se cumpla). Es decir, se hace
presente la necesidad de reemplazar el valor de la variable, con el valor concreto
encontrado en la inecuacién y comprobar la desigualdad, lo que es muy importante
para consolidar el aprendizaje. Esto lo podran hacer en el ejemplo anterior con
la inecuacién que representa la balanza en desequilibrio del ejemplo anterior, ya
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gue haciendo uso de la descomposicién aditiva 30 = 5 + 25, la idea es que los
estudiantes puedan concluir que la variable puede ser reemplazada por cualquier
numero natural mayor que 5, con lo que se resuelve la inecuacién. Lo que responde
a un tipo de razonamiento algebraico que se espera que los estudiantes puedan
lograr en este curso, es decir, que sean capaces de darse cuenta que esta inecuacion
tiene infinitas soluciones.

Ahora la idea es continuar con la realizacién de tareas matematicas orientadas a la
resolucion de inecuaciones de un paso, como las que se presentan a continuacion.
Para tal efecto, se sugiere que se planteen algunas preguntas que permitan
consolidar el desarrollo del razonamiento algebraico requerido en una inecuacién
de un paso, tales como:

:Por qué en una inecuacion el o los valor(es) desconocido(s) se llama(n) variable?
¢Qué ocurriria si reemplazo la variable de una inecuaciéon de un paso por un valor
cualquiera?

¢Qué debo hacer cuando en la inecuacién hay una variable con una adiciéon o una
sustraccién?

PROBLEMA 9
Resuelve las siguientes inecuaciones, determinando los valores de la variable
para que la desigualdad se cumpla:

1) J+21<25

Figura 14. Resolviendo inecuaciones de un paso.



Finalmente, tal como se hizo con las ecuaciones de un paso en tercero basico, se
pretende que, una vez superada esta etapa en que los estudiantes de cuarto basico
son capaces de resolver inecuaciones de un paso, se transite al nivel siguiente,
en que se enfrenten a la resolucién de un problema, en el que deban comenzar
por determinar la respectiva inecuacion (modelo matematico) y la resuelvan como
va lo han aprendido. Para tal efecto, también se hace necesario plantear algunas
preguntas orientadoras que se relacionan con la actividad anterior, tales como:

¢Cuales son los datos conocidos y cual es la variable en este problema?
¢Cual es la operacién que se requiere para plantear la inecuacién de un paso? ;Por
qué?

PROBLEMA 10
Ledn tiene 24 bolitas. ;Cudantas bolitas debera ganar en el proximo juego para
tener un nimero mayor que el de su hermano Pedro que llegd a 30?

ANALISIS DEL PROBLEMA
Datos conocidos: Ledn tiene 24 bolitas y Pedro que llegé a 30.

Variable: nimero de bolitas que debera ganar Leén para tener un nimero de bolitas
mayor que el de Pedro, que designaremos por:

A

Luego, el modelo matematico es:

A 24530
Y como: 30 = 6 + 24, tenemos que, el problema se resuelve con:
A -7

Por lo tanto, el nimero de bolitas que debera ganar Ledn en el préximo juego es 7.
Pero también podria ganar cualquier otro nimero mayor que 6.
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POSIBLES DIFICULTADES, OBSTACULOS Y ERRORES EN
EL APRENDIZAJE

En este apartado se muestran unos ejemplos de errores comunes que presentan los
estudiantes, relacionados con la comprension de los simbolos “igual” (=), “mayor que”
(>) y “menor que” (<). Aunque cuesta creerlo, alin en cuarto basico los estudiantes
contindan presentando los siguientes errores especificos asociados a sus respuestas
incorrectas a problemas de las pruebas SIMCE y TIMSS de Matematica (Agencia de
Calidad de la Educacién, 2019, p. 24-25):

1. Resuelven inecuaciones como si fueran ecuaciones, tal como se observa en la
siguiente figura:

Figura 15. Resolviendo una inecuacion

(Agencia de Calidad de la Educacion, 2019, p. 24)

Interpretan el signo igual como un indicador del resultado de operacién en el
problema y no como la relacién de igualdad entre dos expresiones equivalentes, tal
como se observa en la siguiente figura:

Figura 16. Resolviendo una ecuacion

(Agencia de Calidad de la Educacion, 2019, p. 25)




Por esta razon adquiere relevancia corroborar igualdades y desigualdades, que
es una actividad indispensable para el desarrollo del pensamiento relacional en
los primeros cursos del sistema escolar. De esta forma los estudiantes podran
comprender, en primer lugar, que el signo igual indica una relacién, de tal modo que
las cantidades que se representan en cada lado de la igualdad tienen el mismo valor
(son equivalentes) y que no solo lo entiendan como un resultado de algo. Es decir,
no logran darse cuenta que, por ejemplo: 6 + 2 = 5 + 3. Este es un error que suele
ocurrir, especialmente cuando los estudiantes no han realizado un trabajo adecuado
con la estrategia de la descomposicién aditiva de un nimero.

Por ejemplo, si los estudiantes realizan las cuatro distintas descomposiciones aditivas
del nimero 8, en dos sumandos, usando material concreto, esto es, un conjunto o
grupo de 8 objetos del mismo tipo y tamafo, tales como: bloques, canicas, tapillas,
entre otros, pueden determinar facilmente las distintas formas de separarlos en dos
grupos. Incluso, podran hacer una representacién pictoérica de esta situacion.

Y de forma simbdlica, a partir de la idea de sucesor, podran obtener las siguientes
descomposiciones:

(1)8=7+1
(2)8=6+2
(3)8=5+3
4)8=4+4

Y podran verificar que las sumas “6 + 2" y “5 + 3", corresponden al mismo niimero 8
y que, por lo tanto, es posible escribir: 6 + 2 = 5 + 3. Lo que es una conclusién muy
intuitiva de la transitividad de la igualdad, como relacién de equivalencia.

En las descomposiciones anteriores, también se sugiere orientar a los estudiantes
para que puedan relacionarlas de tal forma que: a partir de la primera (que es la
mas simple), obtengan las otras, disminuyendo el primer sumando en 1,2 6 3,y
aumentando el otro en la misma cantidad. Esto les permitira llegar, por ejemplo a
que: 7+ 1 =4 + 4. Esto es, partiendo de 7 + 1, disminuye el 7 en 3y aumenta el 1
en 3, para llegara 4 + 4.

Por otra parte, también es claro que los problemas verbales promueven en los
estudiantes la justificacion légica relativa a la igualdad, no solo como la que se ha
senalado en el ejemplo anterior, sino en otras mas complicadas.
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Ahora, uno de los errores mas importantes en la resolucién de ecuaciones e
inecuaciones de un paso, nace de una ensefanza tradicional, algoritmica y sin
significado, cuando los estudiantes memorizan la siguiente regla que su profesor
puede presentarles: “En toda ecuacion, un término que se esta sumando en un lado,
pasa para el otro lado restando vy si se esta restando pasa sumando”. Ocurre que
esta memorizacion sin sentido no hace aporte alguno al desarrollo del pensamiento
algebraico y ademas, cuando se olvida, provoca serios errores en los estudiantes.

Lo anterior es mas dificil que ocurra cuando los estudiantes se pueden dar cuenta
que si las cantidades que se comparan son iguales en un comienzo, se conserva
la equivalencia cuando se produce la misma transformacién en ambos lados de la
igualdad. Por ejemplo, cuando se agrega o se quita una misma cantidad a aquello
que se estd comparando. De lo contrario, si se agregan cantidades diferentes la
equivalencia no es conservada. Lo mismo ocurre cuando las cantidades que se
comparan no son iguales, es decir, si se tiene una desigualdad y se agrega o se quita
una misma cantidad, se mantiene la misma desigualdad. Esto permite concluir en la
siguiente institucionalizacion, que se puede plantear como: “La suma de un nimero
(cualquiera) en ambos lados de una igualdad o desigualdad, se “anula” con la resta
del mismo numero y reciprocamente la resta de un nimero se “anula” con la suma
del mismo”. Tal como se muestra en la siguiente figura:

Figura 17. Resolviendo ecuaciones de un paso

Porestarazon, las ecuaciones einecuaciones de un paso son las primeras experiencias
de pensamiento algebraico, en que los estudiantes se introducen en los conceptos
de incognita y variable. Al mismo tiempo, podran reconocer que las ecuaciones
de este tipo pueden tener solo una solucion, a diferencia de las inecuaciones, que
normalmente tienen mas de una solucién y, en algunos casos infinitas.



REFLEXIONES FINALES

En este capitulo se ha abordado un tema relevante para el desarrollo del pensamiento
algebraico en estudiantes de Primer Ciclo de la Educacién Basica. Por esta razon,
se ha intentado establecer que, en la ensefanza para el logro de los aprendizajes
de las ecuaciones e inecuaciones de un paso, desde los primeros afos, se debe
procurar que los estudiantes relacionen equilibrios y desequilibrios, que pueden ser
representados en una balanza, con la igualdad y desigualdad, respectivamente. Y
posteriormente, de acuerdo con sus respectivos significados, y haciendo uso de
variados sistemas de representacion concreto, pictorico y simbdélico, poder introducir
los simbolos: “igual” (=), “mayor que” (>) y “menor que” (<), junto a su interpretacién
como relaciones de equivalencia y de orden cuando corresponda. De esta forma, los
estudiantes podran comprender que estos simbolos indican una relacién entre las
cantidades de cada lado de respectiva expresion.

Por ultimo, se ha querido establecer que los estudiantes sean capaces de
relacionar igualdades y desigualdades, representadas en una balanza pictérica o
simbodlicamente, con sus respectivas ecuaciones e inecuaciones e introducir los
conceptos de “incognita” y “variable”. Lo que, junto con los significados que estan
en juego en los procedimientos de resoluciéon de ecuaciones e inecuaciones de un
paso, permita que los estudiantes logren resolver problemas que promuevan el
desarrollo de su pensamiento algebraico.
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