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La matematica es una herramienta fundamental para explicar la mayoria de
los avances de nuestra sociedad: es dindmica y creativa, utiliza un lenguaje
universal y ha sido desarrollada como medio para aprender a pensar y para
resolver problemas. El Texto que tienes en tus manos es un material pensado
en ti, y su finalidad es que, a partir de actividades, desarrolles habilidades,
manejes procedimientos y adquieras conocimientos y actitudes.

A descubrir la utilidad de la matematica

en diversas situaciones, desarrollando mis
habilidades de argumentacion y comunicacion
de ideas, conclusiones y fundamentos; de
representacion de conceptos en distintas
modalidades; de seleccion y aplicacion de
modelos y de resolucion de problemas.

A partir de actividades desarrolladas, las que me
desafiardn en diversos contextos y temas. Cada
una de las actividades y secciones propuestas
son instancias de aprendizaje que haran
cuestionarme, reflexionar y buscar respuestas
creativas para llegar a la o las soluciones posibles.
Aprender es un proceso natural que requiere

de trabajos colaborativos que me permitiran
debatir ideas, cuestionar procedimientos y llegar
a acuerdos y conclusiones grupales.

Para confiar en mi propio razonamiento y para que
sea capaz de aplicar los conceptos, los procedimientos
y las habilidades propios de la matematica a la
resolucion de problemas reales en diferentes
contextos.
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CUNOCE TU TEXTU Inicio de unidad

A continuacién te presentamos el detalle de los tipos de pdginay las
secciones que encontrards en cada unidad del texto:

Cada unidad se articula en torno a
un hilo conductor, el que te permitira
comprender como la matematica
estd presente en la vida cotidiana.
Encontraras preguntas para activar
tus aprendizajes previos.

[ .uu-..._._.._n.._.u.-_l- )
—— e
Tendras espacios para que tg ) (s, ) P—
propongas metas y estrategias, e = e -
y seas el protagonista.de tu By = el | i
aprendizaje a lo largo del texto. | Y, T ol | | ' |
| * e L.
E | (e, (- -
L il ' |
i % J |

8 Conoce tu texto



DESARROLLO DE LA UNIDAD
0-- =

LECCION: e e e

podrds conocer los objetivos de
aprendizaje y sus prerrequisitos,
junto con resolver la evaluacion
inicial.

f
£ . o bk ek A R

TEMA:

Podras desarrollar un taller que
contiene actividades en las que
pondras en juego tu creatividad
y razonamiento matematico.

Al terminar cada taller, podras
evaluar tu desempefio y el de

'{Pmuu;nr.r:u
TeAPUNELE DO T Cm-
. pafieroa, gllegaron 3 la
tus companeros en el proceso. J

Pisif conthuiedn?

Encontraras preguntas
para justificar, cuestionary
fundamentar tus ideas.

ACTIVIDADES:

Aprenderas diversas estrategias
para resolver problemas en
variados contextos.

Conoceras personajes
destacados de la historia
de la matematica.

Matematica e 2.° Medio



CUNUCE TU TEXTU Cierre de unidad

¢COMO VOy?

Es una instancia de evaluacion en la
cual podras aplicar todo lo aprendido
en la leccién.

© e

Podras evaluar tu nivel de
desempeno en cada uno de
los aprendizajes trabajados.

A N

TALLER DE HABILIDADES

Podras trabajar las habilidades de
resolver problemas, argumentar y
comunicar, modelar y representar.

.
Pz { =0
P / i ; o B s oo wpramaniy

§ e iy

SINTETIZO MIS APRENDIZAJES

Aprenderas a utilizar los apuntes
graficos como herramienta

para realizar una sintesis de tu
aprendizaje.

Podras ver ejemplos de cémo se
pueden aplicar para presentar los
temas de la matematica.

CUADERNO DE EJERCICIOS

Cuaderno Este icono indica que existen actividades en el
pdgina 12 cuaderno de ejercicios que complementan las

de esta seccion.

10 | Conoce tu texto
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~() Usa calculadora
/ Para explorar

HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS

Aprenderas a utilizar la calculadora
cientifica y planillas de calculo.

En las actividades
exploratorias y de
descubrimiento puedes
usar las herramientas
tecnoldgicas.

MATEMATICA EN ACCION

Podras aplicar todo lo aprendido
en la unidad en un contexto real y
aplicado en tu propio entorno.

:QUE APRENDI?

Es una instancia de
evaluacion en la cual podrds
aplicar todo lo aprendido en
la unidad.

Matematica e 2.° Medio
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NUMEROS

E’ _ Actualmente, el uso de las calculadoras esta ’. = =
i integrado a la vida cotidiana y nos perwutex

= resolver diversas operaciones en muy poc .

tiempo. Pero esto no siempre fue asi...

7 N __;. = ‘j
. w Abaco 4 s
5000 anos - \W ;
)

Durante mucho tiempo, las tablas de
logaritmos y, mas tarde, las reglas de
calculo, fueron las principales herramientas
de calculo de cientificos e ingenieros.

< Regla de célculo
1636 - 1980

A\ Regla de célculo
circular
1636 -1980

.Qué sabes de los numeros irracionales?, . Qué sabes de los logaritmos?, ;con qué
., gué numeros irracionales conoces? se relacionan? Coméntalo con un compa-
Da tres ejemplos. Aero o companera.




€ calculadoras
mecanicas
1900 - 1960 &N 7
— e
N .
- ' 4 " g1 — -

Mientras tanto, las maquinas de calcular _ %
mecanicas permitian realizar operaciones s
bdsicas y se usaban en la contabilidad y el
comercio. =

Con la llegada de las calculadoras
electrénicas portatiles, las tablas de
logaritmos y reglas de calculo dejaron de

usarse.
4 r-

N 1
o & "W\ Dcalculadoras |
=) . 9. electrénicas |
AL - 1960 - 1980
% FT ¢ & } |
« N J |

» 9 - .= e ——i—d

i Conoces alguna escala logaritmica?, Activo mis ideas

ien quéambitos se puede aplicar?
n iPara qué se utilizan los instrumentos
de la imagen?, ;como crees que se ma-
neja cada uno?

a ¢Qué operaciones se pueden realizar
con ellos?, jqué tipo de ndmeros crees
que se pueden operar?, jpor qué?




Mis metas y estrategias

{Qué aprenderé?

A realizar calculos y estima-
ciones que involucren opera-
ciones con nUmeros reales.

J ]
A conocery comprender la
relacion entre las potencias,
las raices enésimas y los

logaritmos.

@Cémo lovoy a aprender?_]

7T 7T T 7T I Zeae TP

Las actividades de esta unidad )
se situaran en contextos
relacionados con el desarrollo

de los métodos y los artefac-
tos que se han disenado para
mejorar los calculos, aritmé-
ticos primero, y algebraicos.y
computacionales mas tarde.
La matematica se ha podido
desarrollar gracias al impulso
generado por la necesidad

de resolver problemas de la
vida diaria, por.una parte, y a
la bUsqueda de patrones que
permitan predecir resultados,
por otra.

6 ¢Para qué me servird? )
[ 777 7 7 I T >

Para distinguir los nimeros racionales
de los irracionales y reconocerlos como
parte del conjunto de niimeros reales.

Para calcular logaritmos, potencias y
raices enésimas, y aplicarlos parareso
ver problemas en diversos contextos de
la vida cotidiana y de las ciencias natu-
rales y sociales

—

¢Qué actitudes crees que son
necesarias para aprender numeros?

77T T 7T T 77777 Z T I LT 277777 e L

L

= Demostrar interés, esfuerzo, perseveranciay rigor
frente a la resolucién de problemas y la blisqueda
de nuevas soluciones para problemas reales.

= Trabajar en equipo, en forma responsable y proacti-
va, ayudando a los otros, considerando y respetan-
do los aportes de todos, y manifestando disposicién
a entender sus argumentos en las soluciones de
los problemas.

; Biikesl Lt 1 o
e .l,. Ll 'l""l‘f'l-"'l T By
f " J.‘;"”" T A
Myrtrenye ,_'-..'I'Mu.
il |
Iﬁ—-"--'.........-!.u
m

Unidad 1 ¢ Nimeros

L
]|
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A e e T TRV,
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T Wil Jo oty
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¢Qué habilidades consideras relevantes para estudiar nimeros?

.
Argumentar y comunicar
Explicar:

=> Demostraciones de resultados
mediante definiciones, axiomas,
propiedades y teoremas.

conectores légicos y cuantificado-
res utilizandolos apropiadamente.

iQué te gustaria aprender?

LU T T 7 T 7 7777 T 7777 77 77 77 T 7 T T 77 ////I/I/I//\//IVZ/JQ

= Generalizaciones por medio de %J

Resolver problemas

Resolver problemas utilizando estrategias como las
siguientes:

= Simplificar el problema y estimar el resultado.

= Descomponer el problema en subproblemas mas
sencillos.

Evaluar el proceso y comprobar resultados y soluciones
dadas de un problema matematico.

->

Mis motivaciones

. Qué te interesa aprender en esta unidad?

R\

Qgﬂﬁmo las cumpliré?}

. Cuales son tus metas personales para
esta unidad?

( Mis estrategias )

i Qué estrategias o procedimientos consi-
deras adecuados para lograr tus metas?

Mis recursos

. Qué fortalezas y debilidades consideras
que tienes para aplicar tales estrategias?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Niumeros reales

Exploro

. Qué conocimientos tienes sobre los numeros reales?

i Por qué crees que se llaman nimeros reales?

§

Aprenderé a: Necesito recordar...
Realizar calculos y estimaciones que involucren = Representacién y aproxima-
operaciones con nimeros reales: cion de los nUmeros
= utilizando la descomposicion de raices y/las raaona.les. )
propiedades de las raices; = Operaciones con numeros
racionales.

= combinando raices con niUmeros racionales; _ _
= Operaciones con potencias y

= resolviendo problemas que involucren estas :
sus propiedades.

operaciones en contextos diversos. -
= Teorema de Pitagoras.

¢Qué debo saber?
1. Representa los siguientes nimeros decimales como una fraccion.
a. 3,25 c. b4
b. 8,333 d. 99
2. Representa cada nimero racional como decimal.
13 6
a 95 c. ¢
21 45
b. 03 d. 5
3. Calcula el valor de cada expresion.
a. 2794+20-22 d. 3330
b. (-5)-5° T

2%

2(27)7 : (-%)_4 ! (%)3

—h

C.

16 | Unidad 1 ¢ Nimeros
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4. Resuelve las siguientes operaciones con nimeros racionales.

a. %+%:%—%= c. [0,215—2,%]-(%_(_%»:
b foaa0n-g- . G-

5. Determina si es verdadero o falso.

a. _ Silabase de la potencia es negativa, el valor de la potencia siempre sera
negativo.
b. — Todas las fracciones pueden escribirse como un nimero decimal.
c. _ Todos los numeros decimales pueden escribirse como una fraccion.
6. Una piscina tiene agua hasta los % de su capacidad y si se le agregan 3200 litros de

agua, se llenaria. ;Cual es la capacidad maxima de la piscina?

7. Enun tridngulo rectangulo los catetos miden 24 cm y 32 ¢cm. ;Cudl es la medida de la
hipotenusa?

8. Sienun estante hay 5 cajones, en cada cajon se guardan 5 dispensadores, cada dis-
pensador almacena 5 frascos y cada frasco contiene 5 analgésicos, jcuantos analgési-
cos hay en total?

9. Ciencias naturales. Una poblacidn de bacterias se duplica cada 30 minutos. Si luego
de 3 horas hay 24064 bacterias, jcuantas habia inicialmente?

10. Si la arista de un cubo mide % m, cual es su volumen?

Me evaluo Evalta tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador

@ Representé nimeros racionales.
@ Calculé operaciones con niimeros racionales.

. Apliqué las operaciones con potencias de base racional y exponen-
te entero a la resolucion de problemas geométricos y de la vida
cotidiana.

. Apliqué el teorema de Pitagoras a la resolucién de problemas
geométricos y de la vida cotidiana.

&) Describi relaciones y situaciones matematicas usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos.

Cuaderno
pagina s

Matematica ¢ 2.° Medio

. Demostré interés, esfuerzo, perseverancia y rigor frente a la
resolucion de problemas.

OO0 O 0O
OO0 O 0O

@Q QQQQQJ
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Leccion 1

t— Tema 1: ;Existen ndmeros que no sean racionales?

w (,QUQ (lprenderé‘? @®® Actividad en pareja

A reconocer los nimeros cuyo
desarrollo decimal es infinito y
no periodico, y que no pueden
escribirse como un cociente
entre niUmeros enteros.

W/ iPara qué?
Para resolver problemas de

la vida diaria que involucren
nimeros irracionales.

Teodoro de Cirene
(4650a.C.- 398 a.C.)

Este fildsofo y matematico grie-
go probé la irracionalidad de las
raices de nimeros naturales no
cuadrados al menos hasta 17
usando la reduccion al absurdo
y la inconsistencia relacionada
con pares e impares. Ademas,
desarrolld la espiral que lleva
sunombre. Por otra parte, fue
uno de los principales filésofos
en la escuela de filosoffa moral
de Cirene, la cual consideraba
que los placeresy.dolores no
eran buenos nimalos, y que la
alegria y eljuicio eran suficien-
tespara la felicidad.

Unidad 1 ¢ Nimeros

La siguiente figura se conoce como la
Espiral de Teodoro, en honor a Teodoro
de Cirene, alumno de Pitagoras. Para
construirlo, se comienza trazando un
triangulo rectangulo isdsceles, cuyos
catetos miden 1 cm. Luego, se dibuja sobre su hipotenusa otro
triangulo rectangulo, cuyos catetos son dicha hipotenusa y otro
segmento que mida 1 cm. Sobre el nuevo tridnguloe se traza otro
mas, tal que el cateto restante mida 1 cmy asi, sucesivamente.

Materiales

v/ Una regla

Comenzando por el tridangulo mas pequeno:

J Midanla hipotenusa de cada uno de los tridngulos con la
regla, con la mayor precision posible. ;Pueden escribir cada
una de estas medidas como un numero racional? Expliquen.

F' Apliquen el teorema de Pitagoras para calcular la medida de
cada hipotenusa. Comiencen por el triangulo pequeno.

Ahora comparen las medidas que obtuvieron con la reglay
las que calcularon usando el teorema de Pitagoras. ;Qué
pueden concluir?

;Qué regularidad numérica pueden observar en las hipote-
nusas de los triangulos?

Al analizar los valores de las hipotenusas, jtodas podrian
representarse como un cociente entre nimeros enteros?
Expliquen y muestren con cuales se puede hacer.

C baié el taller? Individualmente Grupalmente
;Como trabajé el taller? I g

@ J t\¥> Q t\) Q
¢Como trabajo mi com- Individualmente Grupalmente

OO0 000

paiero(a) el taller?



Comprendo la demostracion

Para determinar que V2 es un nimero irracional, utilizamos una de-
mostracion por reduccion al absurdo.

Supongamos que V2 es un nimero racional. Luego, se podria escribir V2
como una fraccién irreducible % conm,ne N.

1

Es decir, my nno tienen factores comunes distintos de 1.

2=%U \/?-n=m¥/72n2:m2
Al multiplicar Al elevar al
por n cuadrado.

Entonces, 2 divide necesariamente a m?, y como 2 es un niimero pri-
mo, también divide a m, por lo tanto m? es multiplo de 4, o sea que para
algéin niumero natural k se cumple que m? = 4k.

2n?=m?=4k —>
n? =2k —>

Forque 2n* = m?®ytambién m® = 4k.

Dividiendo por 2.

Es decir, necesariamente 2 divide a n?, y como es nimero primo, 2 divide
también a n.

Pero entonces se acaba de demostrar que 2 divide amy a n, los que por
hipodtesis no tenian factores comunes. Esta es una contradiccién. Por lo

tanto, la suposicién de que V2 es un nimero racional es imposible. Asi,

queda demostrado que V2 es un nimero irracional.

En resumen

El conjunto de los nimeros racionales (@) esté formado por
todos los nimeros que pueden representarse como el cociente
entre dos nUmeros enteros, con'divisor diferente de cero.

Su representacion decimal puede ser finita, infinita periddica

o infinita semiperiddica. Pero existen nimeros que no pueden
representarse como fraccion, y.su representacion decimal infinita
es no periddica. Estos conforman el conjunto de los nUmeros
irracionales (I).

El conjunto de los
numeros reales (R) ! N

. . Racionales Irracionales
incluye lossnumeros \

racionales (@] y los nu- Enteros

menos irracionales (I).

Esdecirr R=QUT.

LLos conjuntos Q y T son disjuntos, es decir, no existe un nimero
real que sea racional e irracional simultdneamente.

Reales
|

|
I

r 1
Naturales Cero Enteros negativos

El conjunto de los nimeros reales, con la adicion y la multipli-
cacion, cumple las propiedades de clausura, conmutatividad,
asociatividad, distributividad de la multiplicacién respecto de la
adicion, existencia del elemento neutro para la adicion y para
la multiplicacién, asi como del elemento opuesto aditivo y el
inverso multiplicativo.

)
( Glosario ;

Numero irracional: No puede
representarse como el cociente
entre dos ndmeros enteros, con
divisor diferente de cero. Escrito
en forma decimal, es infinito y no
tiene periodo.

El método de demostracion
conocido como reduccion al
absurdo consiste en suponer
lo contrario a loque se desea
demostrar para llegara una
contradiccién.

i A que se refieren estas
propiedades?
Explicalas dando un
ejemplo de cada una.

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 1

‘Q
N
S

Unidad 1 ¢ Nimeros

Actividades de prdctica

1. ldentifica si cada nimero pertenece (€] o no pertenece (¢) al con-
junto dado.

21

3,14

256898

144

G

-V49

- 29,1

12,7639876

V3

2. Resuelve las
irracionales.

a.

&b

V2 +V3

V29

1+V121

e. W5-1)°

ﬁ sy clasifica los nUmeros en racionales o

3. Expresa los siguientes nUmeros decimales como fraccion.

a.

=

-~ 0o o o0

0o «Q

6,2
4,38
2,552
79913
0,57
0,025
0,426
2,435
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Determina en cada caso un valor de b para que las siguientes expresiones correspon-
dan a numeros racionales.

a V3 ~ =
" b -(«) Usa calculadora
b. V5 +b / Para explorar
C. b-%w
d. [b+V15)-3
Determina la veracidad o falsedad de cada afirmacion. Justifica las falsas con un
contraejemplo.
a. _ Todonumero decimal infinito periddico pertenece al conjunto de los nime-
ros racionales.
b. — Todas las raices clbicas de nimeros naturales son irracionales.
c. . ElOesunnumeroracional e irracional.
d. — Aldividir un numero racional por un nimero irracional se obtiene siempre
uno irracional.
e. _ Existen nimeros reales que no son racionales ni irnacionales.

César debe confeccionar tres tipos de volantes rectangulares, pero solo recuerda
algunas medidas. Calcula la medida del lado restante a partir de los datos.

a. Volante 1: diagonal de 34 cmy lado de 30 cm.
b. Volante 2: diagonal de 4 cmy lado de 3 cm.
c. Volante 3: diagonal de 18 cm y lado de 12 cm.

d. ;Qué tipo de numero obtuviste para la medida del lado restante en cada volante?,
icrees que es posible que un volante posea un lado con estas medidas? Justifica.

Gabriela debe encintar todos los bordes de los banderines que se entregaran a cada
estudiante de cuarto medio de su colegio al momento de la ceremonia de licenciatura.
Cada banderin tiene forma de untridngulo rectangulo de catetos 15y 16 cm, y debe
determinar cual es la cantidad de cinta (en centimetros) que necesitara.

a. ;Cuantos centimetros de cinta se requieren por cada banderin?, ;a qué conjunto
numeérico pertenece este valor? Justifica.

b. Ademés, debe encintar otro tipo de banderines, también triangulares, cuyos catetos
miden'17,5 cmy 6 .cm. ;Cuanta cinta necesitara para cubrir uno de estos banderi-
nes?, ja qué conjunto numeérico crees que pertenece este valor? Justifica.

ué aprendi hoy? W
n ¢Como se definen los nimeros irracionales?

a Presenta un contraejemplo para justificar la falsedad de cada afirmacion.

a. Todos los nimeros irracionales son raices cuadradas no exactas.

u. Al sumar o restar nimeros irracionales, el resultado es un ndmero irracional D ! i‘g“gﬁfg”‘: »

21
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Leccion 1

t— Tema 2: ;Como se ordenan y aproximan los nimeros irracionales?

w (',QUé aprenderé'? @@®® Actividad grupal

A ubicar nUmeros irracionales
en la recta numéricay aproximar

ndmeros irracionales por tanteo. Para cada una de las siguien- Materiales
w i ” tes raices, analicen como v/ Hojas de papel blanco
¢rara que podrian descomponer la v Regla o escuadra

Para ordenar nimeros racio- cantidad subradical en una

nales e irracionalesy apllc_ar su suma, de modo que cada

orden en contextos de la vida

cotidiana sumando sea un cuadrado
' perfecto. Por ejemplo, V13 = V9 +4 = V32+22

V20 V17 V32 V29 V87 ¢ V45

Usen estos valores para construir un.tridngulo rectangulo
cuyos catetos tengan estas medidas.

En el ejemplo, como V13 = V32% 22, los catetos miden 3y 2.
¢A qué corresponde la medidade la-hipotenusa?

v/ Compas

J

Glosario

Cuadrado perfecto: nimero
natural que es el cuadrado de
algun otro numero natural.

Cada uno escoja una o dos de las raices anteriores y siga los
pasos para determinar su ubicacion en la recta numérica.

PASO Tracen una-recta.numérica, y ubiquen los nimeros
necesarios,cuidando que la medida que se utilice para
la unidad seasiempre la misma.

PASO Construyan un tridngulo rectangulo con las medidas
asociadas, tal que uno de los catetos esté en la recta
numeérica con un extremo en el 0. Asi, el otro cateto es
perpendicular a la recta numérica.

;Piensas que hay
alguna otra manera de

realizarlo?
PASO &1 Con ayuda de un compas,
tracen el arco de circunfe-
rencia con centro en el
punto 0y con el radio que
corresponda a la hipote- - / G
nusa hasta intersecar la T ) 2 ] 2 >
recta numeérica. En este
punto de interseccion se
ubica la raiz cuadrada asociada. Siguiendo el ejemplo,
V13 se ubica en la recta numérica entre el 3y el 4.
Individualmente
, 3 (’) Q Comparen sus dibujos. ;Todos lograron una correcta ubica-
¢Como trabajé cion de la raiz cuadrada en la recta numérica?
el taller? Grupalmente
() Q Si el tridangulo se construyera considerando al otro cateto en

la recta, ¢seria distinta la ubicacion de la raiz cuadrada en la

e s
Individualmente recta numeérica? Justifiquen.

. .y "
éCPmU tralgajo ) O ¢Se puede utilizar esta técnica para otras raices cuadradas
mi compane- Grupalmente no exactas? Comenten sus razones.
rofa) el taller? (’) Q Por ejemplo, ;como podrian ubicar V147

Unidad 1 ¢ Nimeros
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Actividades de proceso

1. Ordena de menor a mayor los siguientes numeros irracionales:
2V5; 42, 2V3:4V3

Para ordenar niumeros representados con raices cuadradas, una téc-
nica apropiada consiste en elevar al cuadrado cada niUmero y ordenar-
los segun corresponda al orden de los valores obtenidos.

(2V3) =22 (V3) =4-3=12
(4V2) =42 (V2) =16-2=32

2 2
(2V5) =27 [V5] { J
2
(4v3)' | J
Ordena los nimeros obtenidos de menor a mayor. Aguda /
12<{ J<{ J<{ J Cuando a, b > 1, se cumple que:
a<bsea’<b?
Y luego, los nimeros irracionales en el mismo orden. El simbolo "< indica doble
condicionalidad. En el caso ante-
2\[§<{ J<( J<{ J rior, se puede interpretar como:
“cuando a < b, necesariamente

se cumple que a? < b?".

_

\,
N\
= Matemadtica e historia -
N . )
Aproximacion del numero ©
Existen niUmeros irracionales que no corresponden a raices cuadradas.
Uno de los mas importantes es «, nimero que relaciona la medida del
didmetro de una circunferencia con su longitud, o también el drea de un
circulo con la de su cuadrado circunserito. ¢Es posible mejorar esta
El escriba Ahmes, en Egipto, estimd su valor, el cual esté registrado en ?pro_xmacuon usando
. . . a misma estrategia?
el papiro Rhind, que data-del siglo XVI a. C. Explica.

Para ello, considerd un cuadrado de

9 unidades de lado, que fuedividido en
81 partes. Luego, para transformarlo
en un poligono de 8 lados, cortd en cada
vértice esquinas de lado 3 unidades, tal
como se muestra en la imagen.

Se puede ver que el area del poligono
corresponde a 18 cuadraditos menos
que el cuadrado grande es decir,

81 =18 = 63 cuadraditos, un area un
poco menor que la del circulo. Por lo
tanto, Ahmes estimd que el area del circulo serfa de 64 cuadraditos.

El radio de este circulo es 4,5 unidades, por lo que, si se aplica la formu-
la para el area, se obtiene que:

ﬂ-4,52z64—>ﬂ%%—>wz3,16
k ,

—
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Leccion 1

Leonhard Paul Euler
(1707-1783)

Este matematico y fisico suizo
fue uno de los mas influyentesy
prolificos de la historia; se es-
tima que sus obras completas
tendrian una extension de entre
60y 80 volimenes. Realizo
importantes descubrimientos
en areas tan diversas como el
calculo o la teoria de grafos,
e introdujo gran parte de la
notaciéon matematica, como los
ndmeros e, i y m. Ademas, se le
conoce por sus grandes aportes
en la mecanica, la dpticay la
astronomia.

\ 7/

~() Usa calculadora
/ Para explorar

Ayuda /
\_\'/ T

En general, al aproximar, hay
siempre una diferencia con el
valor real llamada error.

Sial aproximar un.nimero
cualquiera el nimero obtenido
es menor, se ha aproximado por
defecto. En cambio, si es mayor,
se ha aproximado por exceso.

Cuando de los dos valores posi-

bles se ha considerado aquel con
el que se comete el menor error,
se ha aproximado por redondeo.

Por ejemplo, para aproximar
V10 a la centésima:

* V10 ~ 3,16, por defecto,
e \V10 ~ 3,17, por exceso,

/10 ~ 3,16, por redondeo.
_

Unidad 1 ¢ Nimeros

La propiedad que conserva el orden al elevar al cuadrado también
es Util para aproximar niUmeros expresados con raices cuadradas,
mediante acotaciones sucesivas.

Por ejemplo, para acotar V10:

a. Decide entre qué nimeros naturales estd V10 observando las
raices cuadradas exactas.

Vi=1 V4a=2 V9=3 Vib=4

Como 10 se encuentra entre DyD V10 esté entre Dy

b. Para mejorar la aproximacién, busca un niumero entre los dos
anteriores, calcula su cuadrado y comparalo con.los demas
valores:

Por ejemplo, al escoger 3,5, y calcular su cuadrado: 3,52 = 12,25:

9<10<12,25 3« V10 <3,5
Repite el proceso, escogiendo algin nimero entre

3y3,5 D Luego, calcula su cuadrado{ J

para comparar.

C(os[ ] evme]

c. Nuevamente, escoge un nimero D calcula su cuadrado

y-compara:

<<l [ o<l

d. Siutilizas la calculadora V10 = 3,162277660168..., jcuantos deci-
males correctos obtuviste con tu aproximacion?, ;dirias que es
una buena aproximacién? Justifica.




En resumen

* En el caso de las raices cuadradas, dos 0 méas raices cuadradas se pueden orde-
nar observando su cantidad subradical. Asi, sia < b, se cumple que va < Vb, con
a,belR"

Para aproximar raices cuadradas no exactas, se puede aplicar la acotacidn suce-
siva. Primero, se ubica el nimero irracional entre dos niumeros naturales sucesi-
vos, usando la relacién a < b < a? < b2

Para mejorar la aproximacion, se puede escoger algun nimero entre los ya
encontrados, se compara su cuadrado con la cantidad subradical y se decide los
valores que lo acotan. Este método nos permite aproximar el valor de una raiz con
la precision que consideremos pertinente.

La cantidad de cifras decimales de una aproximacién depende de la cantidad
de cifras de los datos y también de la precision requerida, segun el contexta del
problema.

Los nimeros irracionales escritos en forma decimal, como « 0 e, necesariamente
se presentan aproximados, ya que es imposible escribir todas suscifras decima-
les. Tal como con los nimeros racionales, los irracionales se pueden truncar o
redondear al valor posicional escogido; también dos o mas nimeros se pueden
ordenar, observando las cifras decimales de izquierda a derecha.

En la recta numérica, las raices cuadradas no exactas pueden ubicarse usando
reglay compas, y aplicando el teorema de Pitagoras;

19 Dada una raiz cuadrada, se descompone la cantidad subradical en una suma de
cuadrados perfectos.

29 En una recta numérica, se construye un tridngulo rectangulo con las medidas
asociadas a dichos cuadrados perfectos, de'modo que uno de los catetos esté
en la recta numérica y uno de sus vértices en el 0 (no el del angulo recto). Asi,
el otro cateto serd perpendicular a lasrecta numérica.

39 Con ayuda de un compés, se traza el arco de circunferencia con centro en el
punto 0y radio correspondiente a la hipotenusa hasta intersecar la recta numé-
rica. En este punto de interseccion se ubica la raiz cuadrada.

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 1

Unidad 1 ¢ Nimeros

Actividades de prdctica

1.

Determina una aproximacion de los siguientes niumeros, aplicando
el método de aproximacidn por acotacion sucesiva.

a. V6 e. V90
b. V13 f. V185
c. V27 9. V240
d. Véo h. V350

Ordena ascendentemente los siguientes numeros reales.

a. V26, 2V3: 555 3,601

b. 3V5: 2V3; %; 056

c. V6. 2V2: 4—9; 2,42

o

d. 3VZ; V7, %; 42
e. V10: V3: %; 2,5

f. 2V8: V5, 2—52; 408

Representa en una recta numérica, mediante construccion geomé-
trica, el niUmero real pedido en cada caso.

a. V2
b. V5
c. V10
d. V37
e. V50
f. V17

. Responde las preguntas en tu cuaderno.

Q

. ;Para qué crees que sirve aproximar? Explica con tus palabras.
b. ;Esigual redondear que truncar? Explica utilizando un ejemplo.

c. Para determinar una mejor aproximacion de un numero, jse debe
redondear o truncar? Justifica.

d. ;Crees que los métodos vistos anteriormente sirven para aproxi-
mar raices cubicas?, ;por qué?
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5. Determina en cada caso cudl es el niUmero real correspondiente al punto A.

a. \ b.

6. Calcula el valor aproximado de cada raiz.

a. V20 d. V405
b. V300 e. V1125
c. V147 f. V6000

7. Loreto queria decorar un viejo tambor metalico para usarlo de paragtiero. Para ello,
contaba con un grueso corddn que pretendia pegar en el contorno del borde superior
del tambor. Sabiendo que el didametro de este era 58,5 cm, corté el corddn, dejando el
trozo mas largo de 175,5 cm de longitud de modo que le alcanzara justo, pero le falta-
ron 7 cm. ;Cual fue el error de Loreto?

8. Enuna fabrica de frutas en conserva se estudia disponer de un nuevo formato: un
envase cilindrico con capacidad de 1000 cm?. La primera propuesta consiste en un en-
vase de 10 cm de altura; la segunda, en uno cuyo altura sea igual al doble de su radio.
iCual de los envases es mas angosto?

9. Con el objetivo de facilitar el descenso y ascenso de carros con ruedas entre dos su-
perficies separadas por un escalon cuya altura es de 20 cm, Martina disefia una rampa
de 96 cm de largo. ;Cual es la distancia longitudinal que se requiere para ubicar co-
rrectamente la rampa? Aproxima hasta la décima.

Bieantendi hou? )
¢Que.aprendi hoy? W
n Aproxima V38, aplicando el método por acotacién sucesiva.

B Para proteger su antena de los efectos del viento, una empresa de telefonia
celular decidi¢ instalar dos cables anclados al suelo desde un mismo punto de la
torre a 25 metros de altura. Los cables estan anclados al sueloa 15 my 5 m de la
base de la antena. Segun la informacidn anterior, jcudal es la cantidad minima de Cuaderno
cable que se necesita para eso aproximadamente? pagina 8

_J
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Leccion 1

Tema 3: ;Como se puede calcular con numeros reales?

Ki (,QUé aprenderé‘? @®® Actividad en pareja

A utilizar la descomposicién de m

raices cuadradas y sus propie-

dades, y asi operar con nimeros A continuacion se muestra como descomponer raices cuadradas
racionales e irracionales. de niUmeros naturales:
w ;Para qué? NuUmero natural: 12
Para resolver problemas que PASO V12
involucren raices cuadradas
en diferentes contextos.
PASO ¢ V4-3
PASO &) V4 -V3
PASO ) 2-V3

n Describan verbalmente cada uno de los pasos anteriores,
utilizando expresiones como las siguientes: descomponer,
producto, multiplicacion de raices cuadradas, calcular la raiz
cuadrada, raiz cuadrada exacta.

B Sigan la estructura presentada en el esquema para descom-

Marie Curie poner las siguientes raices cuadradas:
(1867-1934)
Oufmica y fisica polaca, fue a V72 £ 162
la primera persona en recibir 45
dos Premios Nobely la Unica
en hacerlo en dos especialida- by V250 g. V0,27
des cientificas distintas: Fisica
(1903) y Quimica (1910). e ==
Es también un icono de la mujer o aloy 1 3
en la ciencia y la sociedad: fue
la primera mujer en ganar un d. \/E i. \V0,0012
Premio Nobel, en ocupar una 16
catedra e impartir clases en la 48 .
Universidad de Paris: e. V% I V0,64
Sus hallazgos son pioneros . . o
en el Campgo de la rzdiactivi- B Sifuera necesario sumar o restar algunas de las raices cua-
dad: descubriéidés elementos dradas anteriores, ;prefieren la raiz original o la que resultd
quimicos (el polonio y el radio), al descomponerla?, ;por qué?

desarrolld técnicas para el
aislamiento de isétopos ra-

dioactivos e investigo el uso n -
de la radiactividad con fines Com trabaié el taller? |"d|V|d}{§lme"te GruP?!me"te
medicinales. -L Q () O Q () O
- ..
;C6mo trabajé mi com- Indw@gql\mente Grup/ql@\gnte
paniero(a) el taller? Q () O Q () O

28 | Unidad 1 ¢ Nimeros



Actividades de proceso

Analiza los ejercicios resueltos y responde las preguntas.

3
1. Resuelve 3V2 - 2V27 +5V4 - 2V5 - 4V2 + 9V5

PRSO @) 3V2 -4VZ - 227 + 5VE +9V5 - 2V5
PASO @) (3-4V2-2-3+5.2+(9-2)V5
PASO €D V2 -6+10+7V5

PASOED -VZ+7V5+4

a. ;En qué consiste el primer paso?

b. ;Qué propiedades se estan aplicando en el paso 27

c. Enelpaso 3, jcomo se obtiene -6y 107

d. ;Se puede seguir sumando en el paso 47?, ;por qué?

2. Resuelve V28 -V63 +V112 - 17V7

PASO @D V4 -7 -V9-7 +V16-7 - 17V7
PASO @ V4 -V7) - W9 -V7) + W16 V7] - 17V7
PASD €D 2V7 - 3V7 +4V7 <17V7

PASO @) (2-3+4-1707

PASO €) -14V7

a. ;Qué proceso serealizd en el paso 17

b. ;Qué propiedad se aplicé en el paso 27

c. Para reescribir las cantidades subradicales como producto, ;qué condicién deben
cumplir los nimeros que se escojan como factores?

d. ;Qué operacidén se realiza en los pasos 3y 47

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 1

30 | Unidad 1 ¢ Nimeros

3. Aplica los pasos de los ejercicios anteriores para resolver las siguientes operaciones.

3
a. 12V5 +9V3 - Vb4 - 15V5 + 3V3
b. 2V27 - 4\V12 + 3V48 -\75

4. Responde a partir de cada racionalizacion. Completa cuando corresponda.

.3 3 .V5 _ 35 _
B TVE VR )
o 6 6 V3 _ 603 _

B ER R A

Para amplificar, jse considerd el numerador o el denominadorien estos casos? Explica.

¢ 5 5 4+V3_ 5-[4+V3] _20+5V3_20+5V3
" 4-V3  4-V3 4+V3 [4 V3)(4+V3) . T6,-3 13

.Observas alguna relacién entre el denominador y el valor que amplifica? ;Qué producto
notable se genera en este caso?

4 4 \/_+2\/_ 4\/_+8\/_
S AT ATV iteads ST V-8

.Se aplica el mismo procedimiento anterior si en el denominador existen dos radicales?,
.de qué forma?

iCudl es el indice de cada radical en los ejercicios anteriores?, ;de qué forma crees que
esto influye en la racionalizacion?
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En resumen

e Sial factorizar la cantidad subradical uno de sus factores se repite, ese factor
se puede expresar fuera de la raiz:

VaZ-b = Va2 Vb = a-Vb, cona, be R U {0}

* Dos 0 mas raices cuadradas que tengan la misma cantidad subradical se pue-
den sumar de la siguiente forma:

pva+qva = (p+q)va,cona e R*U{0}, p,g €R

Es decir, se suman sus factores enteros aplicando la propiedad distributiva de
los nimeros reales.

* Dada una expresion fraccionaria que contiene una o mas raices cuadradas
no exactas en su denominador, racionalizar la expresion es transformarla de
modo que no posea raices en el denominador, sin cambiar su valor. Para esto,
se amplifica por una expresion tal que se elimine la o las raices del denomina-
dor, por ejemplo:

a . Vb_aVb
Vb Vb b
a . Vb-vc_aVb-avc a . ANb+ve aVb+avc
Vb +ve Vb-ve b-c Vb -ve Wb +vc b-c

conaeR, bceR yb#c

* Una de las ventajas de racionalizar expresiones que contienen raices cuadradas
en el denominador es que se pueden aproximary comparar de manera mas
sencilla.

\‘l
= Matemdtica y arte =

El ndmero aureo es uno de los nimeros que mas fascinacion ha levantado a lo largo de la
historia. Se pueden distinguir tres componentes en su historia.

- EL ndmero aureo: es un.nimero irracional que se expresa con la siguiente formula:

o] Eﬁ% 1,618033988749...

- Proporcién durea: es un concepto geométrico, que se da cuando al partir un segmento
en dos partes desiguales, dividiendo el total por la parte mas larga se obtiene el mismo
resultado que al dividir la mas larga entre la mas
corta.

-Sucesion de Fibonacci: serie infinita de nime-
ros naturales que empieza conun 1yotro 1y se
construye anadiendo nimeros que son la suma
de los dos anteriores: P

A

1,1,2,8,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377...

Uniendo el concepto aritmético con su represen-
tacion geométrica se obtiene una de las imagenes
més comuUnmente asociadas al nimero y la razén durea: la espiral de Fibonacci.

—

—

J
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Actividades de prdctica

1. Descompon las siguientes raices cuadradas. V7

-() Usa calculadora
a. V72 = / Para explorar

b. V108 =
c. V363 =

d. V147 =

2. Resuelve las siguientes expresiones.

a. 6V5-4V5-8V5 =

b. 7V5 - 4V20 + 3V125 =

¢Qué dificultades en-
c. V216 +V81 - 7V121 = contraste?, jcomo las

superaste?

d. 5V24 - 4V600 + 10V54 =

e. 2V108 - 5V162 +3V242 =

3. Analiza la siguiente demostracion.
va-Vb = x  conab e R U0}
POE . va-vb) - x
PASOED © tva-va)- (Vb -Vb] = x?

PASO-€) ab=x’

PRS0  Vab - x

Siguiendo el ejemplo de la demostracion anterior, demuestra que% = %, con
a,beR". b

4. Racionaliza las siguientes expresiones.

1 9
a.ﬁ e.ﬁ+m
b, & (V2
K] V2 -1
c. 8 g_\/W+\/§
V5 V11 -V3
d. —2 h. 7
V5 -V2 V12 +V3
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5. Fabian dispone de un terreno de forma cuadrada para siembra, pero antes de iniciar
los trabajos debe calcular la cantidad de material que necesita para cercarlo.

a. ;Cuadl es el perimetro del terreno si se sabe que su drea es 115200 m??
Entrega una aproximacidén utilizando dos decimales. %\
b. Fabian decide dividir su terreno en dos superficies equivalentes: una para sembrar
zanahorias y la otra para sembrar papas. Para ello, trazara una diagonal desde uno
de los vértices hasta su opuesto y sobre esta construird un cerco de alambre. ;Cual

es la cantidad minima, en metros, de alambre que requerira para construir el cerco,
considerando que este cruzara cinco veces el terreno en diagonal?

Usa~?2 ~ Jsd] 42

6. Tecnologia. En una clase de Tecnologia, un grupo de estudiantes va a construir dife-
rentes cuadrados con palitos de maquetas, incluido otro palito en su diagonal. Jorgey
Mariela seran los encargados de medir y cortar todos los palitos para las diagonales,
segun las indicaciones de los demas integrantes del grupo.

e Manuel solicité palitos para sus cuadrados cuyas longitudes aproximadas son las

siguientes: \V162,V12, V48 yV50. -
Usa2 ~ 1,41

¢ Para Daniela deben cortar cinco palitos de longitudes B ~173
V80, \/ﬁvmo,mym, aproximadamente. B ~223%

* Rodrigo requiere seis palitos con las siguientes longitudes aproximadas: Wi2’64
V176, V343, V44, V275,V63 yV700. yV11 =331

e Javiera va a construir cuadrados mas pequenos y necesita seis palitos de

: 18 |75 /32 75 :
longitudes \/; \/% \/; V8, V27 y \/; aproximadamente.

a. Determina la cantidad total aproximada de centimetros de palitos que se debera
cortar para cada uno. Primero, reduce los valores a su minima expresion y luego
estima el resultado con dos cifras decimales.

* Manuel:
e Daniela:
¢ Rodrigo:
e Javiera:

b. SiJorge y Mariela cuentan con trozos de 1 m de largo, ;existe alguno de los palitos
que no puedan cortary entregar porque se requiera mayor longitud?, ;cual?

¢Que aprendihoy? W

n Resuelve las siguientes expresiones.

a. 3V7-2V28 = b. 5V8-3V32 + V128 =

B Racionaliza las siguientes expresiones.

b, 4

1 4
& V7 Vo +\V12 Cuaderno
) pagina 10
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Evaluacion de proceso

n Identifica si cada nimero pertenece (€] o no pertenece (¢) al conjunto dado.

a Determina una aproximacidon de los siguientes nimeros, aplicando el método de apro-
ximacidn por acotacién sucesiva.

N

Z

Q

V36

- 357216

a
b
o

d

Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros reales.

3V2;

a

b

C.

d

Representa cada nimero en una recta numérica, mediante una construccién geomé-
trica, usando regla y compas.

a.
b.

C.

V19
V42
. V105

. V270

. 375 G V14,

JLVZ;5V2
V7, 2V3;

S 2V5; V19,

2398

14
3 '

1

39.
13.

3

4 ’

121

50

6,6

3,12

47
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B Reduce las siguientes expresiones.

a. V3 -4V3+V3=

b. 2V7 +4V28 -5V175 =

c. 4V25-3V250 + 7V72 =

u Racionaliza las siguientes expresiones.

1 1 _ Vs
Tz” R G
b. -5 = d. -2 - f. V3 _

b V7 +V5 4-\3

n Resuelve los siguientes problemas e indica en qué casos el resultado corresponde a
un ndmero irracional.

a. ;Cudl es la altura de un triangulo equildtero de lado 2 m?
b. ;Cual es la medida de la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 1 cm?

c. ;Cudles la medida de un cateto de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide
25 cmy el otro cateto mide 20 cm?

d. ;Cudles larazon entre el largo de un rectangulo y.su ancho si sus medidas son
(1 +V5) cmy 2 cm, respectivamente?

e. ;Cudl es la distancia en centimetros.que recorre una rueda de una bicicleta de
26 pulgadas de didmetro en dar una vuelta completa?

f. ;Cudl es el drea de la tapa de un libro cuyo largo y ancho miden V100 cm?

8 La sefiora Catalina vive en el campo y cria animales. Decidi¢ dividir cada uno de los
cuatro corrales rectangulares en.dos mediante un cerco a lo largo de su diagonal.
En cada caso, calcula la longitud de la diagonal, identifica si el valor obtenido es un
numero racional o irracional'y aproxima su valor con dos cifras decimales.

a. Medidas del corral de patos y gansos: 4 metros y 5 metros. Usa calculadora
b. Medidas del corral de ovejas y vacas: 8,06 metrosy 7,92 metros.

c. Medidas del corral de cerdos y chivos: 5,6 metros y 4,8 metros.

d. Medidas del corral de pavos y gallinas: 3,5 metros y 2,5 metros.

n Alberto fabrica tablas de madera para la cocina en tres tamanos, rectangularesy
semejantes entre si.

a. Siel area de la tabla mediana es el% del &rea de la tabla grande, que tiene 60 cm
de largo y cuya diagonal mide 80 cm, jcudles son las medidas de los lados de la

tabla mediana?

8
9
area, la longitud de sus lados y la de su diagonal.

b. Siel drea de la tabla pequena es el 5 del area de la tabla mediana, determina su
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Usa3 ~ 1,732
\B ~ 2236

-

Usa ?/?::5 1,26

e

Expresa todos los
resultados con el
menor radicando
posible.

Unidad 1 ¢ Nimeros

Geometria. Rodolfo trota dia por medio y cada vez escoge alguna de las cuatro rutas
de las que dispone. Todas estas rutas tienen forma de triangulo rectangulo y de cada
una Rodolfo solo conoce las longitudes de dos lados: el mas extenso y el mas corto,
las que se detallan a continuacion:

Ruta 1: 6 kmy 3 km Ruta 3: 9 kmy 6 km
Ruta 2: 10 kmy 5 km Ruta 4: 5 km y3,§ km

En cada caso, expresa los resultados usando raices cuadradas, simplificadas si es
posible, y luego, un valor aproximado.

a. Calcula el total de kildmetros recorridos en una de las rutas.

b. ;Cuantos kildmetros mas recorre en la segunda ruta con respecto a la primera?, ;v
en la tercera con respecto a la cuarta?

c. ;Entotal cuadntos kilémetros trota en ocho dias si cada vez que trota utiliza una ruta
distinta?

Geometria. Jacqueline desea orde-
nar algunas cajas cubicas, en las que
guarda una coleccion de revistas. Tiene
5 cajas, cuyo volumen (en cm?) es de
27000, 432000, 16000, 64000y 250000
respectivamente. Si el espacio dispo-
nible en su casa es de 80 cm de ancho,
230 cm de largo y de altura suficiente
para cualquiera de ellas, el lugar dis-
ponible sera suficiente para que pueda
ordenar todas las cajas?

Rocio y Magdalena tienen el proyecto de habilitar plazas de juegos al interior de dos
centros comerciales; las.que tendran la forma de un tridngulo rectangulo.

En el primero, se habilitaran las dos primeras plazas, una que tendra catetos de lon-
gitud V54 metrosy V90 metros, e hipotenusa 12 metros, mientras que la otra tendré
catetos de longitud V96 metros y V160 metros, e hipotenusa 16 metros.

a. Durante la construccion se debe instalar un cerco de seguridad perimetral para
preveniraccidentes. ;Cuantos metros mas se deberan cubrir en la plaza mayor que
en la menor?

b. ;Cuél serd el drea de cada plaza?

Enel segundo, se habilitaran las otras dos plazas, pero se desconocen algunas medi-
das. En la primera plaza un cateto mide 14 metros y la hipotenusa, 18 metros, mien-
tras que la otra, un cateto mide 5,6 metros y la hipotenusa, 7,2 metros.

c. Calcula la medida de cada uno de los catetos desconocidos.

d. Para la instalacion del cerco de seguridad perimetral, jcuantos metros mas se
deberdn cubrir en la primera plaza que en la segunda?

e. ;,Cudl serd el drea de cada una de estas dos Ultimas plazas? ;Cuél es la razén entre
estas areasy cdmo interpretarias este valor?
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m Geometria. Tatiana es urbanistay, en un barrio por el que cruza una avenida en dia-

gonal, ha disefiado seis plazuelas con forma de tridngulo isdsceles rectangulo. Luego \

de analizar los demas requerimientos, Tatiana decidié que las medidas de las hipote-

nusas (en metros) sean 9, 5V2; 13,4; 5V7; 8V3; %y 6V5, respectivamente. UsaV2 ~ 1,41

3~ 1,73
a. Utilizando el método que estimes conveniente, determina cual de las plazuelas sera B~ 224y
la més grande. 7 ~ 2!65

b. Estima, con dos cifras decimales, cual es el valor de las longitudes de las hipote-
nusas de cada plazuela.

Me evaluo Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @)

€ Reconoci que los nimeros irracionales no pueden escribirse como
un cociente entre ndmeros enteros y que su desarrollo decimal es O O Q
infinito y no tiene periodo.

. Representé nimeros irracionales como puntos sobre la recta O O Q
numérica real.

@) Estimé y aproximé nimeros irracionales. O Q Q

. Utilicé la descomposicién de raices cuadradas y las propiedades
de las raices cuadradas. O O Q

. Resolvi problemas que involucren nimeros racionales e irraciona- O Q Q
les en diferentes contextos.

@ Expliqué demostraciones de resultados mediante definiciones,
axiomas, propiedades y teoremas. O O O

. Demostré interés, esfuerzo, perseveranciay rigor frente a la Cuaderno

u n

resolucion de prob emas y la blsqueda de nuevas soluciones para O O Q pégina 12
problemas reales.

Reviso mis metas y estrategias

n Respecto de las estrategias que mencionaste en la pagina 15: ;han sido eficaces?,
iLporqué?

a ¢Has podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Raices enésimas y logaritmos

Exploro

¢ Qué sabes sobre los logaritmos? Escribe tres ideas.

.Te imagina a qué se refiere la raiz clbica de un nimero? ;o la raiz cuarta? Explica.

§

Aprenderé a: Necesito recordar...

= Definiry calcular raices enésimas e inter- = Factorizacion prima.
pretarlas como potencias de exponente = Potencias de exponente
fraccionario. entero y sus operaciones.

= Definiry calcular logaritmos; comprender.y - Raices cuadradas.

aplicar sus propiedades.

= Reconocer la relacion entre potencias, raices y
logaritmos.

= Resolver problemas en situaciones que involu-
cran raices enésimas o logaritmos.

¢Qué debo saber?

1. Descomp6n los siguientes niUmeros como producto de factores primos.
a. 24 d. 300
b. 75 e. 1275
c. 108 f. 1300

2. Resuelve cada una de las expresiones siguientes aplicando lo que sabes sobre potencias.
A
a. (5) + 47 =
b. (-3)%+(-3)"+(-3)2+ (-3)° =
273742533 =
(4%)7 =

a o

38 | Unidad 1 ¢ Nimeros
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3. Determina si las siguientes igualdades son verdaderas. Justifica las falsas.

a. 42+3°=7°
b. 3%.52=15°
C. 472.2¢=1
d. 6%:33=20
e. 34:92=1
f. (392=3°
4. Descompodn cada raiz cuadrada si fuera necesario y reduce las siguientes expresiones.
a. VT +5V7 - W7 =

b.
c.
d.

3V8 - 5V32 + 7128 =
5V27 - &\V243 + 6108 =
V125 - 3V20 + 4V45 =

5. Aplicando el teorema de Pitagoras a las medidas de sus lados, determina si los
siguientes triangulos corresponden a un triangulo rectangulo.

o o

- o o o

Me evaluo

. Calculé operaciones con potencias de base racional y exponente
entero y apliqué sus propiedades.

@ Calculé operaciones con raices cuadradas y apliqué sus Q Q O

propiedades.

.Apliqué el teorema de Pitagoras a la resolucion de problemas
geomeétricos. Q Q Q

©
. Descompuse un numero natural en su factorizacién prima. Q Q Q
OO0

12cm, 16 cmy 20 cm.
15¢cm, 20 cmy 24 cm.
10cm, 13cmy 17 cm.
20cm, 48 cmy 52 cm.
24 cm, 10 cmy 26 cm.
25cm, 15cmy 20 cm

Evalua tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador

@ Resolvi problemas utilizando estrategias como descomponer el
problema en subproblemas mas sencillos. Q Q Q

. Busqué y acepté mis errores y repeti el proceso cuando fue Cuaderno
L necesario. Q O Q ) pagina 14
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Leccion 2

Tema 1: ;Cuales son las raices enésimas?

v/ ¢Qué aprenderé?
A reconocer laraiz enésimay
comprender su relacién con las
potencias.

W/ ¢Para qué?

Para comprender la notacién
de la raiz enésima y utilizar su
relacion con las potencias para
resolver problemas de las cien-
cias y la vida diaria.

e/ R

Las calculadoras cientificas no
siempre incluyen una tecla para
calcular raices cubicas. Por

3
ejemplo, para calcular V125 se

puede digitar de las siguientes
formas, segun el modelo:

(3 ]V ]

En el segundo caso, se utiliza
la raiz como la inversa de la

potencia.

o

R
( Glosario ;

Raiz enésima: cantidad que consi-
derada n veces como factor da una
cantidad determinada.

* Porlo general, en la raiz de
gndice 2 este valor se omite:
va =va.

e Los nombres de algunas raices
son:

Va: raiz cuadrada de a.
3 ’ s .

Va: raiz cibica de a.

4 ’

Va: raiz cuarta de a.

Va: raiz quinta de a.K_/J

Unidad 1 ¢ Nimeros

@®® Actividad en pareja

@« —

Materiales

n Busquen en la calculadora la te- _ _
cla vx, investiguen que es lo que v/ Calculadora cientifica
hace y escriban su conclusion.

B Usando la calculadora, calculen las siguientes raices.
;Qué pueden observar?

3 3 3 3 3 3 3 3
V8 V-8 V125 V-125 V343 V-343 V512 V-512

3
B Calculen V7 y anoten su resultado.con 8 cifras

B Borren la pantalla, escriban el nimero anteriory elévenlo al
cubo.

decimales.

a. ;Qué ndmero esperan que resulte?

b. ;Cual egfel resuttado?{ ’

c. ;Par qué creen que ocurre esto?

B Investiguen ahora qué hace la tecla 37 para distintos valores
de x, primero usando y = 4y luego usando y = 5. ;Qué pueden
concluir?

n Calculen el valor de cada raiz enésima. ;Qué ocurre?

4 5 5 6 6 7 7
V-32 V243 V-243 V216 V-216 V2187 V-2187

n ¢Hay valores para los cuales no existan resultados?

Expliquen. O,
-() Usa calculadora
Para explorar
C baié el taller? Individualmente Grupalmente
¢Como trabajeé el taller? Q O Q O
¢Como trabajo mi com- Individualmente Grupalmente

pafiero(a) el taller? Q O Q O
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Actividades de proceso

1. Aplica la factorizacion de cada cantidad subradical y extrae sus factores. Completa
cuando corresponda.

3 3 3
a. V320 =V64-5=V43.5=

4 4
LNV112=V16-7 =

o

5 5
c. V7776 =V32- 243 =
(24 8 5.
1125 1125
g 81
. /0,0081 = 10000 -
2. Calcula las siguientes operaciones y responde.
3 3
a. 7V135 - 2V40
3 3
=7V27+5-2V8+5
3 3
=7-3V5-2-2V5

4 4
b. V48 + V187 - V575
4 4
V16 3+V8T- 25+

o

D

iSiempre es posible sumar raices con el mismo indice?

3 3 3 3 4 4 4 4
3. ;Esverdaderoque V-9 - V-3 =V9 -V3?, ;yque V8 - V2 = V-8 - V-27 Justifica.
4 )
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Leccion 2

\‘l

Las calculadoras y computado-
res no son capaces de operar con
ndmeros irracionales, ya que im-
plicaria almacenar en su memo-
ria temporal una cantidad infinita
de cifras. Entonces, se aplican
algoritmos iterativos para operar
usando aproximaciones. Una
ventaja del algoritmo de Newton
- Raphson es que resuelve el cal-
culo de una raiz enésima con las
cuatro operaciones basicas, por
lo que resulta facilmente progra-

&bleen un computador. )

R —

¢ Qué puedes concluir de
esto? Explica.

Unidad 1 ¢ Nimeros

4
5 5 5
Resuelve V2 - V3 +V192 - \fﬁ=
V2

PASO @) Ve+V37-6-V2-06_

SOSE
L

5 5
.

PRSO @) Vg + V25 . V5 - Y2 Vo

~

PRS0 @) V + 2- V8 - V6 -

PSOQ) 3-V5 -5

a. ;Qué proceso se realiz6 en el paso 17

b. ;Qué propiedad se utilizé en'los pasos 2y 37

c. ;Qué operacion se realiza en el paso 47

d. ;Se puede simplificar la expresion obtenida en el paso 47,
ipor qué?

Observa las amplificaciones y determina cual de ellas racionaliza la
expresion.

2
V5

Q
(o8]
ol
]
—

(&)
‘ q
N

b, 8.7 J
V7 V72

En la expresién racionalizada, jcual es el exponente del radicando
que amplifica?
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:@’Herrumientus
4 tecnoldgicas

¢Como lo resuelve la calculadora?

Para operar con las raices enésimas en calculadoras y computadores, se usa el
lamado algoritmo de Newton - Raphson, que plantea lo siguiente:
x"-a

nexnt

o o - s n . - ’ .
Si x es una aproximacion de va, x - es una aproximacion aun mejor.

1. ;Como podrias lograr, de manera rapida, una primera “buena” aproximacion
para sfﬁ por ejemplo?

2. Verifica este algoritmo con una planilla de calculo, aplicando los siguientes pasos:
PASO o En la celda A7, escribe la cantidad subradical de la raiz que se calculara.
PASO 9 En la celda A2, escribe el indice de la raiz que se calculara.

PASO 9 En la celda A3, escribe una aproximacion inicial.

PASO 9 En la celda A4, escribe, sin espacios, la formula
=A3-(POTENCIA(A3;A$2)-A$1)/(A$2*POTENCIA(A3;A$2-1))

PASO Selecciona y arrastra hacia abajo la celda A4 para-copiarla en las celdas
bajo ella. Procura que se copie al menos hastada celda A10.

3. Modifica los valores de las celdas A1, A2 y A3 a tu eleccién. ;Se obtienen buenas

aproximaciones?, ;como podrias comprobarlas? i orag
péagina 21

En resumen

e A partir del concepto de las raices cuadradas y sus propiedades, se extiende la
nocidn a potencias de mayoresexponentes. En general, si y = x", con x e y nime-
ros reales y n un numero natural mayor que 1, se dice que x es la raiz enésima
de y:

y= X" — W =X
En esta expresion, a y se le llama cantidad subradicaly a n, el indice de la raiz.
En el caso de que n sea par, x existe solo siy > 0.

Propiedades:
va - Vb = Vab r\'/E:\/E=\/5$,C0nb;£O

n n
aVb =Va"b, cona, b € R. Cuando n es par, a, b € R*

* Dada una expresion fraccionaria que contiene una o mas raices enésimas no
exactas en su denominador, racionalizar la expresion es transformarla de modo
que no posea raices en el denominador, sin cambiar su valor. Para esto, se am-
plifica por una expresioén tal que se elimine la o las raices del denominador, por

ejemplo:
n_<3_.n\/b"-x =aTb"‘X‘ cona,beR,b#0(sinespar,bcR)yxeN
be \[bnfx
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Actividades de prdctica

1. Relaciona cada raiz enésima con una potencia. Para ello, completa la tabla.

4 R
3
> (-2)7 “ V=27
3
37 i V=343
V1000
i -8)° (=1)? V243
V1296
N\ J
et V175 V256 V=512 = V=178
Potencia | (-3)° 2° 3° (=7)3 108 b4

2. Calcula el valor de las siguientes raices enésimas.
a. V8 -
b. V=37 -
c. V8T -

6

d. V1 =
e. V1074 =
£, V75 =

3. Responde.

a. ;Por queé no esta definida la raiz de indice par de un nimero negativo?
b. iExiste.algdin niumero real tal que su raiz enésima sea el mismo niimero?

10 15
c. ;Cuéleselvalorde V1yde V=17, ;de qué depende el signo del valor obtenido en
cada caso?

4. Calcula el valor de las siguientes expresiones.
a. V216 + =243 + V16 -
b. V=32 - {10000 + V54 -
C. 3W + E + /64 =
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5. Una de las operaciones en las que se aplica la raiz enésima es la

media geométrica, que es similar a la media aritmética o promedio,
pero en este caso los nUmeros se multiplican y finalmente se calcu-
la la raiz enésima que corresponda, segun la cantidad de nimeros.

En general: G = n,/x1 X, ...-x . Observa:

* Dados los numeros 3y 12, para obtener su media geométrica se

calculaV3-12 =V36.

* Para los niumeros 6, 16 y 8, como son tres niUmeros, su media
3 3
geométricaesV6-16-18 = V1728.

* En cambio, la media geométrica entre 2, 4, 9y 18 es
4 4
V2-4-9-18 =V1296.

Determina la media geométrica de los siguientes nimeros.
a. 4,6y9.

b. 1,2,4,8y16.

c. 2,6,9y12.

d. 2,4,6,9y18.

Determina, para cada raiz, una expresion equivalente con la menor
cantidad subradical posible.

3

a. V54

b. V80

¢. V9000

d. W, cona, b e R U{0}

: 6pmm,conp,qe]R,reR*U{O}

3
|60p°q®, conp,q, € R

D

—h
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—
( Glosdrio ; ﬁ

media geométrica: de una can-
tidad arbitraria n de nimeros es
la raiz enésima del producto de
todos los nimeros.

Se utiliza para datos de progresién

geomeétrica, para promediar razo-
nesy para interés compuesto.

iLa media‘geométrica de
dos 0 més numeros es ma-
yor o menor que la media
aritmética de los mismos
nUmeros?, ;por qué crees
que sucede eso?

¢Qué aprendi hoy?

n Calcula el valor de las siguientes raices enésimas.
5
a. V243 =
6
b. V2048 =

a Determina, para cada raiz, una expresion equivalente con la menor cantidad

subradical posible.

3
a. V24000
b
b. Va®bh'?c"™ cona, b eR,ce R U {0}

Cuaderno
) pagina 15
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Leccion 2

t— Tema 2: ;Qué representan las potencias de exponente fraccionario?

W/ ¢Qué aprenderé?
A comprender la representa-
cion de las raices enésimas
como potencias de exponente
fraccionario.

W/ ¢Para qué?

Para utilizar un registro o el otro
seguln sea necesario al resolver
problemas cotidianos.

7

Considera a, y € R*,
neNyn>1

Individualmente

¢Como trabajé /> : 4 O

el taller? Grupalmente
/7
N OO

Individualmente

¢Como trabajo /> Q

mi compane- Grupalmente

ro(a) el taller? /) Q
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@®® Actividad en pareja

Apliquen las propiedades de las potencias para reducir las
siguientes expresiones.

(43)2 =
AP =

¢Qué propiedad debieron aplicar? Expliquenla con sus
palabras.

Ahora, utilicen la misma propiedad para reducir las siguien-
tes expresiones.

(35) =
(63) -

Consideren.las expresiones anteriores: ;como podrian inter-

pretar los exponentes % y %?, iaqué equivalen? Expliquen.

Observen la siguiente demostracion y comenten con las pro-
piedades que justifican cada paso.

1 P A
Seay=an—> y"= Ia”] \/ Aplicando propiedades

Seelevaan de potencias

1
y'=an'"=a'=a

=
Yy =aoy= va For definicion
de raiz enésima

1 n
an=\Va ,
Ya que ambas expresiones
soniguales a y

Analicen la siguiente igualdad:
Vam = lrﬁ]m, cona € R*

iEs correcta? Si lo es, demuéstrenlo utilizando las propie-
dades que ya conocen. Sino lo es, den un contraejemplo.

;Cémo se puede interpretar la expresién an?
Expliquenlo con palabrasy den al menos tres ejemplos.



LSaRRoLL0
Actividades de proceso

\"
1. Analiza la siguiente demostracion. = Matemdtica y computacion —
4 4 4 (
V2 V3 = 2430 = (2-3)i = V6 Un aspecto fundamental en la
programacion computacional es
a. Explicala con tus palabrasy escribe una férmula general para la optimizacidn de informacion
ella. inicial que se le debe dar al com-

putador para que pueda realizar
las operaciones necesarias. Por
lo tanto, si ya existe una opera-
cion definida, que ya esté progra-
mada, y hay otra que se relaciona
con ella, generalmente se busca
definir esta Ultima de manera

b. ;Qué propiedad de potencias se utiliza para demostrarla? wr o™= _J

—

2. Muestra las siguientes igualdades, aplicando las propiedades de

otencias.
P 5 5 5 ¢ Qué propiedades de
a. V16 :V8 = V2 potencias son las que se

utilizan?

7 7
b. 2V3=V27-3

Eh resumen

Se puede interpretar una potencia de exponente fraccionario
como una raiz enésima y viceversa, de modo que:

n 1
va =an

Gracias a esto, se pueden realizar operaciones entre raices ené-
simas aplicando las propiedades de las potencias para interpretar
y simplificar el calculo de expresiones que las involucran.

n

Va™ = an, sines parym esimpar, a € R* U {0}
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Leccion 2

Actividades de prdctica

1. Expresa en forma de raices las siguientes potencias.

1
a. 6°=
b. 3
c. 2
d. x
e. q
f. 1

2. Demuestra la siguiente propiedad de las raices enésimas.

oo

Relle] Ml

N Nlon PN

3w

017 =

Vxb» =\xb, con x € R* U {0}

3. Aplica la propiedad demostrada anteriormente para reducir los
indices de las siguientes raices. Considerap, ¢ € R* U {0}.

a. \p° -
b. Vq® =
c. o7 -
d. \piqt -

6
e. \piqg® =
\ s/
NANY 4. Verifica, considerando valores para ay b positivos, que los pares de
/ Us[,%r%ql(:u'k},g?m expresiones son distintos entre si.
explo ! Lo
a. (a=+b)? a’+b?
1
b. (a2 +b%)? a+b
2 1
c. (a+h) mz

5. Sia e R*U {0}, explica con tus palabras, da ejemplos y demuestra
la siguiente propiedad de las raices enésimas:

y X
6. Considera las siguientes expresiones, con a € R* U {0}:

5 7 35
Va® - Va® = Va%

¢ Existe alguna condicion
paraelvalorde a?
Justifica.

7

45 35
58 = Va*
”83

a. ;Son correctas? Si lo son, demuéstralo. Si no lo son, da un con-
traejemplo para cada una.

b. Escribe una féormula que permita multiplicar o dividir dos raices
enésimas de distinto indice e igual cantidad subradical.
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7. Aplica la formula deducida anteriormente y las demas propiedades para reducir las
siguientes expresiones. Considera a, b, p, x € R*.

3
5 3
a. VG737 g Y32 _
V8
3 5 3
b.V343 - V49 = 9. [2V2V2 =
5 6 > 2
¢ V37V - h. |[Val
Va®

w

(o8]
=]

7 3
d. Vah*-Vaidp? = i.

St

p

4 3 ) Va7 _ 15V
. W'\[Zz= i 10\/x_315\/x_=
P 5VX

8. Reduce las siguientes expresiones para obtener una equivalente con la menor canti-
dad subradical posible. Considera a, b, p, g € R".

[
—
N
[@n]

|

3 3
e. V198 -/21 =

Q
|

O

! %)
ﬂ i‘
(@n)
> (@n]

5
5
. = f. F'\”UUO:
Vi V25
6 3
o V2 b
-3 = 9.3 3 -
Ve Va? - Vah?
NP
4 4
d. /35 - V8 - AL
b 7
¢Qué aprendi heg? W
n Expresa en forma de raices y calcula.
1
a. b64°% =
3
b. 81%=

a Explica con tus palabras la relacién entre las potencias con exponente fracciona-
rioy las raices enésimas.

B (En qué casos es conveniente usar la notacion de potencias con exponente frac-
cionario?, jpor qué? ngdemo
J pagina 17
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Leccion 2

-~ Tema 3: ;Qué son los logaritmos?
w (,QUQ (lprenderé? @®® Actividad en pareja
A comprender qué es un logarit-

mo y su relacion con las poten-
cias y las raices enésimas. Observen cdmo se puede describir la siguiente relacion.
La raiz quinta de 1024 es 4.

5
W/ iPara qué? = Iz
Para representar matematica- 1024 es la quinta
potencia de 4. 5
4 =024
El logaritmo de 1024 en base 4 es 5.
Es decir, 5 es el nimero al cual se

eleva 4 para obtener 1024J

mente la relacion entre el valor

de la potencia y el exponente.
Iog4(1024) =5
-

En cada caso, describan la relacion usando las tres interpre-
taciones senaladas.

28 =256 312 = 531441 5¢=15625

Completen la siguiente tabla, siguiendo el ejemplo.

Potencia Base Exponente Logaritmo
8%=512 8 3 log,(512) =3
10%=10000
6 -2
log, (1) =0
53=0,008
Indivigualmente log , (4) :%
;Como trabajé /D ©, O
el taller? Grupalmente Respondan cada pregunta justificando sus respuestas.
)P
J Q iLa base de un logaritmo puede ser negativa?
Individualmente iExiste el logaritmo de un nimero negativo?, ;y el logarit-
' 4Como trabajé /) Q mo de 07
mi compane- Grupalmente ¢Cual es el logaritmo de 1 en base 37, ;y en base 77
ro(a) el taller? f/) Q ;Depende tu respuesta de la base?

50 | Unidad 1 ¢ Nimeros



LarpolL0
J-
= Matemadtica y ciencia —

" Escalas logaritmicas ﬁ

Las escalas logaritmicas son utilizadas en diversos ambitos, por ejemplo
la de magnitud sismica de Richter para medir la intensidad de los terre-
motos y la del pH para medidas de acidez y alcalinidad; o bien en unida-
des de medida, como los decibelios para el sonido o la magnitud estelar
para el brillo de las estrellas. Estas escalas son especialmente pertinen-
tes cuando el rango de datos de que se dispone es muy amplio y cuando
los datos tienen (o asi parece] una conducta exponencial o potencial.

Por ejemplo, si se considera la masa de los seres vivos, existen grandes
diferencias entre los méas pequenos y los mayores:

e un dragon de Komodo: 90 kg = 90000 g ~ 1047 g

e un rotifero (el menor animal pluricelular):
0,00000000603 g ~ 10-8%2 g

e una ballena (el mayor de todos los animales]:
120 Tm = 120000000 g ~ 10808 g

Entonces, para mostrar la relacion entre sus masas o
intentar graficar estos datos con la misma escala, es un
problema que existan tales diferencias entre los valores.
Una solucion para esto es asignar a cada animal un valor,
correspondiente al logaritmo (en base 10] de su masa, al
que se le llama el “orden de magnitud”. De esta manera;,
el orden de magnitud del rotifero es -8,22, el del dragén
de Komodo es 4,96 y el de la ballena, 8,08.

Con estos valores se puede establecer una escala para
la masa de los animales que no sea excesiva. El orden de
magnitud de cada animal serd un nimero-entre -8y 8y
se puede clasificar como:

* muy pequenos, los animales de érdenesentre -8y -5
° pequenos, los que estan entre -3y -2

* medianos, los que estan entre =2y 2

e grandes, los que estan entre 2 y'5

* muy grandes, los que-estan entre 5y 8.

En un rango pequeno, eneste caso de -8 a 8, con esta
escala se consigue expresar realidades muy diferentes.
Las escalas logaritmicas pueden ser muy Utiles, pero
jcuidado!...'solo si se entienden bien. Por ejemplo, cuan-
do se dice que la ballena es de orden 8y la langosta es
de orden 4, no significa que la masa de una ballena sea
el doble de la-masa de la langosta. De hecho, ya que 108-%=10%= 10000,
kesto significa es que la ballena tiene 10000 veces la masa de la langosta. J
~—

En resumen

Se llama logaritmo de un nimero en una base dada el nimero al cual debe elevarse
la base para obtener dicho nimero. Es decir:

b¢=a«log,a=ccona, beR b=1ceR
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Actividades de prdctica

W\ . o 1. Aplicando la definicién de logaritmo, comprueba si las afirmaciones
= Matemdtica e historia = son verdaderas o falsas. Justifica.
Rara vez en la historia de la A
ciencia una idea matematica fue 2. l0g,[25) =2 9. log, (0.25) = -2
recibida con tanto entusiasmo
como los logaritmos. Como dijo b. LOg?[O'ZS] =05 h. log%[él =05
Laplace: "Al reducir el trabajo, la . NI 8
invencion de los logaritmos dupli- c. log,(-3)=2 - lOgﬁ( 81/~ 5§
c6 lavida de los astronomos”. d 1 (3.78] = 0 - (125) 5
Las tablas publicadas en 1624 - 109,180 = J- og% -9
por Henry Briggs bajo el titulo e. log [2) = 100 k. log (105 = 5

Arithmetica logarithmica fueron la
base (con pequenas revisiones) 3 3
de todas las tablas de logaritmos f. log (10)=1 L. log, <m) =5

hasta el siglo XX. o ) € )
2. Representa las siguientes relaciones numéricas usando logaritmos.

a. 9°=729
a1

b. 57=5¢

c. 0,32=0,09

o

(5 -2

e. 0,01-2=10000

f, (%)%=64

_1
g. 27.° =%
Luego, la regla de célculo, en sus
multiples variantes, seria la fiel 3. Determina en cada caso el valor de a.
companera de todo cientifico e
ingeniero por casi 350 afos: a. log, [2)=a
A principios de la década de 1970,
las primeras calculadoras elec- b. log, (8] =3
trénicas portatiles aparecieron
en el mercadoy en los siguientes c. log, (2048) = 11
diez anos la regla/de calculo se
volvié obsoleta. d. log, la) = 4
_J
= e. log, (0,04) =a
f. log: (9)=a
81
g. Log&IZ] =a
h. log,, (a) = -2
i. log,la)=3

; 1
j. log,y,la) = 3
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4. Ciencias naturales. Para describir la intensidad del sonido y rela- Ayuda )
cionarla con su magnitud en watts por metro cuadrado (W/m?) se \-\,/ j
utilizan los decibeles. No todas las calculadoras se
La intensidad en decibeles y la magnitud () se relacionan mediante usan igual, por lo que es necesa-
la formula rio que conozcas cémo ingresar
dB = 120+ 10 log |l los valores segun la operacion

requerida. Para calcular logarit-

a. Analiza las siguientes situaciones y completa la tabla con la mag- mos de base 10, esencialmente

nitud del sonido correspondiente. existen tres formas a3
digitar los numeros:

Intensidad del sonido | Magnitud del sonido 4 . \ N
(dB) (W/m?2) Introducirel nimero, y

luego la tecla log.

Pasos en el suelo 10 m

Situacion

Viento en los &rboles 20 o Y,
Trafico en hora de ©

i 80 .
congestion Presionar la tecla log

y luego el valor del cual
se quiere calcular.

Despegue de un avion 150 m

S J

~
b. Investiga: ;qué umbrales de sonido, en decibeles, corresponden Presionar la tecla log,

a un ambiente saludable?, ;y al comienzo del dolor? Compara con luego el valor del cual se
tus companeros quiere calculary al final
’ la tecla = 0 EXE.

Motocicleta 100

Explosion 180

c. ;Cudl es la magnitud del sonido de un equipo de musica utilizado
en un concierto?, ja cuantos decibeles corresponde?

(o] 7 |
d. Sise sabe que un equipo de sonido tiene una magnitud igual m
\ J

al doble de la de otro, ;jcual es la diferencia que poseen en
intensidad?

, . . , Siquieres calcular el valor de
e ;Qué recomendaciones existen para el uso de audifonos para es- una expresion compuesta, es

cuchar musica? ;Los usas tden niveles adecuados para tu salud? fundamental respetar la priori-
dad de las operaciones. En este
——’_?\ sentido, se pueden utilizar los
¢Que aprendi hoy? ﬂ paréntesis que ofrece la calcula-
. . . . dora cientifica, considerando que
Un médico detecta que un paciente requiere mantener los niveles . leulars el
i L La cantidad C de miligramos que primero ca‘cutara et argumento
de un medicamento en la sangre. _ g q y luego el logaritmo.
hay presentes en ella va disminuyendo con el tiempo t en horas de J
acuerdo a larelacién

logC = 1-0,087t
a. ;Cual es la dosis que se administra del medicamento?
b. jAl cabo de cuantas horas quedan 0,5 mg del medicamento?
c. ;Cuéntos miligramos quedan en la sangre 8 horas después?

d. Si el medicamento se administra a las 8 A.M. y no debe bajar de
0,3 mg, ;a qué hora debe recibir la siguiente dosis? Cuaderno
( ) pagina 19
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Leccion 2

Tema 4: ; Cuales son las propiedades de los logaritmos?

w (,QUé aprenderé? @@ Actividad en pareja
A conocery comprender las m
propiedades de las operaciones
con logaritmos. Consideren el valor de las siguientes potencias para resolver los
ejercicios:
W/ ¢Para qué?
Para aplicarlas de manera efi- 2°=1 30=1 49=1 6% =1
ciente y utilizarlas en ecuaciones 219 31_3 4ol R
que contengan logaritmos.
22=14 F=9 42=16 6% =36
2°=8 F=27 43 = b4 63=216
2¢=16 34=81 4% =256 64 =1296
2° =32 35 =243 45=1024 6°=7776
2= 64 36=1729 4% = 4096 66 =46656

n Calculen los siguientes:logaritmos:

a. Logé[4]=[:} d. log,(2) =
John Napier B B
(1550-1617) b. log, (1) = [j e. log,(5) =
Este matematico escocés fue
quien definié los logaritmos, C. [093[1] = S f. [094[1] =
método ideado para simplificar
el calculo numérico con el que > ;Qué pueden concluir?
se redujeron todas las opera- ] ] o ;
ciones a la adicién y sustrac- a Analicen si las siguientes expresiones son verdaderas o
cion. Napier publicé finalmente falsas.
sus resultados en 1614 con el
tratado Mirifici Logarithmorum - l096[6 O logé[é] " Logé[%]
Canonis Descriptio, fruto de un . _ .
estudio de veinte afios. También = l0g, {16 - 256] = log, (16] - log, [256)
hizo comun el uso del punto c. [092[8] + [092[4] = [092[8 < 4)
decimal en las operaciones
aritméticas. d. — 1og,(9-81) =log,(9) + log,(81)
e. — log,l4+4)=log,(4) +log,(4)
f. — log,[1296) + log,(36) = log,(1296 - 36
9. log,256-4) =log,[256) + log, (4]
h. log,(8 +8) = log, (8] - log, (8]

* ;Qué pueden concluir?, jocurrird siempre lo mismo?
Expliquen.

» Escriban una expresion algebraica que represente esta
relacion.
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B Analicen si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.

a. — log,[216:36) = log, [216) - log, (36)

b. log,(256:4) = log, [256) : log, (4)

c. log,(64 - 32) = log, (64) : log, (32)

d. log, (32) - log, (8) = log,(32:8)

e. — 10g,(729:27) = log,(729) - log, (27)

f. log,(1024:4) = log, (1024) - log, (4)
9. log,[16 - 8) = log,[16) - log,(8)

h. — log,[7776) - log,(216) = log,[7776:216)

* ;Qué pueden concluir?, jocurrird siempre lo mismo? Expliquen.
» Escriban una expresion algebraica que represente esta relacion.

B Analicen si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.

a.  log, (369 =2-log, 36
b. — log, (4] =log, (4-4)
c. — log,(64)=3-log,(4)
d. — 2-log, (27) = log,(27%)

* ;Qué pueden concluir?, jocurrirasiempre'lo mismo? Expliquen.
e Escriban una expresion algebraica que represente esta relacion.

C haitel i4TT8E2 Individualmente Grupalmente
iComo trabajé el taller? N -
00O OO0
¢Como trabajo mi Individualmente Grupalmente

compaiiero(a) el taller? O > Q O > Q
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Actividades de proceso

1. Observa como se simplifica esta expresion y explica en qué consiste cada paso.

3
log (121) + 4 log (33) - log V%

1

= log (117 + 4 log (3 11) - log (%)3

= 2log (11) + 4(log (3] + log (17)) - 1{2 log [3] + Log (1)

= 2log (11) + 4 log (3) + 4 log [11]—%109 [3]—%[09 (1)

_17 10
= log (1) + 0o (3]

e ;Podria simplificarse mas?, ;por qué?

* Usando log (11) &~ 1,04 y log (3) = 0,48, jcudl es el valor de la expresion?

2
2. Analiza como se puede descomponer la expresion log (p_rq> conp,q,reR".

log (LD?) =log (p?q) - log [r) = log (p?] + log [q) - log [r)
=2 log (p) + log (g) - log [r)

Descompon las siguientes expresiones, con a, b, ¢, € R*.

-
a. log <§%> .

N

-
b 109 (755) -

N
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3. Analiza como se puede componer o reducir la expresion. Considera p, g € R*.
log [p?) + 5 log [g) - log (?;?) + log (%) =2 log (p) + 5 log (q) —% log (p) - log (q]
- %log [p) + 4 log [g)
- tog ({77) + log g7)
~tog (Yo7 ¢¢)

Reduce las siguientes expresiones:

~
a. log (900) - log (18] - log (9) =
J
N
1 -
b. -log (24) + - log [120) =
/
)
c. log (g7 + log (p?) - 3(log (¢7) - 5 log [p)) -
J
¢ Qué dificultades en-
contraste?, jcémo las

superaste?

En resumen

En las operaciones con logaritmos se verifican las siguientes propiedades, cona >0
y a#l:
* Logaritmo de la base:
log, (a) =1
* Logaritmo de la unidad:
log, (1)=0
e Logaritmo de una potencia:
log, ) = y-log, [x], conx>0,yeR
* Logaritmo de un producto:
log, [xy) = log, [x) + log, [y), conx >0,y >0
* Logaritmo de un cociente:
log, (%) = log, [x] - log, ly), con x>0,y >0
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Actividades de prdctica

1.

2.

Calcula los siguientes logaritmos, desarrollando cada expresion de modo de utilizar
los valores de la tabla y una calculadora con adicion, sustraccion, multiplicaciéony
division. Observa el ejemplo.

log (6) = log (2 3) = log (2) + log (3) ~ 0,30 + 0,48 ~ 0,78

log (2) ~ 0,30 log (11) =~ 1,04

log (3) ~ 0,48 log (13) =~ 1,11

log (5] =~ 0,70 log (17) ~ 1,23

log (7) ~ 0,85 log (19) ~ 1,28

a. log (14) e. log (98)
b. log (35) f. log (120)
c. log (57) g. log (91)
d. log (63) h.(log (128)

Verifica si las siguientes igualdades son correctas o no.

log (3\/—> +log [125) + log (V363) = Llog () + log (99)

b. log (%) +2log (a) + log (V&) = og (a),cona e R*

c. log (A\/x2 +2X - 8) log <X+ g) =log (Vx-2), con x> 2

d. log (X' > =log [x = 1) = log [x) - log (x + 1), con x > 0

. Aplica las propiedades para reducir las siguientes expresiones a un solo logaritmo.

Consideraa, b, p,q,r,s € R".
log (5) +log (8)

b. log (15) + log (15) - log (5)

e %Log (5) + 3 log [125)

d. logla?+ b) - log (a)

e. alog (p) - 3c log (q)

f. log (yp) - 4 log (q) + %[Log VF) +2 log (s))
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4. Larelacion entre el area de la superficie corporal a (m?) de una persona, su masa
m (kg) y su estatura h (cm) esta dada por la siguiente expresion: Usa una calculadora
log (@) = -2,144 + 0,425 log (m) + 0,725 log (h).

a. ;Cual es el area aproximada del cuerpo de
Alex si sumasa es de 70 kg y su estatura es
175 cm?

b. Sila masa corporal de Josefa es de 60 kgy
su estaturaes 1,6 m, jcudl es el area de su
cuerpo aproximadamente?

c. Determina la estatura aproximada de una
persona, si el drea de su cuerpo es 2 m?y su
masa es de 80 kg.

5. Ciencias naturales. El nivel de presion del sonido se puede calcular a partir de la
expresion:

N=20 log( , donde p es la presion del sonido en dinas/cm?.

7157)
210
a. Sip=2-10-*dinas/cm? ;cudl es el nivel de presién sonora?

b. Sip=2-10~dinas/cm? ;cual es el nivel de presion sonora?, _ yUs2 0,1 Fa =1 dina/cm*
¢;a cuantos pascales (Pa) equivale?

c. Demuestra que el nivel de presion del sonido se puede expresar como

N =20 (Log (%) +4)_

6. Ciencias naturales. La intensidad de la luz que ingresa a un pozo de agua va disminu-
yendo con la profundidad. Para describir la profundidad a la que se puede percibir un
porcentaje p de luz respecto de la inicial seutiliza la siguiente relacion:

- _log{p]
- 09

Donde x se expresa en metros.
a. Analizando la relacién, jcomo se expresa p? Explica.

b. Siun buceador percibe un porcentaje de luz igual al 92% del que se percibe en la
superficie, ja qué profundidad se encuentra?

c. ;A qué profundidades, respectivamente, se perciben porcentajes de 80%, 70%y
50%? Utiliza la calculadora y redondea el valor a dos cifras decimales.

¢Qué aprendi hoy? j

n Verifica si la siguiente igualdad es correcta o no.

log <%> +log <%> = log <\/%) +log (7]

Aplica las propiedades para reducir la siguiente expresion a un solo logaritmo.
1
-log (24] + ilog (120) Cuaderno
. pagina 2.3
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Taller de habilidades @ITrTE:

Emilia publica un post en una pagina de sus redes sociales y observa como es
visitado por sus amigos y los amigos de ellos a medida que pasa el tiempo.

Minutos 1 2 3 4 5 6
Visitas 3 12 48 192 768 3072

(En cuanto tiempo alcanzara a tener 768 432 visitas?

PASO o Se identifica si existe algln patrén o regularidad:

° Se puede observar que la diferencia entre la cantidad de visitas no es un
valor constante.

° Tampoco corresponde a alguna regularidad de potencias conocida.

° Pero al comparar las cantidades de las visitas, se puede ver gue hay un
patron multiplicativo entre cada una.

PASO 9 Se determina el valor inicial y el que genera el patron.observado.

a,=3=a a,=192=3-4°=a-p°
a,=12=3-4=a-p a,="768=3-4"=a-p'
a,=48=3-47=3a.p? a,=3072=3-4°=3-p°

Luego, se puede determinar una expresion general:
an= 3 . 4n—1 =g- pn—1

PASO 9 Ya que a_es 786432y se buscael valor de n, a la expresion obtenida se
aplica logaritmos y sus propiedades:
a =a+"p"’
log (a,) =log(a - p"")
logl(a,) ='log (a) + (n - 1) - log (p)
logya,) = log (a) + n log (p) - log (p]
—n log (p) = log (&) - log (p) - log (a,)

. -log (a) + log [p) + log (a,) _log (ana. p)

log (p) ~ log [p)
PASO 9 Se remplazan los valores y se calcula.
3,'P 7864324 log [1048576)
g = 3 = 1048576 n—4lOg 0] =10

PASO 9 Se comprueba el resultado utilizando la expresidon determinada antes y se
responde en el contexto del problema

a,=a-p'=3.47=786432

En 10 minutos, el post publicado por Emilia tendra 786 432 visitas.
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Emilia se entusiasma y publica otro post y observa la cantidad de visitas.

Minutos 1 2 3 4 B 6
Visitas 4 20 100 500 2500 125000 ‘
‘A (
n iLogrard 585937500 visitas?, ;y 9765625007, ;en cuanto tiempo?
e "\
G _J

a Lucas publicé una foto y observé que en el primer minuto habia 2 visitas, mien-
tras que en el minuto 13 ya-habia 1062882 visitas. Si el patron entre las canti-
dades es multiplicativo, ;porcual nimero se multiplican las cantidades?

4 )

. )

Cuaderno
pagina 25
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Evaluacion de proceso

n Determina si las expresiones siguientes son verdaderas o falsas. Justifica tu

respuesta.
a.

b.

ho

La raiz cuadrada de un nimero es la mitad del nimero.

Six <0, entonces Vx? = -x.

La suma de raices cuadradas es igual a la raiz cuadrada de la suma.
Racionalizar es elevar a potencia una raiz.

La expresion log, (b) se lee como “logaritmo de a en base b”.

log, (6) existe y su valor es 6.

log, (-49) existe y su valor es -2.

Los logaritmos son siempre positivos.

log, (x) + log, (x) = log,, (x) para todo valor de x, siendo a y b positivos.

B Determina la media geométrica de los siguientes numeros:

a. 2,9y12.
b. 5,8y 25.

c. 3,4, 6y18.
d. 1,2,8 18y 27.

B Calcula el valor de cada una de las siguientes expresiones.

3 3
a. 3V320 - 2V135 =

b. VBT - V758 + V80 =

c. V-216+

5 4
V243 + V625 =

4
5 5
d. SVH-W—W;z—@:

Vi



Aplica la relacion entre las raices enésimas y las potencias de exponente fraccionario,
y otras propiedades, para reducir las siguientes expresiones. Considera a, b, p € R*.

5 3
a. V9r.yV52=
3
b. V1331 . V121 =
4 5
c. V255 .y52=
6 3
d. Va’b*-Va=3h?=

3,] 4
e. \[%W=

f AV128_
L=

V16

3 3
B Un terreno de forma rectangular mide V40 kilémetros de ancho y V320 kilémetros
de largo.

a. ;Cuadl es el area total del terreno?

b. Para cercarlo, Gonzalo estimé que con 10 km de alambrada (de 2 metros de alto)
seria suficiente. jLe alcanzard?, jpor qué?

u Completa la siguiente tabla.

Potencia Raiz Qe% Logaritmo
log, (1024) =5
10%=1000
3
V512 =8
5%=0,0016
log, (1) =0
5
V243 =3

Matematica ¢ 2.° Medio
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Calcula el valor de cada una de las siguientes expresiones.

a. log, (64) + log (1000) + log, (125) =

o

. 210g [100000) - 2log, (256) + 4log, (32) =

(g]

. 2log, (25) - 3 log, (49) + 4log, (4096) =

o

: log%<%> - log%(%) +log (10000) =

(0]

. 3log1 [32] + 7[091 [125] - 6[091 [243] =
A 5 3

f, Atog%(%> . 2log%<%> - 51093(%) -

Supédn que log (a) = p, log (b] = g, log (c) = r. Usando estas equivalencias, representa
cada expresion en términos de p, gy r. Consideraa, b,c € R*, p, q,r € R.
a

Ejemplo: log (E) =log (a] - log () =p -gq

e. 169 (Va7p7e7) -

—
—
o
«
R
Q
N
IS
)
SN——
Il

Calcula los siguientes logaritmos, desarrollando cada expresion de modo de utilizar
los valores de la tabla y una calculadora con adicion, sustraccion, multiplicaciony
division.

a. log (21) ~
b. log (55) ~ log (2) ~ 0,30 log (11) ~ 1,04
c. log (51) = log (3) ~ 0,48 log (13) ~ 1,11
d. log (95) ~ log (5) ~ 0,70 log (17) =~ 1,23
e. log (119) = log (7) ~ 0,85 log (19) ~ 1,28
f. log (121) ~



ZStRoLL0
m Ciencias naturales. Para determinar el didmetro d de un asteroide (en kildmetros),

los astronomos utilizan la expresion: log (d) = 3,7 - 0,2 - g, donde g corresponde a la

magnitud absoluta del asteroide.

a. Determina el didmetro de un asteroide si su magnitud absoluta es 30.

b. Calcula el didmetro de un asteroide si sumagnitud absoluta es 20. ;Qué puedes
concluir?

c. ;Cudl es la magnitud absoluta de un asteroide si su didmetro mide 5,8 kildmetros?

Me evaluo Evalla tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @ T

‘ Estableciy reconoci las relaciones entre las potencias y las raices
enésimas. O Q O

. Caractericé las raices enésimas por medio de potencias de Q Q O

exponente racional, convirtiendo de un tipo de registro al otro.
& ~pliqué las propiedades relativas a multiplicaciones y divisiones Q Q Q

con raices enésimas.

& Calculé logaritmos y comprendi su relacién con las potencias y las O O O
raices enésimas.

. Comprendi'y apliqué las propiedades relativas a operaciones con
logaritmos. Q O O

&) Resolvi problemas rutinarios y no rutinarios que involucran raices Q Q Q
enésimas y logaritmos.

@ Evalué el procesoy comprobé resultadosy soluciones dadas de un
problema matematico. O O O

. Trabajé en equipo, en forma responsabley-proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y Q Q Q
manifestando disposicién a entender sus argumentos en las Cuaderno
pégina 26

L soluciones de los problemas.

Reviso mis metas y estrategias

n Considera las estrategias que escribiste en la pagina 15: ;jlas cumpliste?, ; por qué?

a ¢Has podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Matemadtica en accion

LA AGUJA DE BUFFON

CONSTRUCCION Materidies

e Mide el tamario de la aguja. v/ Una hoja de papel o
e Utilizando esa medida como distancia, traza rectas paralelas cartulina.

en la hoja (y paralelas a los bordes de la hoja). v Regla.
v/ Unaaguja(un mon-

éCﬁMD SE USH? dadiente o un objeto/)

¢ lanza al azar la aguja sobre la hoja.

e Registra el nUmero de lanzamientos (N) y el nimero de cortes (C), es
decir, la cantidad de veces en las que la aguja cruza alguna de las rectas
dibujadas.

Puedes usar Hfﬂ 0[] para contar mas facil después.
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INSTRUCCION

Cuando ya tengas suficientes lanzamientos (al menos 100), cuenta

el valor total
N = LJ C = L\J
-
Calcula el valor de la expresion % = LJ
Georges Louis Leclerc, conde de Buffon

(1707 - 1788)
Fue unnaturalista, botanico,

Ahora pregunta sus resultados a 10 de tus companeros y anétalos.

matematico, bidélogo, cosmo-
N logo y.escritor francés. Intentd

realizar un compendio de todo
c el saber sobre el mundo natu-

ral. Sus ideas influyeron sobre

las siguientes generaciones de
Suma todos los valores y calcula: naturalistas, como Lamarck,

E— Cuvier y Darwin. En matemati-
Total N = Total C = ca, es recordado por su teoria
de la probabilidad y el problema

clasico de la aguja de Buffon,

2N _ planteado en 1733y reproduci-
c do por él mismo ya resuelto
en 1757.
¢A qué niumero se acerca el valor de esta

expresion? LJ

Agrega los resultados de otros companeros y vuelve a calcular.

N

c

Total N = LJ Total C = L\
J

b ¢Cuantos lanzamientos fue necesario considerar para que este ”
ndmero tuviera una aproximacion correcta a la décima?, ;y a la Cuaderno
pagina 2.8

centésima?
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Mis aprendizajes

APRENDER

CONEMONOS
Apuntes graficos
= =
(02 @

Para comenzar

/\
X///Y% 2
= S =
NO LLENAR DF J su\}?EEﬁiAS
TEXTO COMBINALOS CON:

O S2CO ()
FLECHAS — \/ Lo

ciemntos VINETAS

™~ f‘/‘
INVOLUCRA L SECTOR VERBAL @f/ i 3{
1 VISUAL DEL CEREBRO ~— 32

D)
) ESCucHnm 9\ A

ACTIVAMENTE.,_ " NO ES NECESARIO
@ A @i SABER DIBUJAR
2.\ CAPTURA™ a1 ~J USA DISTINTAS
PUNTOS CLAVES //\/\/ TIPOGRAFIAS
JB5 b _ [NA A
WP A=D USA IMAGENS
FACILES
CONECTA LAS . @ ) @?
IDEAS R
/ N SR

oSS, RECORDAR £ M FicIL Y/
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Apuntes graficos con himeros reales

REFLEKIONES DE -~ 2R I
UNA MARANA 2 ‘\2 PAREJAS
DE DOMINGO 3 PAREJAS
Ggg%%%% ‘jPAREJA\SA
—— $ PAREJAS
T TBONACC RETENDIA .
) ENCONTRAR UNA REGLA
MATEMATICA QUE PREDUIERA L.
CRECIMIENTO DE LA POBLACION.— .
o DE CONEJOS,
RATON AUREA - .

APUNTES GRAFICOS

.-
-
-
.
.
2

’

,
! J

L 1COMO LA RATON

% AUREA PUEDE USARSE
N ENL0S. APUNTES
o, GRAICoST

LA SUCESION DE FIBONACCI TIENE
UNA ESTRECHA RELACION CON' LA
RATON AUREA,

,613033988749894384320 :

RATON AUREA
™ BCAC = L\B T

USADA EN ARQUITECTURA
DISENO, DISENO DE LIBROS, .-
MUSICA, PINTURA.

Y

———
““““““

Ahora es mi turno de dibujar

A )

Temas para practicar los ~~
apuntes graficos:

e ;Como te presentarias?

e ;Cuales son tus propdsitos
para este ano”?

Uso apuntes graficos para

e El concepto de nimero en
general.

e [ as lecciones de la unidad de NUmeros.

Gy

mostrar lo que sé: Disfruto ir

Cuaderno
pégina 30

@ . Demostré curiosidad e interés
por resolver desafios matemati-
cos, con confianza en mis
propias capacidades?

Me da frio
/@ ducharime )
Me encanfa /]- por
leer I I mafiana

oD
@o\)

é@& Tom es mi o\>

Y0 soy Maria IS
oD

a cine ‘ Al trabajar en equipo, jconsideré
y respeté los aportes de todos?,
.estuve dispuesto a entender
sus argumentos?

Matematica ¢ 2.° Medio
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iQué aprendi?

Unidad 1 ¢ Nimeros

Evaluacion final

Identifica si cada nimero pertenece (€] o no pertenece (¢) al conjunto dado.

N Z Q I

-1024

2,71828

3

V-512

Resuelve las operaciones y clasifica los numeros en racionales o irracionales.

L V-9
T

V2 +1
b.T

- [\/§]2 + 2

Dados los numeros a y.b, determina en cada caso un nimero racional cy uno
irracional d, de modo quea <c<d< b.

a.a=\V3ybsVh
b. a =V10yb =V12
c. a=2V6yb=V21
d/ a=§yb=g
e =93y b =71
f. a=3V11yb=10

Determina una aproximacion de los siguientes nimeros, aplicando el método de apro-
ximacion por acotacidn sucesiva.

0 T o
ﬁ;;
ol oo N
()]

o 0
N
—
o~
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B iCual es el nUmero que esta representado por D en la recta numérica?

>
o
O

n Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tu

decision.

a.  Lamultiplicacion de un nimero irracional por si mismo es siempre un
numero racional.

b. — Solo se puede racionalizar una fraccién si su denominador tiene una raiz
cuadrada.

n n n

c. _ Paratodon,aybenN, secumple que va+\Vb =Va+ b.

d.  laraiz cuadrada de la raiz cuadrada de un niumero positivo es la raiz
cuarta del mismo nimero.

e. _ laraizclibicade un nimero negativo es un'nimero negativo.

Se sabe que p es un nimero racional distinto de cero.mientras que g es un nimero
irracional. Determina cual o cuales de las siguientes operaciones da siempre como
resultado un numero irracional. Justifica.

a. (p+qllp-q
b. pq
c. pg?

a Descompon las siguientes raices cuadradas.

Matematica ® 2.° Medio | 71



{Qué aprendi?

72

Unidad 1 ¢ Nimeros

n Racionaliza las siguientes expresiones.

1
V3
b. -2 =
V5
¢ -
Vi
d. —3 -
V7 +V2
5 8
V15 - V10
3.
V3 +1

3
m ¢Cuél es el volumen de un cubo cuya arista mide V5 cm?
m Calcula el perimetro de un triangulo cuyos lados miden V75, V100 y V125 metros.
3 3
m Un rectangulo mide V24 metros de largo y V375 metros de ancho.

a. iCual es su perimetro?

b. ;Cual es su area?

m Sabiendo que el piso de la terraza de un hotel se encuentra a 210 cm sobre el nivel de
la superficie del suelo en que fue construido, Carlos debe disefhar una escalinata de
acceso hacia la terraza. Si la distancia en el suelo entre el primer peldano y la posi-
cion de la terraza es de 480 cm, ;cudl sera la distancia entre el punto mas bajo y el
mas alto de la escalinata?

Las aristas de un paralelepipedo miden V2 cm, V4 cm y V10 cm. ;Cual es su volumen?

m La tercera ley de Kepler relaciona el periodo de traslacion t de un planeta (en afos
terrestres) con su distancia d al Sol —medida en unidades astrondmicas (UA)—,
mediante la formula t = Vd®.

iCuales el periodo de traslacion de un planeta cuya distancia al Sol es de 10 UA?
m Expresa en forma de raices las siguientes potencias.
1
8. 9°=

b.

—

gl o=

>

N
i Aw ~J N
Il

=

C
d.
e
f

Sl

oo
|
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Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tu
decision.
a. — Elvalordel logaritmo cuya base es igual al argumento es siempre
igual a 1.
b. | abasede un logaritmo es un nimero real positivo.
c. — Doslogaritmos de igual base son iguales siy solo si sus argumentos son
iguales.
d. — log,, (81) existey suvalores 4.
e. logS[v 125) existe y su valor es %
f. _ lLos logaritmos estan definidos para bases positivas.

m Sea log 9 =~ 0,95424, ;cual o cuales de las siguientes igualdades son correctas?

3
a. log (V9) ~ 0,31808
b. log (900) ~ 2,95424
c. log (81) ~1,90848

m Determina cual o cuales de las siguientes igualdades son falsas. Justifica las falsas.
Consideraa, b € R*.

a. log,(16) =8
b. log [1000) = 2
c. log(0,1) =1 ;
4 7 g | Vo~
d. 5 log (a) - 7 log (b) = log <W>

e. log (va-2b) = 6 log (a) + 2 log [b)

s (B) -

m Aplica las propiedades para reducir las siguientes expresiones a un solo logaritmo.
Considera a, b, p, g € R*.

a. log (900) - log (18) - log (9] =
b. log (24}, 49,(V8) =
c. %Log (4)- 5.log (2) =

—h

d..2logua)# 5 log (b) =

e loglg?) + log(p?) - 2(log(g?) - 5 log [p]) =
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iQué aprendi?

m Ciencias naturales. El pH es una medida de la
acidez o alcalinidad de una sustancia. Se mide
de acuerdo con la concentracion de moles de
hidrégeno utilizando la formula:

pH = -log[H"]

Donde [H*] corresponde a la concentracion de
iones de hidrégeno, medida en moles por litro.

a. Calcula el pH de una sustancia cuya concentracion de iones de hidrégeno es de
0,00000038 moles por litro.

b. Enalgunos lugares muy contaminados se produce el fenémeneo .llamado “lluvia
acida”. Calcula la concentracion de iones de hidrégeno de una lluvia acida
cuyo pH es 2,8.

c. Calcula la concentracion de iones de hidrogeno de las siguientes sustancias, cono-
ciendo su pH aproximado.

Sustancia‘ W pH
Vinagre 2,9
Jugo gastrico 1,9
Jugo de naranja 4,5
Orina 6,5
Jabén de manos 9.5

d. El pH del jugo de un'tipode/limén es 2,5. Por otro lado, la concentracién de iones de
hidrégeno de un preducto quimico es cuatro veces mayor que la del limén. ;EL pH
de ese producto es mayor o menor que el del limén?, ;cuéntas veces?

m Considera la siguiente secuencia de nimeros:
5-15-45-135 - 405...

Se puede observar que el primer término es 5, y para obtener el siguiente término se
multiplica por 3. Si se sabe que el niUmero 1937102445 pertenece a esta secuencia,
;en qué posicion esta?

m log (P) = 2k t1-Olog (2) es la expresion que relaciona la poblacion P de insectos en una

bodega luego de pasar t horas cerrada.
a. ;Cuantos insectos habfa en el instante en que se cerrg?

b. ;Cuanto tiempo debera transcurrir para que la poblacién de insectos se
cuadruplique?

El drea A de una herida superficial, luego de t horas de cicatrizacién, se puede mode-
lar con log (A,) - log (A] = % - log (3), donde A, es el &rea original de la herida.

a. Segun esto, jcuanto tarda en cicatrizar la tercera parte de una herida?

b. Siuna persona tiene una herida de 9cm?, jcuanto tiempo tarda en
reducirse a 1cm??
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Me evalto Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @ j

&) Reconoci los nimeros irracionales y los representé como puntos Q Q Q
sobre la recta numérica real.

@ Estimé y aproximé niimeros irracionales. Q Q O

@) Utilicé la descomposicién de raices cuadradas y sus propiedades. O O O

‘ Resolvi problemas que involucren nimeros racionales e irracio- O Q O
nales en diferentes contextos.

@) Reconoci las raices enésimas y comprendi su relacién con las Q Q Q
potencias de exponente racional.

. Calculé logaritmos y comprendi su relacién con las potencias y O Q O
las raices enésimas.

. Comprendi'y apliqué las propiedades relativas a operaciones con
logaritmos. O O Q

@) Resolvi problemas rutinarios y no rutinarios que involucran raices Q O O
enésimas y logaritmos.

CIERRE

@ Resolvi problemas utilizando estrategias como simplificar el

problemay estimar el resultado; y descomponer el problemaen
subproblemas mas sencillos. Q O O

. Demostré interés, esfuerzo, perseverancia y rigor frente a la

resolucion de problemas y la busqueda de nuevas soluciones Q Q O ngdemo
L para problemas reales. pagina 32

Reviso mis metas y estrategias

n Lee nuevamente las preguntas de las paginas 12y 13: ;cémo las responderias ahora?

B Considera las metas personales que escribiste en la pagina 15: ;jlas cumpliste?,
ipor qué?

Ahora que terminaste la unidad, ;qué habilidades consideras relevantes para estudiar
numeros?

u ¢Y qué actitudes?
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ALGEBRA v
FUNCIONES

La fisica y otras ciencias naturales se benefician de las
herramientas del dlgebra, ya que pueden modelar fenémenos
de la naturaleza usando las funciones algebraicas, con las que
se relacionan las distintas magnitudes involucradas.

Al modelar estos fendmenos, no solo es posible confirmar los
datos ya observados sino también predecir qué puede ocurrir
cuando alguna de las condiciones iniciales cambien.




Activo mis ideas

n Cuando se compara un bosque nativo con una
plantacidn forestal, jcudl crees que crece mas
rapido?, ;por qué?

a La duracion del vaivén de un columpio, jdepende
del largo de sus cadenas o cuerdas o solo de la
fuerza que se aplique?

B iReconoces la curva formada por el agua?, ;jsiem-
pre se produce asi?, ;de‘qué depende?

JPor qué el teléfono,celular muestra dos valores
de temperatura?/ia qué se refiere?

g N

iCdomo se calcula el interés de un présta-
mo bancario?, ;es siempre igual?

. Cuales son las ecuaciones de segundo
grado?, ;siempre tienen solucion?

.Qué sabes de la parabola?, jen qué
ambitos se puede aplicar?

i Conoces alguna funcién inversa?, ;cémo
la definirias?



Mis metas y estrategias

{Qué aprenderé?

Sobre el cambio porcentual
constante en intervalos de
tiempo.

Sobre las ecuaciones cuadraticas
y cuando tienen solucion.

Sobre la funcidn cuadratica
flx) = ax? + bx + c y sus

aplicaciones.

tiene funcion inversa y como se

Sobre cuando una funcién
interpreta.

¢Como lo voy a aprender? )

L7777 T T T 7T Tl TIT I T

Las actividades de esta unidad
se situaran en contextos
relacionados con las cien-
cias naturales, ya que el uso
del algebra permite modelar
fendmenos tan diversos'como
el crecimiento de.un-bosque,
el movimiento de objetos en

[ caida libre o el vaivén de un

columpio.

Unidad 2  Algebra y funciones

6 ¢Para qué me servird? )
7 I///II/]/I/I/IILLLLLI/IlIlluJ-V

Para comprender expresiones como el
interés simple y el interés compuesto, que
se aplican al solicitar créditos bancarios.

Para resolver problemas geométricos,
1 de las ciencias naturales y sociales.

_

Para modelar situaciones de cambio cuadra-
tico de la vida cotidianawy de las ciencias.

Para reconocery aplicar las caracteristicas
de una funcion y su funcion inversa.

L L L L

¢Qué actitudes crees gue son
necesdrias para aprender geometria?

7777 7Tz 77722 I L 7777777l /7

—

= Abordar de manera flexible y creativa la busqueda
de soluciones a problemas de la vida diaria, de la
sociedad en general o propios de otras asignaturas

= Demostrar curiosidad, interés por resolver desafios
matematicos, con confianza en las propias capaci-
dades, incluso cuando no se consigue un resultado
inmediato.

\

>
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¢{Qué habilidades consideras relevantes para estudiar digebra? )

LU 7 T T 7 7777 T 777777 77 77 7 7 77 7T T 7777 7 T T T T T 27 LT L

)
Modelar Representar

= Elegir o elaborar representaciones de acuerdo a las
necesidades de la actividad, identificando la validez de
estas y sus limitaciones.

= Seleccionar modelos e identificar
cuando dos variables dependen
cuadraticamente o inversamente

en un intervalo de valores. = Transitar entre los distintos niveles de representacion
> Ajustar modelos, eligiendo los @ de funciones.

parametros adecuados para que
se acergquen mas a la realidad.

= Organizar, analizar y hacer inferencias acerca de infor-
macion representada en.tablas y graficos.

= Usar modelos, utilizando un >
lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para re-
presentar patrones y fenémenos
de la cienciay la realidad.

iQué te gustaria aprender?

( Mis estrategias )

Mis motivaciones

. Qué te interesa aprender en esta unidad? i Qué estrategias o procedimientos consi-

deras adecuadas para lograr tus metas?

Qgﬁrmo las cumpliré? I‘ Mis recursos j
. Qué fortalezas y debilidades consideras

. Cudles son tus metas personales para
que tienes para aplicar tales estrategias?

esta unidad?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Cambio porcentual

Exploro

¢ Qué entiendes por cambio porcentual? Escribe al menos dos ideas.

. Qué conoces sobre el porcentaje?, ;como puede expresarse? Explica.

§ »

Aprenderé a: Necesito recordar...

Explicar el cambio porcentual constante en inter- = Potencias de base decimaly

valos de tiempo: exponente natural.

= |dentificandolo con el interés compuesto = Multiplicacion de nimeros
decimales.

= Representandolo en forma recursiva .
flt+ 1) - flt)=a - flt). = Porcentaje.

= Resolviendo problemas de la vida diaria y de
otras asignaturas.

¢Qué debo saber?

1. Calcula cada potencia. Luego, responde.
(0,5)2= (1,5)2=
(0,5)°= (1,5)°=
(0,5)4= (1,5)4=
(0,5)5= (1,5)5=

¢ Qué regularidad observas en los resultados anteriores?

2. Resuelve.

a. (1+02)= d. (1+0,7)5= g. (0,21)¢=
b. (1+0,5) e. (0,75)= h. (0,45)2=
c. (1+08)2= f. (0,33)2= i (0,94)2=

80 | Unidad 2 » Algebra y funciones
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3. Calcula los porcentajes segln corresponda.

a.
b.
c.
d.

e.

iCudlesel 10% de 1207 f. ;Cudlesel2% del 5% de 4007
iCudlesel 20% de 80007 g. /Dequéndmero 12 es el 25%?
iCuales el 25% de 150007 h. (Qué porcentaje es 75 de 6007

iCudles el 50% de 225007
.Cudles el 75% de 3500007

iQué porcentaje es 30 del 50%
de 90007

4. Resuelve los siguientes problemas.

a.

Me evaluo

. Calculé operaciones con potencias de base decimal y exponente
natural y apliqué sus propiedades.

@ Calculé operaciones con porcentajes.

. Apliqué porcentajes a la resolucién de problemas de la vida
cotidiana.

En una libreria, durante el mes de marzo, el precio del libro Paisajes de Chile era de
$14990. Luego, en julio, el precio del mismo era de $19990. ;En qué porcentaje subié
el precio del libro?

Si el precio original de un producto es $50000 y aumenta en un 10 %, ;cual es el valor
final?

Si se disminuye en 25% un monto de $440000, ;cual es el monto final?

Luego de una dieta, Alexis bajé el 4,5% de su indice de grasa-corporal (IMC). Siinicial-
mente este era de 32,4 kg/m?, ja cuanto disminuyd su IMC?

En una familia, se destina el 25% del ingreso a la educacion de los hijos y el resto para
todos los demas gastos. Si reciben mensualmente'$ 550000, ;cuanto dinero les queda
para cubrir los demas gastos?

Sia comienzos de ano Miguel tenfa una masa corporal de 84 kilogramos y en el mes de
septiembre esta era de 75 kilogramos, jde cuanto fue su cambio porcentual?

Adriana cambid su plan de celular. Si este bajo de $24990 a $ 18990, ;cuél fue la varia-
cion porcentual?

El fisco recauda el IVA (impuestoal valor agregado) de todas las compras que se
realizan, que corresponde al 19% del valor. Si un libro tiene un valor de $9000, sin VA,
icudl sera suvalor final?

Evalla tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador

@ Usé modelos, realizando céalculos, estimaciones y simulaciones
para resolver problemas de la vida diaria.

. Abordé de manera flexible y creativa la buisqueda de soluciones a
L problemas de la vida diaria y de la sociedad en general.

OO000®
OO0l000®
@Q OQOQJ

Cuaderno
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Leccion 3

Tema 1: ;Qué se entiende por cambio porcentual?

Ki (,QUé aprenderé? @®® Actividad en pareja

A comprendery explicar el
cambio conceptual aplicado a

situaciones cotidianas. Observen la siguiente tabla:
97 ¢Para que? Altura de un arbol nativo
Para resolver problemas de -
crecimiento o decrecimiento A 2013 2014 2015 2016 4 U
porcentual que se observan a Altura (m) 2 2,4 2,88 3,456 | 41472

medida que pasa el tiempo.
Considerando los t anos transcurridos desde el 2012 (esto es,
al ano 2013 le corresponde t = 1) y definiendo la funcidn f que
asocia a cada uno de estos anos con la altura hdel arbol, se
tiene la tabla:

fltl=h
t (afios) 1 2 3 4 5
h (m) 2 2.4 2,88 3,456 | 4,1472

¢Pueden observan un cambio constante a medida que
pasan los anos?

Determinen el valor constante que relaciona la altura en
los anos sucesivos.

fl2) = 1)~ 2,4:@-2

T I T 2,88=D-2,4
fl4) = -f3) 3,456=D-2,88
1 R A 4,1472:@@,4%

iComo se expresa algebraicamente este cambio constan-

J

Glosario

indice de variacién (Iv): se asocia
a cada cambio porcentual y co-
rresponde al factor por el cual se
multiplica una cantidad inicial para
aplicarle el cambio.

Ipdivid/ualmente te? Explica.
¢bémo trabajé (D . O .Cual es el indice de variacion? D
el taller? Grupalmente
Q Q Grafiquen los valores de la tabla. Luego, respondan:
Individualmente iComo podrian describir la grafica?
¢Como trabajo C) Q Si se mantuviera el cambio constante, jqué altura se espe-

mi compane- Grupalmente

ro(a) el taller? C) ()

ra que alcance este arbol durante 20187

Unidad 2  Algebra y funciones



Actividades de proceso

1. Completa la tabla segun la informacion dada.

Enunciado

Cambio porcentual

Una fotografia se reduce en un 30 %.

La obesidad en un pais aumenta en un 2,8% al ano.

El precio de una entrada al cine disminuye en un 15%.

La cantidad de insectos baj6 en un 4,5%.

Las ventas bajaron en una cuarta parte.

Los turistas aumentaron en una décima parte.

2. ldentifica la ecuacion del cambio porcentual.

Proyeccion del didxido de carbono en el aire a nivel muN

Ano 2013 2014

2015

2016 2017

Concentracién (ppm) 400,0 4024

4048

4072 409.6

Considerando la funcién h, que asocia a cada periodo de tiempo t (desde t = 1 para el

ano 2013) la concentracidon ¢ de diéxido de carbono, se tiene la tabla:

hlt)=c

t (anos) 1 2 3

4

¢ (ppm) 400,0 4024 404,8

407,2

409,6

a. Se puede observar un cambio porcentual constante, ya que:

b. Por lo tanto, la ecuacion del cambio porcentual para este fenémeno es:

En resumen

El'cambio porcentual es la variacién dado un porcentaje de cambio que sufre un
nUmero o cantidad inicial, sea que aumente o disminuya, y que puede asociarse a

periodos de tiempo.

Un fendmeno que involucre un cambio porcentual constante de una cantidad entre
dos periodos consecutivos, ty t + 1, se puede modelar con la ecuacion:

flt+ 1) = Iv - flt)

Donde f(t) es la cantidad en el periodo t; f(t + 1), la del periodo t + 1; mientras que

v es el indice de variacion.

Matematica ¢ 2.° Medio

2

2SaRR0LL0

83



84

Leccion 3

Actividades de prdctica

1.

Elindice de variacion de las precipitaciones entre junio y julio fue de 1,15.

a. ;Cual fue el cambio porcentual entre esos meses?

b. ;Entre esos meses, se produjo un aumento o una disminucion de las
precipitaciones?

2. Latalade arboles en cierta region disminuyé un 12% entre 2010 y 2015.
a. ;Cudl fue el cambio porcentual?, ;fue positivo o negativo?
b. ;Cual fue el indice de variacion experimentado en ese periodo?
3. Determina la ecuacion del cambio porcentual asociada a cada situacion. Explica.
a. Lasventas de una tienda crecen un 5% mensualmente.
b. Elvolumen de un glaciar se reduce un 8,9% cada 10 afios.
c. La deuda externa de cierto pais tiene un indice de variacion de 1,09 anual.
d. La poblacion de roedores aumenta en una centésima parte cada mes.
4. Completa la tabla, redondeando los valores, y responde.
Tiempo (afio) | Energia (TWh)
) Proyeccion del consumo
Energia eléctrico de un pais 2014 80
twHW'p -
q 2015 85,6
130 |
120 2016
110 - & 2017
100 = R 2018
90 - /.,/' = S 2019
B0 e 2020
70 < —T >
Y 201420152016 2017 2018 2019 2020 2021 Tiempo 2021
a. ;El consumo de energia eléctrica aumentara o disminuira en ese pais?, jcual es el
indice de variacion?
b. ;Cudl es la ecuacion del cambio porcentual asociada a la situacion?
5. Una ciudad de 450000 habitantes tiene una tasa de crecimiento anual del 2% desde el

ano 2003.

a. ;Cudl es la ecuacion del cambio porcentual que modela la situacion?

b. ;Se podria saber la cantidad de habitantes en cualquier afo conociendo solo la po-
blacién actual y su tasa de crecimiento? Explica.

Unidad 2  Algebra y funciones



6. Analizay comenta con un companero o companera.

a. (Qué caracteristicas debe tener un grafico que represente una
situacion de crecimiento porcentual?

b. Considerando una situacién de decrecimiento porcentual, jqué
caracteristicas debe tener su grafica?

c. Menciona las diferencias entre el grafico que representa una
situacion de crecimiento porcentual y el grafico de decrecimiento
porcentual.

Analiza la siguiente informacion. Luego, resuelve las actividades.

\

Ciertas poblaciones crecen anualmente en un porcentaje cons-
tante de la poblacidn actual. Este crecimiento se puede analizar
con el modelo:

P =P, -(1+r)

Llamado modelo geométrico de crecimiento, donde P es la
poblacion estimada para el periodo n; P, la poblacion actual 'y

r, una constante de crecimiento geométrico.\/J

7. La poblacion de San Juan ha crecido geométricamente con cons-
tante 0,0201 desde 1998, cuando tenia 21091 habitantes.

a. Con esas condiciones, ;qué poblacidn se estima para 20247

b. ;Después de qué ano la poblacion de San Juan se podria
duplicar?

8. Un bosque de arboles tiene un volumen de madera aproximado en
100000 m? para el afio 2015y se estima un-crecimiento anual del
volumen de madera en un 3 %.

a. ;Cudl es la ecuacion que modela este crecimiento?

b. ;En qué ano el volumen de madera se duplicarad?

¢Qué aprendi hoy?

porcentual constante.

Cantidad de agua extraida por una maquina desde un pozo

Observa la tabla y verifica que la situacion corresponde a un fendmeno de cambio

Mes marzo abril mayo junio julio agosto
V°[lr‘;”;]e” 2000 2040 20808 | 212242 | 216486 | 220816

icuanta agua extraeria dicho mes?

‘ abril? Justifica.

n Si la maquina siguiera trabajando bajo las mismas condiciones hasta noviembre,

B iSe podria responder la pregunta anterior conociendo solo los datos de marzoy

7

Cuaderno
D pagina 38
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Leccion 3

t— Tema 2: ;Como se aplica el interés compuesto?

w (,QUé aprenderé? @®® Actividad en pareja

A comprender y diferenciar los
conceptos de interés simple y

compuesto. Las instituciones financieras ofrecen diversas oportunidades para
ahorrar dinero. Las que ofrecen los bancos KDT y TyT correspon=
Qﬁ iPara qué? den a cuentas de ahorro béasicas, en las que se generan intereses
Para discernir entre ofertas de cada cierto tiempo. Pedro se encuentra evaluando la mejoropeion
ahorro o de crédito que involu- para su ahorro. El dispone de $ 1000000 para depositar inicial-
cran interés simple o compuesto. mente, y quisiera retirar su dinero al término de un afo.

Observen los siguientes avisos publicitarios y respondan sin
calcular. Solo analicen la publicidad de cada banco.

sl 5

Banco KDT Banco TyT
Ahorra tu dinero con Si quieres ahorrar tu
nosotros. dinero, ven a nuestra casa
Cada 6 meses, te damos Fhanciera.

un 0,42 % de interés del
dinero que tienes
depositado.

Costo de mantencién
de $1000 anual:

Te daremos un 0,8 %
de interés anual.

Sin costo de mantencion.

/_\’_\)

:Qué bancoile recomendarian a Pedro?, ;por qué?

¢Qué opinan de la siguiente afirmacion?:

“Elinterés que otorga el banco TyT es casi el doble que el
del Banco KDT, por lo tanto, le entregaria a Pedro el doble
de ganancia”.

iEsté en lo correcto?

f Completen la siguiente tabla con los datos de los avisos.

Banco KDT Banco TyT
Interés entregado
Periodo de tiempo
Cobro de mantencion
/!gdividualmente Calculen el monto ahorrado
P ) Q (l:|ue poima{;olb;ener I;eDdTro de
eltaller? Grupalmente a cuenta del banco .
Ve
) O Considerando el banco TyT,
icual es el monto final que
Individualmente podria retirar Pedro?
. - s
;Cémo trabajo ‘ , , , 0
Lmi compaﬁej- > Q ;Qué banco le recomendarian a Pedro?, ;por qué? ;Cambio
rola) el taller? /%Upalme"b esta recomendacion respecto de la que hicieron inicialmen-
; ( te? Expliquen.

Unidad 2  Algebra y funciones




Actividades de proceso

1. lIsidora planifica viajar a Tokio para los proximos Juegos Olimpicos. Para eso se pro-
pone ahorrar dinero durante dos anos, y decide depositar una parte en una institucion
financiera, la cual le ofrece 1,5% de interés cada 4 meses, de forma acumulativa.

PASO @) Analizay completa.

a. Silsidora deposita ahora la cantidad de $250000, jcomo podria calcular el monto
(en pesos] del interés que ganaria en los primeros 4 meses? Explica.

b. ;Qué calculo debiera realizar Isidora para obtener el monto total que tendria al cabo
de 4 meses?

c. Elresultado obtenido para el interés, ja qué expresion es equivalente?
250000-0,015 250000-1,5
d. La expresion obtenida para el calculo del monto, ja qué expresion.es equivalente?

250000- 1,015 250000- 1,15

PASO G Completa la siguiente tabla con los montos obtenidos segun pasa el tiempo.

Periodos de tiempo Monto acumulativo de cada periodo
4 meses 250000+ 1,015 =
8 meses - 1,015 =
12 meses - 1,015 =
16 meses - 1,015 =
20 meses - 1,015 =
24 meses - 1,015 =

a. ;Cuéntos periodos de tiempo (de 4 meses) hay durante los 2 afos?

b. La expresion obtenida para el calculo del monto final, ja qué expresion es
equivalente?
250000 - (1,015])¢ 250000 - (1,15)¢

c. /Qué expresidn matematica te permite obtener el monto final (MF) de un capital
inicial (Cl) a un determinado interés(r] y en un cierto periodo de tiempo(n)?

Luego, Isidora tiene un monto de $ al finalizar los dos anos
de ahorro.

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 3

Y

Interés: diferencia entre el capital
finaly el capital inicial, de acuerdo
a una determinada tasa.

Interés simple: las ganancias
generadas por un capital inicial
(ahorrado o prestado) por alguna
institucion no se agregan al capital

2. Francisco desea depositar la cantidad de $2500000 y retirar su

dinero al término del cuarto afo. Una casa financiera le ofrece dos
propuestas de ahorro, con distinto interés.

Propuesta 1 (interés compuesto)

Propuesta 2 (interés simple]

Interés anual de 0,75 %.

Cobro por mantencién anual de
0,01% del capital acumulado.

Interés anual de 0,9 %.

inicial para el siguiente perfodo.
a. Siel objetivo de Francisco es guardary cuidar su dinero, ;,qué

Interés compuesto: las ganancias ) ) ' )
propuesta consideras que es mas conveniente? Explica.

generadas se suman al capital
inicial, de modo que en el siguien-

' =0T : b. Identifica los datos para cada propuesta y completa la tabla.
te periodo el interés se aplica al

monto final.

Propuesta 1 Propuesta 2

Tasa de interés: porcentaje en el
que varia un capital en un deter-

minado periodo de tieLnio./J

Capital inicial (C/)

Periodos de tiempo (t)

Tasa de interés {(r%)

¢Cdémo podria calcular-
se el capital final?

Monto total que se
podra retirar

Con la informagion ante-
rior: ypuedes responder
la pregunta inicial?,
icudles?

c. Sielfindel ahorro de Francisco fuera obtener ganancias, ;cudl
propuesta le harias? ;Por qué?

d. ;Coincide tu propuesta con la primera que le realizaste? Explica.
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~ () Herramientas
4 tecnoldgicas

Interés compuesto

Don Ricardo le dej6 a su nieto, Pedro, $50000 de herencia y le pidi6 a su hijo Carlos,
padre de Pedro, que invirtiera el dinero y se lo entregara dentro de 20 anos. Si se
prevé una tasa de 17% anual, jcual seréa el valor futuro de la inversion transcurridos
los 20 anos si capitaliza anual, semestral, mensual o diariamente?

PQSUO Crea una hoja de calculo con la siguiente informacion: L )
Se fomenta el aprendizajede

A B c D E P objetivos transversales al utilizar
iy [Tt Capltal aplicaciones para presentar,
1 periodos final ;
representar, analizar y modelar
Capital T : '8 \ :
3 inietal informacién y situaciones, comu-
: Sernestral nicar ideas y'argumentos, com-
e ' prender y resolver problemas
4 de.manera eficiente y efectiva,
s Darto aprovechando multiples medios.

L
PASO @ Asigna las férmulas en cada celda.

Asigna a C3 — =C2/2, C4 — =C2/12, C5 — =C2/365,DB3 — =D2*2, D4

— =D2*12, D5 — =D2*365 para generar el interés«y el nimero de periodos.
Finalmente, en E2 — =$A$3*POTENCIA((1+C2/100);D2).y copia hasta E5
para obtener el capital final.

PASO €D Ingresa los datos del problema.
En A3 se ingresan 50000; en C2, 17 yen D2, 20.

A B ct I 7
Nimersde  Capital
i el godes  final
Capital
2 indeial anual 17 20 1155280
S0000 Semastral 8.5 40 1304650,8

3

4 Mensual 1, 4166667 240 144628831,5

3 Diarle » 00465753 T30 14970196

Luego, en la columna E se pueden observar los distintos capitales finales
segun el.tipo de interés.

En resumen

El cambio porcentual se puede aplicar en situaciones de la vida real, como economia
o0 ciencias sociales, en las cuales una cantidad inicial sufre alguna variacion porcen-
tual, resultando de esta forma una cantidad final.

Asi, si C, corresponde al capital inicial y C_ al capital final que se obtiene luego de
T periodos de tiempo a una tasa de i % por cada periodo, entonces se puede calcular:

Interés simple Interés compuesto
C.=C-(1+i-T C.=C-(1+i7
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Leccion 3

Actividades de prdctica

1.

En una cuenta bancaria se depositan $60000 con una tasa de interés del 1,6 % anual.

a. Sise aplica interés simple, jqué monto habra luego de 4 anos?
b. Sise aplica interés compuesto, ;qué monto habra luego de 4 afios?
c. ;Qué diferencia hay entre ambos montos obtenidos?

Con una tasa de interés simple, calcula la cantidad de meses en que:

a. $60000 se convierten en $78900 al 3,15% mensual.
b. $200000 se convierten en $396000 al 6,125 % mensual.

Con una tasa de interés compuesto, calcula la cantidad de meses en que:

a. $80000 se convierten en $ 101200 al 6% mensual.
b. $150000 se convierten en $226500 al 7% mensual.

Amalia tiene una cuenta en una institucion financiera que, por concepto de manten-
cion, descuenta un 2% del capital por cada mes en que no se haga depdsito en ella.
;Cuanto dinero tendria Amalia al cabo de tres meses sin realizar depdsito si original-
mente tenia $370000?

Martin quiere tomar un préstamo a 4 afios de $6000000. ;Cual de las siguientes tasas
de interés es la que mas le conviene?, ;jpor qué?

e Tasa A: 1% de interés compuesto mensual.
e Tasa B: 12% de interés compuesto anual.

. Josefina ha recibido una herencia de $9000000 y quiere invertirlos durante un afo.

El banco del cual es clienta le ofrece tres alternativas de inversion:

e Alternativa 1. Entregarle un 1,4% de interés mensual simple.
e Alternativa 2. Entregarle un 15% de interés anual simple.
e Alternativa 3. Entregarle un interés fijo trimestral de $400000.

:Con cual alternativa obtendria mayores ganancias?

Una institucion financiera ofrece a sus clientes dos alternativas de inversion.

e AlternativaA. Consiste en depositar $ 1000000 a un 6% anual con interés compuesto
a 2 anos.

e Alternativa B. consiste en invertir $ 1000000, y recibir $61800 al finalizar el primer
anoy $61800 al finalizar el sequndo afo.

iCual es la alternativa mas conveniente?

. Supon que eres un ejecutivo de banco que debe aconsejar a un cliente que necesita sa-

ber cdmo obtener ganancias de un capital inicial de $4000000. Como ejecutivo tienes
dos opciones para ofrecer:

e QOpcion 1. Deposito con un interés compuesto con un 2,8 % anual.

e QOpcion 2. Depdsito con interés simple con un XX % mensual.

La opcion 2 no tiene definido su interés, pues tu ganarias la mas alta comision por ofre-
cerle al cliente la opcidn 2 respecto de la opcion 1.

Si el cliente quiere depositar su dinero por 3 anos, ;qué porcentaje de interés debieras
ofrecerle en la opcidn 2 para que este la elija?

Unidad 2  Algebra y funciones
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9. Gabriel depositara un millén de pesos en un banco a 5 anos con una tasa de interés

simple anual del 3%. ;Cual sera el capital final de Gabriel después de 5 ahos? W

10. Magdalena desea tener 2 millones de pesos dentro de 5 afos. Si un banco le - /US(I calculadora
ofrece una tasa de interés simple del 4% anual, jcuanto dinero debe depositar, / Para explorar
como minimo, para obtener esa cantidad?

11. Una persona ahorra $400000 a una tasa del 4 % anual de interés compuesto. Si no

retira su ahorro, jen cuantos anos el monto ahorrado superara por primera vez los
$5000007

12. Investiga, junto con un companero o una companera, sobre los periodos de capitaliza-
cion del interés compuesto. Luego, resuelve.

a. Se depositan $350000 en un banco con un 3% anual de interés compuesto. ;Cuél
sera el capital final a los dos anos con un periodo capitalizable cuatrimestral?

b. Siaun capitalinicial de 2 millones de pesos se le aplica el 2% de interés compues-
to anual, jcual es el capital final luego de 5 afios con periodos de capitalizacion
semestrales?

13. Roberto, Catalina y Andrés depositaron cada uno $64000 a 3 afies en sus cuentas con
una tasa de interés compuesto anual. Roberto realizd el depdsito con una tasa del
2% anual, Catalina, con un 0,5% anualy Andrés, con un 1% anual.

a. Determina la funcion que te permite modelar la situacion anterior.
b. Al cabo de los 3 afos, ;quién obtuvo mayor ganancia?, ;cuanto mas?

14. Eva invirtié $300000 a una tasa de interés compuesto del 4 % anual durante 5 afos.

a. ;Cudl serd el capital final?
b. Y sila tasa de interés fuera el doble; ;cual sera el capital final?

15. Antonio y Paula depositaron cada uno $37000 en sus cuentas bancarias. Antonio lo
hizo al 3% anual por 6 anos, y Paula, al 5% anual por 2 anos, ambas tasas de interés
compuesto. Cuando cada uno retire el-dinero: ;jquién tendra mas?, jcuanto mas?

¢Qué aprendi hoy? 1
Se depositan $900000 en una cuenta bancaria con una tasa de interés del 4 %anual.

n Sise aplica interés simple, ;cual sera el monto luego de 2 anos?

a Si se aplica interés compuesto, ;cual sera el monto luego de 2 afos?

B ¢Qué diferencia hay entre ambos montos obtenidos?

péagina 40
_J
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Evaluacion de proceso

n Completa la tabla.

indice de variacion Iv Cambio porcentual Positivo o negativo
1,52
0,97
35 % Negativo
12 % Positivo

a La superficie de un bosque es de 10000 hectareas. Si cada semana se tala el 10% de
la superficie, jcuanta superficie de bosque queda luego de 4 semanas?

a El precio de un articulo electrénico disminuye un 25% cada ano después de su com-
pra. Cuando se compro, el articulo costd $1200000.

a. Completa la tabla.

Tiempo (afios) 0 1 2 3 4
Precio ($) 1200000 900000 675000

b. ;Cudl es la ecuacion del cambio porcentual de'la situacion?

c. ;Qué caracteristicas tiene el cambio porcentual de la situacion? ;Cual es su indice
de variacién?

Representa la situacion mediante una-ecuacion de cambio porcentual constante y
completa la tabla.

El precio de las acciones de una empresa ha experimentado una disminucién mensual
constante de un 8% desde marzo.

E ‘Mes Precio ($)

Mayo 839,808
Septiembre

Diciembre

B Analiza la siguiente tabla y determina la ecuacion del cambio porcentual.

Presion atmosférica
Altura (m) 0 1000 2000 3000
Presién (hPa) 1000 880 7744 681,472

B Ciencias naturales. Para la produccion de yogur se necesitan bacterias lacteas,
cuyas poblaciones aumentan de acuerdo a un crecimiento porcentual constante. Si en
el comienzo de las observaciones hay 30000 bacterias en 1 mL de leche y una hora
después el niUmero de estas asciende a 35000, ;cual es el cambio porcentual de la
poblacion de bacterias lacteas por hora?

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones
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Analiza las afirmaciones con respecto a la representacion grafica de un cambio por-
centual constante y escribe verdadero o falso seguln corresponda. Justifica.

a.
b.
C.

d.

Puede ser creciente o decreciente.
Siempre contiene al origen del plano.
Si la gréafica es decreciente, representa un lv negativo.

Un cambio porcentual positivo se representa con una grafica creciente.

a En una cuenta bancaria se depositan $250000 con una tasa de interés del 2,4 % anual.

a.

b

C.

Si se aplica interés simple, ;qué monto habra luego de 5 afos?

. Sise aplica interés compuesto, ;qué monto habra luego de 5 anos?

.Qué diferencia hay entre ambos montos obtenidos?

n Daniela y Renato solicitaran un crédito hipotecario de 2700 UF en un banco que aplica
un interés compuesto anual del 5,5% a un plazo de 25 anos.

a.
b.

;Cual sera el monto final que deberan pagar Daniela y Renato?

iCual sera el valor de cada cuota mensual?

Me evaluo Evaluda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

@ Modelé un crecimiento o decrecimiento porcentual constante. Q Q Q
@ Desarrollé la forma recursiva del cambio porcentual constante a

base de datos iniciales. Q Q Q

@ Resolvi ecuaciones recursivas del cambio-porcentual constante en

ejercicios rutinarios. Q Q Q

‘ Resolvi problemas de cienciasy de la vida diaria que involucren el
cambio porcentual constante. Q Q O

_

@ Ajusté modelos, eligiendo los parametros adecuados para que se

acerquen mas a la realidad. Q Q O

Abordé de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones a Q Q Q

problemas de la vida diaria, de la sociedad en general o propios de
otras asignaturas J

Reviso mis metas y estrategias

Cuaderno
pagina 42
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n Considera las estrategias que escribiste en la pagina 79: ;han sido eficaces?,
ipor qué?

a ¢Has podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Ecuaciones cuadraticas

Exploro

. Qué sabes de las ecuaciones cuadraticas? Escribe dos ideas.

. Como se resuelve una ecuacion?, ;puede tener mas de una solucion?

§

Aprenderé a: Necesito recordar...
Resolver ecuaciones cuadraticas de la forma: = Ecuaciones lineales

> ax’=ph = Expresiones algebraicas
> (ax+b)?=c = Factorizacion

> ax’+bx=0
> ax’+bx=c
(a, b, c son nimeros reales, a = 0)

¢Qué debo saber?

1. Resuelve las siguientes ecuaciones lineales.

a. S+x=6 e. 20-5x+2x=15

b. 12-x=20 fo 12-Tx=9x+1

c. 18-x=2x-5 g. 20x-4=6-18x

d. 3x+2=10 h. 14+5-3x+2x=6x

2. Resuelve los siguientes problemas usando ecuaciones lineales.

a. Eltriple de un nimero aumentado en 13 es igual al doble de la suma entre 3y el doble
del mismo numero. ;Cudl es la mitad del niumero?

b. La suma de tres numeros consecutivos es 54. ;Cudl es el valor de cada nimero?

c. Ramony Sergio confeccionaron 320 bolsos para una feria de Navidad. Si Ramdn confec-
ciono6 60 bolsos més que Sergio, jcudntos confecciond Sergio?

3. Calcula el valor de las expresiones considerando los valores dados.

a. 3x-1 six=-2 d. (x-10)(x - 4) six=-b
b. -7x+10 six=-3 e. 9-x? six=3
c. b-2x-x? six=-4 f. (bx-2)? six=-6

94 | Unidad 2 » Algebra y funciones



4. Multiplica segun corresponda. Luego, escribe el nombre del producto notable.

a. x-5-x-7 e. (4x+11)-(4x-2) i. (Bx-3)-(3x+3)

. 1 1
b (x+10) - (x - 6) f,olx=5)+(x-1) i (x-§).(x+§)
. (x-6-(x-6) 9. x+12)-(x-12) K. <x—%>-[x—3]
d. (x=11-(x+1) h. (2x-5)-(2x-5) . (5x+3)-(5x-4)

5. Une con una linea las expresiones de la columna A con el nombre que le corresponda
de la columna B.

Columna A Columna B
a. berd]bx+d) Suma por su.diferencia
b. (x-3):(x+6)
c. [x+5)?
d. x+7)-x-7 Cuadrado de binomio
(x - 10) « [x + 10]
f. x-1)2 et . N .
Binomio con término comun
g. x-1-(x-8)
6. Factoriza las expresiones algebraicas.
a. x?-49 g. x?-7x+10
b. 9x?-1 h. x?+6x-160
c. x2-2x+1 i. x2-11x+30
d. 4x?-4x+1 jo 3x2-Tx+?2
bx?-2x -2 k. 6x?+bx+1
f. x2-3x+2 [ 9x2-9x+2

Me evalto Evaluda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

. Resolviiecuaciones lineales y las apliqué a problemas de la vida

cotidiana. O Q Q
@ Valoricé expresiones algebraicas. Q Q Q
. Desarrollé y factoricé expresiones algebraicas, reconociendo los O O O

productos notables.

&) Elegi o elaboré representaciones de acuerdo a las necesidades de
la actividad, identificando sus limitaciones y validez de estas. O O Q

&) Demostré curiosidad e interés por resolver desafios matematicos,
con confianza en mis capacidades, incluso cuando no consegui un O Q Q Cuaderno
resultado inmediato. pagina 44
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Leccion 4

Tema 1: ;Cuando se dice que una ecuacion es cuadratica?

v/ ¢Qué aprenderé?

A comprender las caracteris-
ticas que tiene una ecuacion
cuadratica.

W/ ¢Para qué?

Para distinguirla de las ecua-
ciones lineales y utilizarla en
situaciones de la vida diaria.

Individualmente

¢Cdémo trabajé /D O

el taller? Grupalmente

OO0

Individualmente

;Como trabajo /) Q

mi compane- Grupalmente

ro(a) el taller? /) O

96 | Unidad 2 » Algebra y funciones

@®® Actividad en pareja

Dos hermanos analizan el patio de su casa para construir una
huerta que les permita obtener sus propios vegetales. Han deci-
dido que esta tenga forma cuadrada, a lo que se agrega la condi-
cion que Fabiola, sumama, les dio para permitirles construirla
huerta: que el area restante del patio sea de 80 m? Ellos saben
que el “frontis” del patio tiene una medida de 18 metros y.esbozan
la situacion de la siguiente manera:

Alvaro
No, la medida que

Pamela
La medida del lado

18 m buscamos es de
de la huerta es de 8 metros
10 metros. 1 X | -
*L
80 m? huerta

Sin calcular, jcual de los hermanos creen ustedes que esta
en lo correcto?

Uno de ustedes elija representar a Pamela y el otro, a Al-
varo. Luego, cada uno debe comprobar si lo afirmado por
uno delos hermanos es cierto. ;Cémo pueden decidirlo?

.¢Cual de los hermanos estaba en lo correcto? Expliquen.
Fabiola afirma que ambos hijos estan en lo correcto.
iEstan de acuerdo con lo dicho por ella? Justifiquen.
iPueden ambos hermanos estar en lo correcto?, ;por qué?

Ahora, escriban una expresion algebraica para esta
situacion.

(Es necesario plantear dos expresiones distintas?
Expliquen.

Si escriben la ecuacién igualando la expresion anterior a 0
y, luego, ordenan la variable x de mayor a menor segun su
exponente, jqué ecuacion resulta?

i Qué caracteristicas distintas a las que conocen de una
ecuacion tiene la ecuacion obtenida?

iConocen alguna otra situacion similar a la anterior? ;Cual?
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Actividades de proceso

Se dej6 caer un objeto de 49 metros de altura. Si suponemos que no existe resistencia del
viento, jcuanto tiempo demoro el objeto en llegar al suelo?

PASO o Identifica los datos del problema.
Distancia (d):
Rapidez inicial (v,):
Gravedad (g):

.Cudl variable es la incognita?

PASO @ Reemplaza los datos anteriores en la ecuacién.

La ecuacion que modela la caida libre de objetos desde una determinada
distancia es:

d=v0-1‘+%-g-t2

a. ;Cudl es el exponente mayor que tiene la variable t (tiempo)?
b. ;Coémo se interpreta que la variable incognita t tenga ese-exponente?
c. Siuna ecuacion lineal tiene una Unica solucion, jcuantas soluciones puede
tener una ecuacién si su mayor exponente es 27
PASO 9 Reemplaza los datos del problema. Luego, iguala la ecuacion a 0y reescribela
para que la variable t? tenga coeficiente numérico 1.
a. ;Qué ecuacion obtuviste?

b. ;Cuales crees que son las posibles.soluciones a la ecuacion?, ;por qué?

PASO @ Ya puedes responder la preguntadel problema.

a. Amanda dice que las posibles soluciones de la ecuacién son V10 y -V10. ;Cémo
podrias comprobarlo?

b. ;Se podria asegurar que ambos valores (matematicamente) son correctos?,
ipor qué?

c. iAmbas soluciones permiten dar respuesta al problema? Explica.

Finalmente, el objetodemoré ~ segundos en caer al piso.

En resumen

Se dice gque una ecuacion es cuadratica, o de segundo grado con una incégnita,
cuando después de reducir sus términos semejantes se puede ordenar como:
ax’+bx+c=0. Los coeficientes a, by c corresponden a niUmeros reales y a debe ser
distinto de cero (a = 0).

Asi, por ejemplo, las expresiones de la formaax?=b, lax+b)?=c,ax?+bx =0,y
ax?+ bx = c son ecuaciones cuadraticas.

Una ecuacién cuadratica puede tener a lo mas dos soluciones en los nimeros
reales.
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Leccion 4

Pierre de Fermat
(1601 - 1665)
Matematico y jurista francés.
Descubrié el calculo diferencial

antes que Newtony Leibniz,
sento las bases de la teoria de
probabilidades junto con Pascal
y descubrié el fundamento de

la geometria analitica de forma
independiente a Descartes.

Sin embargo, es mas conoci-
do por sus aportes a la teoria
de numeros y por el llamado
ultimo teorema de Fermat, que
preocup6 a los matematicos
durante 350 anos, hasta que
fue demostrado en 1995 por
Andrew Wiles.

Unidad 2  Algebra y funciones

Actividades de prdctica

1.

Encierra las ecuaciones que correspondan a ecuaciones
cuadréticas.

-5x-5x?+5=0 X2+2x2+12=0 7T=x+x
X+2x=56 8x?=16 200 =x-x-bx
1o, 10 - - X
2X+4X+3—0 2X+15—2

Justifica, en cada caso, por qué la expresion no es una ecuacion
cuadratica.

a. xX*+4x-27=0

b. 4x?-3x+1
-x+8y-9=0

X2+ x)=-5+x.[x+4)
X+ [x+3)?="5x-4)
(2x-3)(2x+3)=4x?-9

N 4] o o

Multiplica y reduce los términos semejantes en cada expresion
algebraica. Luego, clasifica cada ecuacion.

a. xx+1)=0

b. x+x+2=4

(x +3)+ (x-3)=10

x -Wx-1=1

12=(x +8)?

1000 + 2x? = 42 x? + 200x
g. (2x-3)x+8]=0

h. 25+ 3x(x+ 1) =25

Las siguientes ecuaciones estan escitas de la forma ax?+ bx +c = 0.
Determina los valores de a, by ¢ en cada caso.

N 4] o o

a. x?+bx-24=0
b. 2x?-6x+4=0
c. x?-25=0
d. x2+ 16x=0
e. x2+bx-3=0
f. bx?-x+6=0



5. Lee cada situacion y determina la ecuacion cuadratica que la representa.

Situacion Ecuacion cuadratica
Un numeroy es mayor en 10 unidades que un X+ [x-10) =50
numero x. Si el producto entre ellos es de 50,
;cuéles son los nimeros? X« [x+10) =50
Una ecuacién cuadratica tiene como (x+5)-(x-6)=0
soluciones los nimeros -5y 6. ; Cual podria
ser esa ecuacion? (x-5)-x+6)=0
Las medidas de los lados de un tridngulo 6X+8X _ 444
rectdngulo son proporcionales a los nimeros 2
6,8y 10. Si el &rea del tridngulo es 144 cm? 8x- 10X _ 144
icuales son las medidas de los lados del 2
triangulo? 6x-10x _ 144
2

6. Analiza si los nUmeros son o no raices de la ecuacion y completa la tabla.

Ecuacion Ndmeros ¢ Cudles de ellos satisfacen la ecuacion?
xlx-5]=0 5 -5 10
(x+1)x=0 0 1 -1
(x+10)(x+2)=0 10 2 -2
(x - 14)(x-8)=0 14 -8 6
x+7)lx-5]=0 -7 5 2
2xx - 2) =0 2 0 -2

¢Qué aprendishoy?

n Determina si la expresion es una ecuacion de segundo grado. Cuando lo sea,
determina el valor de sus coeficientes.

a. 3x(4+5x)=0 c. x+5)(x-3J=5
b. x[x +7) = 4x d. (x-9)x-9)=x
a Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica.

a. _ Unaecuacion cuadratica siempre tiene mas de una solucion.

b. A los valores de a, by c en la expresion ax?+ bx + ¢ = 0 se les llama

‘ coeficientes.

J Cuaderno
pagina 45

Matematica ¢ 2.° Medio

2

2SaRR0LL0

99



100

Leccion 4

v/ ¢Qué aprenderé?
A resolver ecuaciones cuadrati-

cas por medio de la factorizacidn.

W/ ¢Para qué?

Para resolver problemas coti-
dianos aplicando la estrategia de
factorizar una ecuacion cuadra-
tica para obtener dos ecuaciones
lineales.

Ay

Factorizar una expresién alge-
braica es expresarla como pro-
ducto de dos 0 més factores, los
que pueden ser tanto nimeros
como expresiones algebraicas
mas simples.

Para aplicar este método, la
ecuacion debe estar escrita
igualada a cero antes de factori-
zar, pues se basa en la relacion:
a-b=0 & a=0Vv b=0.Estoes:
el producto de dos términos es
cero siy solo sial menos uno de

Tema 2: ;En que consiste la resolucion por factorizacion?

@®® Actividad en pareja

40 - 2x
El marco de una fotogra-

fla mide 40 cm de ancho [

y 28 cm de alto, pero la
fotografia misma tiene una
superficie de 640 cm?.

iCuél es el ancho del marco?

28 - 2x

Si se designa con x el ancho
del marco, se puede obser-
var en la imagen que el drea

1

5 N A WA A AR A A B

28 cm

ellos es cero.

Individualmente

QOO

\;Como trabajé
el taller? Grupalmente
4
OO0
Individualmente
R . e
,,Cgmo tratiajo C ) O
i compane- Grupalmente

ro(a) el taller?

QOO

Unidad 2  Algebra y funciones

de la fotografia es:
(28 - 2x](40 - 2x]) = 640.

40cm

Analicen y comenten.

.La expresion (28 - 2x)(40 - 2x] = 640 es una ecuacidn
cuadréatica?, jpor que?

Si prueban con algunes valores para x, ;pueden encontrar
alguna solucion? Expliguen.

Al desarrollarelproducto y ordenar de la forma
ax?+ bx+ c =0,4qué ecuacion se obtiene?

t \

iSepuede simplificar de modo que el coeficiente a sea 17
Sies posible, simplifiquen la ecuacion.

(Pueden factorizar el lado izquierdo de la ecuacidn?, ;jcuales
son los factores?

=0& . =0

Solo observando la igualdad anterior, ;pueden identificar
las soluciones de la ecuacion cuadratica?, jcuales son?
Justifiquen.

Siuno de los factores es distinto de 0, ;qué debe cumplir el
otro factor para que se cumpla la igualdad?, ;por qué?

Apliquen esta idea para resolver la ecuacion. ;Cuales son
las soluciones?

En el contexto del problema, jambas soluciones son vali-
das? Expliquen.

Observen la siguiente ecuacion ya factorizada:
(2x - 20 - (2x - 16) = 0. ;Pueden identificar sus soluciones?,

icuales son?



Actividades de proceso

1. ¢Cuanto tiempo demora una pelota en volver al suelo si su altura
(en metros) esta dada por h(t) = 90 + 15t - 5t2, donde t mide el tiem-
po transcurrido (en segundos) desde que fue lanzada verticalmente

hacia arriba?

PASO @D Interpreta los datos para escribir la ecuacion.

Cuando la pelota esta en el suelo, su altura h es 0; por tanto, se
reemplaza en la expresion algebraica y se obtiene la ecuacion

Si es posible, simplifica la ecuacién de modo que el coeficiente

para t?sea 1.

.Qué tipo de factorizacion se puede aplicar? Justifica tu

decisidn.

AL
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a

Factorizaciones

Polinomio con
término comun

ap+aq=alp+q

Diferencia de cuadrados

a’-b?=(a+b)la-0b)

Trinomio cuadrado perfecto

a’+2ab+b?=(a + b)?

Trinomioe'cuadrado con
término comun

Polinomio con término comun

Diferencia de cuadrados

a’+(p+qla+pg=(a+plla+q

Trinomio cuadrado perfecto

Trinomio cuadrado con término comun

_

PASO 9 Factoriza la expresion segun corresponda y luego analiza las

posibles soluciones.

Entonces{ =0
S X
Factor 1 Facter?2

Yaquea+ b =0 < a =0Vvhb =0, podemos separarla en dos
ecuaciones:
° =0, y al resolverla, se obtiene t, =

Factor 1

— N

o =0,y alresolverla, se obtiene t, =

Faector 2

PASO 9 Interpreta las soluciones en el contexto del problema.

e Enelcasodet, = S significa que a los
D segundos de lanzada, la pelota vuelve al suelo.

e Enelcasodet,= S significa que a los
S segundos de lanzada, la pelota vuelve al suelo.

De las soluciones obtenidas, jambas son pertinentes al contex-

to del problema? Explica.

Karl-Friedrich Gauss

(1777 - 1855)
Matematico, astréonomo, fisico,
geodesta e inventor aleman.
En 1799, demostro rigurosa-
mente el "teorema fundamental
del &lgebra” (aunque no fue el
primero), que senala que toda
ecuacion algebraica tiene una
solucion en numeros reales
o complejos, lo que permite
expresar cualquier polinomio
como el producto de factores
binomiales simples.

Contribuyd en muchos campos:
teoria de nimeros, analisis
matematico, geometria dife-
rencial, estadistica, algebra,
geodesia, magnetismo y 6ptica,
y es considerado uno de los
matematicos que més influen-
cia han tenido en la historia de
esta ciencia.
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Leccion 4

2. Enun laboratorio con 117 computadores, los equipos estan ordenados en filas y
columnas. Si la cantidad de computadores por fila es 4 mas que la cantidad de filas,
icual es la cantidad de filas y de computadores por fila?

PASO @D Interpreta los datos para escribir la ecuacién.

PRS0 @

i Piensas que hay alguna
otra manera de realizar-
lo? Explica.

\ s

~() Usa calculadora
/ Para explorar

PRS0.E)

Unidad 2  Algebra y funciones

Si se asigna como x la cantidad de filas, entonces la cantidad de computadores por

fila es

Luego, en total, son x - S =117.

Para resolver una ecuacion usando factorizacion, la ecuacidn debe estarigualada
a cero; en este caso:

X-S= 117, entonces x-@— 117=0

Escrita en su forma general, es

¢Qué tipo de factorizacion se puede aplicar? Justifica tu decisién.

Polinomio con término comun Diferencia de cuadrados

Trinomio del cuadrado perfecto Trinomio de cuadrado con término comun

Factoriza la expresion segun corresponda. Luego, analiza las posibles soluciones.

Entonces,

Podemos separarla en dos ecuaciones:@= 0 S=O

Interpreta las soluciones en el contexto del problema.

* Enelcasodex, = S significa que hay S filas de computa-

doresy

computadores por cada fila.

e Enelcasodex,= S significa que hay filas de computa-
doresy S computadores por cada fila.

iSon ambas soluciones obtenidas pertinentes al contexto del problema? Explica.

:



Tomas necesita saber las medidas del lado de un cuadrado cuya area esta dada por
la ecuacion x? - 64 = 0. ;Como podrias factorizar la expresion x? - 64 para facilitar la

resolucion de la ecuacion?, jqué tipo de factorizacion se puede aplicar? Justifica tu
decision.

PASO o Factoriza la expresion segun corresponda. Luego, analiza las posibles soluciones.

Entonces =0

Podemos separarla en dos ecuaciones:Szo S:o

PASO g Interpreta las soluciones en el contexto del problema.

-
-

el

, significa que

e Enelcasodex, =

* Enelcasodex,= , significa

.Son ambas soluciones obtenidas pertinentes al contexto del problema? Explica.

En resumen

* Cuando en una ecuacion.euadratica ax?+ bx + ¢ = 0 la expresion algebraica
ax?+ bx +c se.puede factorizar en dos expresiones lineales, la ecuacion se pue-
de resolveral separarlas en las dos ecuaciones lineales asociadas.

Esto puede realizarse en los nUmeros reales ya que se cumple:

a-b=0 < a=0Vv b=0.

* Enparticular, cuando en la ecuacion a = 1, una estrategia posible es buscar dos
numeros x, y x, tales que su producto sea igual a ¢ y su suma sea igual a b, de
forma que su factorizacion es:

x?+bx+c=[(x-x])x-x,)=0.

En este caso, se tiene que x, y x, son soluciones de la ecuacion.

* Cuando a = 1, se puede intentar usar la estrategia anterior, dividiendo toda la
ecuacion por a para luego factorizarla, aunque esta idea no siempre logra sim-
plificar la resolucion de la ecuacion, porque puede suceder que con los coefi-
cientes obtenidos la expresion no sea simple de factorizar.

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 4

Actividades de prdctica

1. Dadas las siguientes ecuaciones, factoriza seguin corresponda. Luego, determina las
soluciones de cada ecuacion.

Ecuacidn Factorizacion SRl
X, X,
x>+ 4x=0
X7 = Thx + 49 = 0
x?-125=0
x2-4x-21=0
10x?-50x =0
6x2+12x+6=0
16x = 32x?
16x%2+ 4x =0
4x?=-12x-9
4x?+10x+6=0
2. Analiza la resolucion del recuadro. Luego, aplicala para resolver.
™~

Para factorizar'la-expresion 5x? + 4x - 12, se pueden sequir estos pasos:

e Seresuelve 5+ (-12) = -60.
e.Se buscan factores de -60 que sumen 4, en este caso 10y -6.

e Sereescribe la expresion original considerando esos factores:
5x2 +10x - 6x - 12

e Se asociay se factoriza: 5x(x + 2) - 6(x + 2) = (5x - 6)(x + 2).

De esta forma, la ecuacion bx? + 4x - 12 = 0 se resuelve como:

N

0 x+2=0

b
X, = -2
2 )

5

6

X -6
J
X, =

ol

a. -10x?-7x+12=0
b, -6x>+7x+5=0
c. 18x2+17x-15=0

d. 6x2+23x+20=0
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3. Lee cada situacion, plantea la ecuacion cuadratica que corresponda
y resuelve. Luego, responde segun corresponda.

a.

Dos numeros consecutivos son tales que el cuadrado del mayor
excede en 111 al triple del menor. ;Cuéales nimeros son?

. La diagonal de un rectangulo mide 10 cm y su area 48 cm?. ;Cua-

les son las medidas de los lados del rectangulo?

El profesor de Matematica plantea el siguiente desafio:
“Determina un numero tal que el cuadrado de su antecesor sea
igual al triple de ese nimero menos cinco”. ;Cudl o cudles son
los nimeros?

Gabriel le contaba a sus vecinos: “La nueva plaza tendra forma
rectangular, imaginenla, son 170 m? de area totaly 54 m de peri-
metro”. ;Cudles seran las medidas de la plaza?

. Catalina observa dos cuadrados y calcula que la suma de sus

perimetros es 60 cm, mientras que la suma de sus areas es
125 cm?. ;Cuénto mide el lado de cada cuadrado?

Un grupo de amigos organizd un viaje cuyo transporte costaba
$300000 en total. En el Ultimo momento se inscribieron cinco
amigos més, por lo que cada uno pagd $2000 menos de la cuota
fijada. ;Cuantos amigos iban al viaje inicialmente?

. Se requiere revestir el piso de un gimnasio, de 12 metros de an-

choy 15 metros de largo, dejando una franja uniforme sin reves-
timiento alrededor del espacio central. El presupuesto disponible
permite pagar los materiales y la mano de obra para revestir

108 m?. ;Cuéles son las dimensiones maximas que puede tener
el espacio central?

. Una embotelladora desea crear un envase cilindrico de 18 cm

de largo y de 288w cm? de area. ;Cual debe ser el radio de dicho
cilindro?

¢Qué aprendi hoy? W

n Resuelve mediante factorizacion las siguientes ecuaciones:

a. x?-36=0
b. x?-3x-10=0
c. bx?-20=0

d. x(x-1)+2x-1=0

a Francisca quiere hacer una caja, sin tapa, de 108 cm? de volu-

men con un trozo cuadrado de carton. Para hacerla, decidio
cortar en cada esquina cuadrados de 3 cm de lado, para luego

2
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Marie-Sophie Germdin
(1776 - 1831)

Matematica, fisica'y fildsofa
francesa. Realiz6 importantes
contribuciones a la teoria de
nUmeros ya la teoria de la elas-
ticidad. Estudio los que ahora
son llamados numeros primos
de Sophie Germain (Si p es
numero primo, 2p + 1 también
es un numero primo). A pesar
de la oposicion de sus padresy
las dificultades presentadas por
una sociedad sexista, se educo
con los libros de la bibliotecay
gracias a su correspondencia
con matematicos como Gauss,
Lagrangey Legendre. Debido a
la exclusién de las mujeres de
las universidades imperante en
su época, no desarroll6 una ca-
rrera matematica formal, sino
que trabajé de manera indepen-
diente a lo largo de su vida.

;Crees que en la actualidad
la participacion de las muje-
res en las universidades ha
cambiado?, y en las carreras
cientificas, ;se mantiene esta
participacion?, ;por qué?

plegar el cartdn y unirlo por las aristas. ;Cuanto mide el lado
del trozo de carton? Cuaderno
W, pagina 47
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Leccion 4

Tema 3: ;Cual es el algoritmo para completar el cuadrado?

v/ iQué aprenderé?
A comprendery aplicar el al-
goritmo de la completacion de
cuadrados.

W/ iPara qué?

Para resolver ecuaciones cua-
draticas que no sean simples de

factorizar.
quividualmente
. ¢{Como trabajé > Q
el taller? Grupalmente

/2
OO0
!pdividualmente

¢Cdémo trabajo /) O

mi compane- ”Grupalmeﬂte

ro(a) el taller? /) Q

Unidad 2  Algebra y funciones

@@ Actividad en pareja

Otra forma de resolver ecuaciones cuadraticas también se refie-
re a separar la ecuacion en dos ecuaciones lineales, pero solo en
ciertos casos.

Observen el siguiente desarrollo.

x2+12x+36=9

(x+6)2=9
x+6=\9
x+6=3
X=-3

iComo podrian describir los pasos aplicados para resolver
esta ecuacion?

iLa solucion es correcta?
(Existe otra solucion?, ;por que?

Resuelvan la ecuacién x%+ 12x + 36 = 9 utilizando el méto-
do por factorizacion. ;Qué pueden concluir?

Observen el siguiente desarrollo y comenten.

x?-8x-38=10
x? - 8x =48
X’ - 8x+16=48+16
(x - 4)? =64

x -4 =\b4 X -4=-\bb4
x-4=8 x-4=-8
x, =12 X,= -4
iPor qué se suma 16 a ambos lados de la ecuacion?
iEsto cambia las soluciones de la ecuacién?, ;por qué?

;Qué relacion tiene 16 con los demas términos de la ecua-
cion?, ;como se determina ese valor?

iPor qué la ecuacién cuadratica se separa en dos ecuacio-
nes lineales de esa manera?

iLas soluciones son correctas?, jexiste otra solucion?

Describan, paso a paso, este método para resolver una ecua-
cion cuadratica.

¢En qué casos no se pueden determinar las soluciones
mediante este método?

;Como se puede reconocer una ecuacion que no tenga
solucion en los nimeros reales al aplicar este algoritmo?
Expliquen.



2
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Actividades de proceso

1.

Observa los pasos para resolver 2x?-3x-2 = 0 aplicando la completacion de cuadra-
dos y determina sus soluciones.

2x?-3x-2=0
Se simplifica por elvalordea x* - %X -1=0

Sitiene término libre en el lado derecho  x?% - %X =1 Divide el coeficiente de x por 2,
elévalo al cuadrado y stimalo a

ambos lados de la igualdad.
Se completa el cuadrado de binomio X2 - gx + 2 =1+ 9 <

2716 16

2
Se factoriza <X— ) =?5

AN

B~

i Paor qué esta ecuacion
tiene dos soluciones?

En resumen

El algoritmo de completacién de cuadrados consiste en transformar una ecuacion
cuadratica, ya sea que esté escritaen la forma generalax?+bx+c=00no, en una
ecuacion de la forma (x = m)2 = n, siguiendo estos pasos:

19 Cuando la ecuaciénestd en su forma general, sia = 1 se divide por a, y se resta

el término independiente a ambos lados de la ecuacién, de modo que quede de la

R N
formaz x N N
b

2

29 Se calculael término que permite completar el cuadrado: <—> y se suma a
: 2a

ambos lados de la igualdad.

3° E€n ellado izquierdo, se factoriza como un cuadrado de binomio y en el derecho,
se calcula la suma para dejar solo un numero racional. Si este resultado es ne-
gativo, la ecuacion cuadratica no tiene solucion en los nimeros reales.

4° Se separa en dos ecuaciones. Como en el lado izquierdo hay una expresion alge-
braica que esta al cuadrado, al escribir las ecuaciones lineales deba considerar-
se los dos signos. Es decir, se escribe una ecuacion con el signo positivo (para el
lado derecho) y otra con el signo negativo.

59 Luego, se resuelven las ecuaciones lineales resultantes y se expresa cada solu-
cion por separado.
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Leccion 4

Guacolda Antoine Lazzerini
(1908-2015)

Matematica, fisica y docente
chilena. Fue la primera mujer
en ejercer como decana en la
antigua Universidad Técnica del
Estado (UTE]). Formo a gene-
raciones de jovenes, impar-
tiendo clases en diferentes
establecimientos educacionales
tanto a nivel secundario como
universitario.

En el afo 2000 fue reconocida
como profesional destacada por
la Agrupacion de Mujeres Inge-
nieras. Y en el ano 2008, recibe
la Medalla al Mérito Cientifico
de la Facultad de Ciencia, de

la Universidad de Santiago de
Chile.

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones

Actividades de prdctica

1. Responde:

a. ;Cudles el primer paso en el método de completacion de
cuadrados?

b. Para resolver la ecuacion 17x%+ 12x = -4 con este método, jcual
es el primer paso?

c. Cuando se resuelve x? + 8x = -15 aplicando la completacidon.de
cuadrados, jqué nimero se suma a ambos lados de la ecuacion?

d. ;Por qué la ecuacion [x + 1)2+ 3 =0 no tiene solucion.en los nime-
ros reales?

2. Observa atentamente cada resolucion de ecuacion presentada,
identifica el errory corrigelo.

a. 3x2-bx+2=0

3x?-5x=-2
xz—%x=—%
xz—%x+%=—%+%
AL
X, =1 x2=%

(2) 2 )
(x—%>2=1 — x—%=1 — x—%=—1
x1=% x2=%

e ;Cuadles son las soluciones correctas?

S




3. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas completando cuadrados.

a.

=

S0 o 0

g.
h

x2+10x-75=0

x2-4x+1=0

x?+8x+7=0
x?-bx+6=0
3x?-4x+2=0
4x?+ 12x+9=0
Lx?+4x+1=0
. 3x?2-4x-5=0

xX2+x+1=0

4. Resuelve los siguientes problemas utilizando la completacion de cuadrados'y
responde.

a.

uve aprendi hoy?

LD

n Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas completando cuadrados.

La diagonal de un rectdngulo mide 5 my su drea es 12 m?. ;Cuéales'son las medidas
de los lados del rectangulo?

iCuales son los numeros pares consecutivos cuyo producto es 7287, jpiensas que
hay alguna otra manera de realizarlo? Explica.

. La superficie de un terreno es de 500 m?. Si la medida del largo del terreno es el

quintuplo de la medida de su ancho, ;jcual sera la.medida de su perimetro?

. Una salida pedagdgica al teatro tiene un valor de $80000 para todo el colegio.

Este costo se dividird en partes iguales entre las personas que participen. A Gltimo
momento, 8 personas cancelan su participacion, lo que implica que la cantidad que
le corresponde pagar a quienes asistan aumenta en $500. ;Cuéntas personas eran
inicialmente?

. Sergio encontré un trozo de madera de forma rectangular, que mide 15 cm de largo

y 8 cm de ancho. Si requiere que la diagonal del rectdngulo sea 4 cm menor, jen
cuantos centimetros tendria que cortar, simultaneamente, el largo y el ancho para
obtener esta medida?

a. 2x2-Tx-4=0
b. x?-5x+19=12

a Las ganancias por la venta de un producto dependen de la cantidad de productos

_

—

2
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vendidos segun el modelo g(c) = c?- 5¢ + 8 [miles de pesos] al vender ¢ unidades.
.Cuantos productos deben venderse para obtener $ 22000 de ganancia? Cf“{d@'mo
) pagina 49
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Leccion 4

= Tema 4: ;Como se aplica la formula general?

w (,QUé aprenderé? @®® Actividad en pareja
A resolver ecuaciones cuadrati-
cas aplicando la férmula general.
El método por completacion de cuadrados puede resumirse en la

:f Para qué? siguiente expresion algebraica, conocida como la formula gene-
Para poder disponder de otro ral para resolver la ecuacion cuadratica ax?+ bx + ¢ = 0:
método de resolucion, mas di-
recto, y que depende solo de los X = —bxVb? - 4ac
coeficientes a, by c. 2a

Observen la formula general. ;Qué condiciones o restriccio-
nes existen para los términos de a, by ¢ para quelaférmula
se pueda calcular? Expliquen.

iComo se interpreta el signo £?

Usando esta expresion, jsiempre se pueden determinar
las soluciones de una ecuacidén.cuadratica?, jpor qué?

Utilicen la formula general para determinar las soluciones
de 2x2+5x-3=0.

Identifiquen los'valores de los coeficientes:

Py~ b

Escriban la formula general, reemplazando los valores
anteriores.

a=

- +

. Calculen el valor final de las dos soluciones.

Del mismo modo, resuelvan:

6x?+17x-5=0
('"%V"l“"‘me@ 2x7 - bx+2=0
¢Como trabajé 7 xlex+1=0
el taller? Grupalmente
[ Consideren los resultados obtenidos y comenten:
vi®® :
N iTodas las ecuaciones cuadraticas tienen dos soluciones
Individualmente en los nimeros reales?
¢Como trabajo a’/> Q . , .
mi compaie- — ;Como podria determinarse, antes de calcular toda la
rola) e taller? Grupalmente expresion, la cantidad de soluciones reales que tiene una
' /> O ecuacion cuadratica? Justifiquen.
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Actividades de proceso

1. Un sitio rectangular, de area 500 m?, fue cercado utilizando 90 m de alambre. ;Cuales
son las dimensiones del sitio?

PASO o Identifica los datos del problema y formula una ecuacién que represente
la situacion.

Area del sitio: 500 m2. —> Incégnita x: ancho del sitio.

Perimetro del sitio: 90 m. —> Incognita y: largo del sitio.

Se conoce el perimetro, luego + =90 m (ecuacion 1)

Se conoce el drea del sitio, luego . =500 m? (ecuacion 2}

Como en un sistema de ecuaciones, sustituye el valor de x de la ecuacion 1 en la
ecuacién 2:

-y =500
PASO 9 Multiplica e iguala la ecuacion a 0. Luego, identifica los coeficientes a, by c.

.y e .yo500=0

SEm P

PASO 9 Aplica la formula general de la ecuacion cuadratica, reemplazando los valores.

_=b-Vb’-4ac _ _-b+Vb’-lac _
Vi = 2a - Yo = 2a -

PASO @ Comprueba la pertinencia de las soluciones.

iAmbas soluciones obtenidas satisfacen el problema dado?

MM Medida del ancho ¢ Es posible?

Vi

Y2

.Qué puedes concluir de las dimensiones del sitio?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 4

2. Un objeto es lanzado verticalmente hacia arriba con una rapidez de 16 m/s.
La altura y en metros que alcanza el objeto después de t segundos esta dada por la
ecuacion del lanzamiento vertical:
y=v0-t—%g-t2.
a. ;Cuanto tiempo debe pasar para que el objeto esté a 12 metros del suelo?
b. ;Cuando alcanzara el suelo el objeto?
c. ;Cuéndo el objeto estara a 80 metros del suelo?
PASO 0 Identifica los datos del problema y determina la ecuacidn que representa
la situacion.
* Rapidez inicial: 16 m/s e Altura: 12 m; 0 my 80 m,
e Aceleracion de gravedad: 10m/s? respectivegpenty,
aproximadamente. * Incognita t: tiempo.
Se remplazan los valores en la ecuacion de lanzamiento vertical: y = 16t - 5t?

PASO 9 En cada caso, iguala la ecuacidén a 0, e identifica-los coeficientes a, by c. Luego,
resuelve la ecuacion.

el Coeficientes Soluciones
drati Formula general
cuadratica . b c ‘ L
12 = 16t - 5t?
0= 16t - 5t?
80 = 16t - 5t?

PASO €) Comprueballa pertinencia de las soluciones.

iLas soluciones obtenidas satisfacen el problema dado?

Soluciones ] ;
Altura . . ¢Es pertinente?, ;por qué?

1 2

12m

0Om

80 m

.Qué puedes concluir?
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Comprendo la demostracion

Observa como se aplican los pasos de la completacion de cuadrados a la ecuacion cuadra-
ticaax?+ bx+c =0 para determinar la formula general.

ax’+bx+c=0
R 2, b, C_
Se 51mp||ﬁca porelvalordea Xx°+ Xtz = 0

b

Sitiene término libre en el lado derecho X2 +3X = —g

Divide el coeficiente de xen 2

2 ’

Se completa el cuadrado de binomio  x? + bx + b— = —g + b—2 elévalo al cuadrado y stimalo
ba 4a a ambos lados de |a igualdad.

2
Se factoriza <x+£> _b?-tac
2a

4 a?
e

2 2 _
x+— \/B éac x+2£= - bil;a(: . Piensas que lo que esta
la a 4a descrito estd bien?,
\L \L ipor qué?
__b  Vb?-ldac __ b Vb*=iac
X=72a" 7a X=a 2a

En resumen

Al considerar la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, con a = 0; se pueden obtener
sus solucienes;x, yX,, directamente mediante las siguientes férmulas generales:

_-b-Vb?-4ac _-b+Vb%- 4ac
X = 2a y %= 2a

Ademés, con'la férmula general se puede determinar la cantidad de soluciones
reales de una ecuacién cuadrética, sin necesidad de calcularlas rigurosamente, es
decir, sin aplicar algun tipo de resolucion.

Esto es posible calculando el valor del discriminante de una ecuacién cuadratica,
que se simboliza con la letra griega delta (A). Este valor, que se obtiene de la expre-
sion A = b? - 4ac, cumple las siguientes caracteristicas:

1° SiA=b?-4ac > 0, la ecuacidn tiene dos soluciones en los nimeros reales.
2° SiA=b?-4ac=0,laecuacion tiene una solucion en los nimeros reales.

3° SiA=b?-4ac <0, laecuacidon no tiene solucion en los niUmeros reales.

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 4

Actividades de prdctica

1. Dadas las siguientes ecuaciones cuadraticas, identifica sus coeficientes y resuélvelas
aplicando la formula general.

e Coeficientes Soluciones

Formula general

C X X

cuadratica b
1

a 2

x2+6x+8=0

x2-x-2=0

2x?-5x-3=0

4x?+8x+3=0

x2-10x+20=0

5x2+125=0

3x2-7x=0

4x?-8x+20=-6

12x% = - bx

X2+ bx =27

400 -100x2=0

5x?-6x-5=0

9x2-6x+1=0

2. Calcula el discriminante de las siguientes ecuaciones cuadraticas e indica, sin resol-
ver, cual es el nimero de soluciones en los nimeros reales de cada una.

a. 14x?2+2x+4=0
b. X2—§X+4=U

3
\ 7/
C. xt+Tx-1=0 ~() Usa calculadora
d. -3x2-11=0 / Para explorar
e. 52+9x=0
f. 12-5x+8x2=0
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3. Usando la férmula general, resuelve las siguientes ecuaciones
literales.

a. x2+2mx+r?=0
b. 2x?+m?=3mx

4. Determina para qué valores de m, la ecuacion x2-mx + 100=0
tiene:

a. Dos soluciones en los nimeros reales.
b. Una solucion en los nimeros reales
c. No tiene soluciones en los nimeros reales.

5. Conun cartén de forma cuadrada, se quiere construir una caja sin
tapa (con forma de prisma de base cuadrada). Para esto, se le corta
un cuadrado de 6 cm de lado en cada uno de sus vértices. Si se sabe
que el volumen de la caja debe ser de 216 cm?, jcudl es la medida
del lado del carton?

6cm
e N

%6cm

i Crees que el carton
pueda medir 12 cm de
lado? ;jpor qué?

2
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Maryam Mirzajani
(1977-2017)

Matematica iraniy profesora
de matematicas en la Universi-
dad de Stanford. Su trabajo en
superficies de Riemanny sus
modelos espaciales conectan
varias disciplinas matematicas
(Geometria hiperbdlica, anélisis
complejo, topologia y dindmica)
e influyen en todas ellas.

En 2014 fue galardonada con

la Medalla Fields, siendo la
primera mujer en recibir este
premio equivalente al Nobel de
las matemaéticas.

Que aprendi hoy?

a. 10x2+14x-2=0
b. 4x?-8x+12=0

n Usando la formula general, resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas.

a De un tridngulo de drea 54 cm?, se quiere determinar la medida de la base (b] y

la medida de altura (h). Si se sabe que su base es 12 cm més larga que su altura, Cuaderno
icuales son las medidas? pagina 51

)
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La posicion de un objeto lanzado verticalmente hacia arriba esta dada por la
expresion algebraicay =y, + v t- %gtz, donde v, es la rapidez inicial con que se
lanza el objeto, t el tiempo transcurrido, g la aceleracidn de gravedad, que se
puede aproximar por 10 m/s?, e y, la altura inicial del objeto. Se lanza una pelota
verticalmente hacia arriba desde la azotea de un edificio de 15 m de altura, con
una rapidez inicial de 10 m/s. ;Cuanto tiempo demorara la pelota en llegar al
suelo?, jpor qué?

PﬂSﬂo Reconocer los datos del problema y reemplazarlos en la expresion
algebraica.

Segun los datos del lanzamiento de la pelota, en este caso,y, =15y v, = 10,

de modo que, al reemplazar, su altura esta dada por y =15+ 10t - 5¢%

PHSUG Relacionar la pregunta del problema con los parametros de la ecuacion.

Cuando la pelota se encuentre en el piso su altura serd 0; es decir, se debe
resolver la ecuacion 15 + 10t - 5¢2 = 0.

PHSOQ Resolver la ecuacidn cuadratica utilizando alguna de las estrategias.
Por factorizacion:
15+ 10t-5t?=0

3+2t-t2=0
t2—2t—3 =10
(t+1(t-3=0

Luego, necesariamente, se tiene que:
t+1=0, obienque t=3=0, de donde se obtienet=-1yt=3.

PHSUQ Argumentar y comunicar correctamente la respuesta al problema.

Como la pelota no puede llegar al suelo un segundo antes de ser lanzada
desde la azotea del edificio, la solucion algebraica t = -1 no es pertinente al
contexto del problema, por lo que se descarta. Por lo tanto, la pelota demo-
ratres segundos en llegar al suelo.

Unidad 2  Algebra y funciones
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n ¢Cudles son los dos nimeros naturales consecutivos tales que la suma de sus
cuadrados es 1457

4 ) Q

N J
B Un rectangulo esta formado de modo ta& go mide 2 cm mas que su ancho
m

y su diagonal mide 3V2 cm. ;Cuéles son edidas del rectangulo?

- 0 N

O\i >

0\< >

& Y
Cuaderno
pagina 73
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Evaluacion de proceso

n Determina si las afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tus respuestas.

a.

b.

x=\V7yx=-V7 son soluciones de la ecuacién x?+ 7 = 0.

x=5V3 yx=-5V3 son soluciones de la ecuacién x? + 10 = 85.

La ecuacidn [x - 2)? + 5 = (2x + 1)? es una ecuacién de segundo grado.
Las soluciones de la ecuacion x? + 8 =0 no son nUmeros reales.

x?+ 4x -9 =0es una ecuacion de segundo grado con una incégnita.

Si las soluciones de una ecuacién de segundo grado son niUmeros enteros,
se pueden obtener mediante el método por factorizacion.

Si el discriminante de una ecuacién de segundo gradoes negativo, la
ecuacion tiene soluciones en los nUmeros reales.

El discriminante de una ecuacién de segundo grado es el signo de su
solucion.

a Reduce los términos semejantes para escribir cada-ecuacion en la forma general.
Luego, determina sus valores de a, by c.

Coeficientes

Ecuacidn cuadratica Forma general b
a c

4x (x +2) = -4x

(x+2)2=5[x-7]

(2x - B)? = [x + 3)?

3x(x-1)+5x-(x+2]=3x

3(x? + 5x - 20) = x(4 + 2x]

(x-1)2-8x=5(x+3)=-2+3x-1)

B Reemplaza el valor dado en las siguientes ecuaciones y decide, en cada caso, si es

solucion:

a. x=3 x2-9=0

b. x=4 x?+16=0

c. x=-2 x?-3x+2=0

d. x=1 5x2-3x-2=0

e. x=4 (x-2){x+3)=3x+2
f. x=4 2x*-11x+12=0

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones




—_—

2

ZStrR0LL0
Analiza si los nUmeros son o no raices de la ecuacion y completa la tabla.
Ecuacion Ndmeros ;Cuales de ellos satisfacen la ecuacion?
x2+x-6=0 -2 | 2 3
x2-8x=0 8 | 4| 2
x2+5x-14=0 5 2 | -7
X2+ Ix=-12 -4 | -3 | 6
4x?-13x+9=0 -1 1 2
(2x + 1)2+ 3 = 4lx + 1) 2 10| -3

B Iguala cada ecuacidn a cero, para luego resolverlas mediante factorizacion:
x?+81=18x

x2+2x=15

c. x?=9(x-2)

d. x2=13x-42
e
f

o

. x*+x=156
. x?-10x-45=3x-15
u Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas completando cuadrados.
a. x> +8x+18=0
b. x? -11x+30=0
c. 10 -8x=4x?
d. 2x?-2x-1=0
e. 2x?-7x-4=0
f. x?+18x-72=0

Calcula el discriminante de las siguientes ecuaciones y determina cuantas soluciones
tiene cada una en los ndmeros reales.

a. x2-10x+20=0
b. 4x?-8x+29=3
X2 =4bx+4=0
x2—6x+12=0
5x?+125=0
3x?2-7x=0

& oha o
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B Resuelve las siguientes ecuaciones mediante la formula general.
a. x’-5x-14=0
b. -x>-11x-30=0

2x?-x-3=0

x2+12x+31=0

-2x2+12x-29=0

3x2-10x+8=0

- o o o

n La suma de los primeros n nimeros naturales consecutivos 1, 2, 3, ... n esta dada por
n-(n+1)
2
para obtener un total de 3007

la expresion . ¢Cuantos numeros naturales consecutivos se'deben sumar

m Geometria. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 26 emy'su
perimetro 60 cm.

a. ;Cudles son las medidas de cada lado del tridngulo/rectangulo?
b. ;A qué corresponde la variable x, en este caso?
c. Escribe la ecuacién respectiva.

m La masa de un lobo marino en sus primeros dos anos de vida esta dada por la relacion
4m = a% - 4a + 272, donde m es su masa (en kilogramos) y a es su edad (en meses).

a. ;A qué edad un lobo marino puede llegar a pesar 83 kilogramos?
b. ;A qué corresponde la variable x, en este caso?
c. Escribe la ecuacién respectiva.

La edad de Jorge es el cuadrado de la de su hija Francisca. En 24 afnos mas, la edad
de Jorge serd el doble de la de Francisca. ;Cuantos anos tiene actualmente cada uno?

Si el discriminante de laecuacion 3x% - 2x + k = 0 es 64, jcual es el valor de k?

-
N

Determina paraqué valores de k, la ecuacidn x? + x = 5k tiene:
a. Dos soluciones en los nimeros reales.

b. Una soluciéon en los nimeros reales.

¢. Notiene soluciones en los nUmeros reales.

m Ciencias naturales. La ecuacién - ——x?+ 2L x = 2 representa la distancia horizontal

100 50
desde el punto de lanzamiento en que el objeto alcanza los 2 metros de altura.

a. Multiplica la ecuacién por 100, de modo que quede expresada con coeficientes
enteros.

b. Resuelve la ecuacion usando los métodos que has aprendido. ;Cuél es la solucion?

c. ;Como se interpreta esta solucién en el contexto del problema?

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones
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m Ciencias naturales. La ecuacion con dos incognitas 20y = -3x2 + 36x representa la

relacion entre la altura y de un objeto y su distancia horizontal x desde el punto de

lanzamiento.

a. Calcula a qué distancia del punto de lanzamiento el objeto vuelve al suelo.

b. Ahora, calcula a qué distancia del punto de lanzamiento el objeto se encuentra a
3 metros de altura, reemplazando el valor de y en la ecuacion. Luego, resolviendo la
ecuacion de sequndo grado obtenida: jesta distancia es Unica?, ;como se interpreta
en el contexto del problema?

Me evaluo Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

. Modelé problemas geométricos, de la vida cotidiana, de ciencias
naturales y sociales mediante ecuaciones cuadraticas. Q Q Q

@ Resolvi algebraicamente las ecuaciones cuadraticas mediante
varios métodos, como factorizar, completar el cuadrado y aplicar Q Q O
la formula general.

@ \dentifiqué y representé casos en los cuales la ecuacién cuadrati- O O O
ca tiene una sola o ninguna solucién.

@ Evalué el proceso y comprobé resultados y soluciones dadas de un
problema matematico. O O Q

. Trabajé en equipo, en forma.responsable y proactiva, ayudando a

los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y
manifestando disposicion a entender sus argumentos en las Q Q Q C;“{.ﬁi"g‘j’_
L soluciones de los problemas. pag

Reviso mis metas y estrategias .

n Considera las estrategias que escribiste en la pagina 79: ;han sido eficaces?,
ipor qué?

a iHas podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Funciones cuadraticas

Exploro

¢Qué condicion debe cumplir una funcién?

¢ Como crees que se utilizan las funciones cuadraticas en el estudio de fendémenos

naturales?

§. 1

Aprenderé a:

Comprender la funcién cuadratica
flx) =ax?+ bx +c, cona=0:

= Reconociendo la funcién flx) = ax? + bx.+ ¢ en
situaciones cotidianas y otras asignaturas.

= Representandola en tablas y graficos.
= Determinando puntos especiales de su grafica.

= Selecciondndola como modelo de situaciones
de cambio cuadratico.

;Qué debo saber?

1. Lasiguiente grafica corresponde a una funcién afin.

a. ¢En qué puntos la recta interseca coneleje Xe Y?

b. ;Cual es la pendiente de la recta?

c. ;Cudles larepresentacion algebraica de la
funcion?

Unidad 2  Algebra y funciones

Necesito recordar...

= Concepto de funcion.

= Funciones lineales y afines.

= Ecuaciones linealesy
cuadraticas.
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2. Ciencias naturales. El estiramiento o compresidn de un resorte es
directamente proporcional a su fuerza de restitucion. Esta relacion, 02
conocida como la ley de Hooke, esta dada por F = —kx, donde F es x=sem
la fuerza de restitucion; x, su deformacién (estiramiento o compre-
sion) y k es la constante de deformacion del resorte. Para el resorte
de la imagen, la relacion es F = -100x.
a. Calcula la fuerza de restitucion del resorte para cada distancia en
que este se estira o comprime en la imagen. x=0,1m
b. A partir de los datos obtenidos, traza la grafica que representa la
relacion entre la fuerza de restitucion y la elongacién del resorte. x=0m
FIN)4
40T
30
20
101 x=-0,1Tm
X(m)
.04 -03-02-0,1 0| 01 02 03 04
~10+ P\ vV
\
-20+ 3
-30+
J
T x=-02m §
v
c. ;Larelacion entre ambas magnitudes corresponde a una funcion?
iPor qué?
Me evalto Evalua tu trabajo marcando el nivel de desempeno.
Indicador @
. Comprendi el concepto de funcion. O O Q
‘ Interpreté y grafiqué funciones lineales o afines. Q O Q
& Modelé problemas de ciencias naturales mediante funciones
lineales. Q Q Q
@ Usé modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver proble-
mas cotidianos y para representar patronesy fenémenos de la Q Q Q
cienciay la realidad. T
uaderno
&) Participé en la bisqueda de una posible solucién a un problema. Q Q Q }
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Leccion 5

Tema 1: ;Cuando se dice que una funcion es cuadratica?

W/ ¢Qué aprenderé? w ______________________________________________

A reconocer una funcién cua- _ ‘ .
dratica en situaciones de la vida En laimagen, se puede ver el puente de la bahia de Sidney, en

diaria. Australia, visto desde el mar. Observen la fotografia y respondan.

W/ ¢Para qué?
Para distinguir una funcién cua-
dratica de las funciones lineales
y afines, tanto de forma grafica
como algebraica.

i 'Illlllill

L1

224111326 Tooykrub

n (Es simétrica la estructura? Si es asi, tracen en la imagen el
eje de simetria.

a ¢Cudl es el punto mas alto del puente?, ;este punto pertenece
al eje de simetria?

a Sila curva del puente pudiera proyectarse bajo el mar, ;como
creen que continuaria? Expliquen.

Sise relaciona la linea horizontal del puente, donde transitan
los vehiculos, con el eje X, se pueden ubicar algunos puntos que
representen los del puente para identificar cual es la funcion
asociada a la curva de la imagen.

7

/
fin

o]
9

N

[EN

A
\ 4

_

N

w
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Escriban las coordenadas de los puntos anteriores en la
tabla. Luego, verifiquen que son puntos de la grafica de la

., __L 2
funcion f(x) = 55 X + 2.

X y flx)

B Esbocen la grafica de la funcion en el gréafico anterior. ;Cémo
podrian describir esta curva?

u ¢Con cuales puntos de la grafica se puede relacionar la ecua-

cién - ZLSXZ + 2 =07 Justifiquen.

n ;Como se puede interpretar el punto mas alto del puente en
el contexto de la funcién f(x)? Expliquen.

: S — Individualmente Grupalmente
;Como trabajg el taller? g
oo e OO0 (N O
;Como trabajé mi Indivi(j/ualmente Grup/glmente
compafiero(a) el taller? Q > O Q > O
-
= Matemdtica e historia -
S

Secciones cdnicas

Se les llama cdnicas a cuatro curvas planas: circunferencias, elipses,
parabolas e hipérbolas, formadas mediante la interseccion de un cono
circular recto con'un plano, siempre que este plano no pase por el vértice
del cono.

Siel plano es perpendicular al eje del cono, la interseccion resultante

es una circunferencia. Si el plano esta ligeramente inclinado, el resulta-
do es una‘elipse. Siel plano es paralelo al costado del cono, se produce
una parabola. Si el plano corta ambas extensiones del cono, produce una
hipérbola.

Hipérbola

"~/ Parabola

\ 7

~() Usa calculadora
/ Para explorar

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 5

T
( Glosario ; T

Parabola: corresponde a la gréfi-
ca de una funcién cuadrética.

Se dice que una parabola es
concava (o también concava hacia
arriba) si se abre hacia arribay
que es convexa (o también con-
cava hacia abajo) cuando se abre
hacia abajo.

El vértice de una parabola es el
punto donde la parabola cruzassu

eje de simetria.

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones

Actividades de proceso

1.

Las siguientes construcciones presentan formas parabélicas.

¢Qué caracteristicas posee cada una de estas parabolas?

a. Realiza un bosquejo de la parabola presente en ambas
situaciones.

/ N
= J
4 N
. J

b. Determina si cada parabola es concava o convexa.
A: B:

c. Encada caso, traza el eje de simetria de la parabola y marca el
punto de interseccidn entre el eje de simetria y la pardbola. Dicho
punto se conoce como vértice de la parabola.

d. Luego, determina si el vértice de la parabola es un punto minimo
0 maximo seguln su posicion.

En A el vértice es un punto y

en B es un punto



En resumen

» Se dice que una funcién es cuadratica cuando se puede escribir de la forma:
flx)=ax?+bx+c,conabcc Rya=0

Se puede distinguir el término cuadratico ax?, el término lineal bx y el término

independiente c.

* | a grafica en el plano cartesiano de una funciéon cuadratica es una parabola,

curva simétrica que se observa en la figura. Una parabola se dice cdncava hacia

arriba si la curva se abre hacia arriba y concava hacia abajo si se abre hacia

abajo.

* Toda parabola posee un punto maximo o minimo llamado vértice, por donde

pasa el eje de simetria de la pardbola. Este punto serd maximo cuando la para-

bola es concava hacia abajo y minimo cuando es concava hacia arriba.

Céncava
hacia arriba

Farabola
Vertice

Punto maximo de la parabola

Vértice

Punto minimo de la parabola

€oneava
hagia abajo

* Los puntos en que la grafica de una funcion cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢
intersecan el eje X se asocian a las soluciones de la ecuacion cuadratica
ax?+bx+c=0,ysecumple que:

Si la parabola inter-
seca en dos puntos el
eje X, la ecuacion tiene
dos soluciones en los
ndmeros reales.

Si la parabola interse-
ca en un solo punto el
eje’X, la ecuacion tiene
una solucién en los
ndmeros reales.

YA

Si la parébola no inter-
seca el eje X, la ecua-
cion no tiene solucion
en los nimeros reales.

YA
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Leccion 5

Actividades de prdctica

1. Completa la siguiente tabla, indicando si cada expresion es una funcion cuadratica.
Si es asi, determina sus coeficientes a, by c.

Coeficientes

Funcion ¢Es cuadratica?
a b c
flx) = 5x2
glx) =x2-2

hix)=-2x3+2x+4

glx) = (x+1)(x-9)

rix) = %lex -5)

tx) = (2x+ 1)2- 4x2-1

2. En las siguientes funciones cuadraticas, para cada valor de x, ;cual es el punto corres-
pondiente en su grafica?

a. flx) =-5x?+6, conx=0elpunto es
b. glx)= %xz+x+ T conx=-2el puntoes

c. rix)=-8x?-3x+1 conx=+elpuntoes

1
2

d. plx)= x2-x+2conx=0,6 el punto es

e s(x]=-2x?-12x+9 con x =4 el punto es

—h

. plx)=3x?+2x+ 1 conx=-3el punto es

3. Franciscay Mateo discuten sobre la funcion f(x)= x?+ 5x. Mateo afirma que la funcion
no es cuadratica pues no esta presente el término independiente. Francisca, por otra
parte, afirma que es una funcidn cuadratica y que posee un término independiente.
¢Quién tiene la razén?, ;por qué?

4. Elvértice de la parabola de una funcion cuadratica se encuentra en el segundo cua-
drante de un plano cartesiano. Si el vértice es un punto maximo, jla parabola interse-
cara el eje X? Si es asi, jen cuantos puntos lo intersecara?

128 | Unidad 2 » Algebra y funciones



5. Observa cada graficay determina la concavidad de cada unay si sus vértices son
maximos o minimos. Calcula, ademas, las soluciones de las ecuaciones cuadraticas
cuando el valor de la funcion es igual a cero.

a. flx) = x?

¢Qué aprendi hoy?

Se desea medir la altura méxima y la distancia maxima de un chorro de agua que
es lanzado con una manguera. Para realizar las mediciones de distancia y altura se
trazo en la pared un plano cartesiano graduado en metros.

a.

e.

Concavidad:

Vértice: D

Lglx) = —x?+2x+3

Concavidad:

Vértice: D

Y

A

(=4
J

~

w

N

[EN

A

2
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~

®

A

<y

_

Observa la trayectoria del chorro de agua. ;Se
la puede relacionar con una funcién cuadratica?
Comenta con un.companero o compafera.

. .Cdmo se puede describir la trayectoria del

chorrode agua en términos de la concavidad y
el vértice?

Observa el punto de la salida del agua de la
manguera y el punto de su llegada al suelo.
(A qué puntos corresponden en la gréafica de
una funcién cuadratica? Explica.

. ¢Cudl es la distancia maxima alcanzada por el

chorro de agua?

¢Cual es la altura maxima alcanzada por el chorro de agua?

—

N

N

Y 4

/.
/

2

1

0

1

\

‘ f. ;Qué punto de la parabola representa la altura maxima del chorro de agua?

Cuaderno
D pagina 57
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Leccion 5

Tema 2: ;Como se interpretan los parametros de la grafica?

v/ iQué aprenderé?
Arelacionar la forma generaly
la forma candnica de una funcién
cuadraticay graficarla usando
diversas estrategias.

v/ iPara qué?
Al graficar funciones cuadraticas
es posible conocer de forma de-
tallada la pardbolay sus princi-
pales puntos.

Unidad 2  Algebra y funciones

@®® Actividad en pareja

Consideren las funciones f(x) = x?+ 4x + 3y g(x) = [x + 2)2 - 1.
iSon iguales o distintas estas funciones?, jcomo pueden
determinarlo? Comenten.

Cada uno de ustedes escoja una e
de las funciones y determine algin -() Usda calculadora
punto que pertenezca a la gréfica / Pdra explorar

de la funcion, reemplazando un
valor cualquiera en su expresion algebraica. Escojan seis
valores distintos y completen la tabla.

X f(x) glx)

| Segun los valores de la tabla, ;las funciones f(x] y g(x] son
iguales o distintas? Justifiquen su respuesta.

\. Segun su representacion algebraica, jlas funciones f(x]) y g(x)
son iguales o distintas?, ;por qué?

Observando la expresion algebraica, jcual de ellas les pare-
ce mas facil de graficar?, jpor qué?

Grafiquen cada funcidn en un plano cartesiano. ;Se pueden
reconocer los valores de los coeficientes en cada caso con
los puntos de la grafica? Expliquen.

C baic el taller? Individualmente Grupalmente
iComo trabajeé el taller? () Q €/> Q
;Como trabajo mi com- Individualmente Grupalmente

paiiero(a) el taller? /> Q /) Q
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Actividades de proceso

1.

Ya que la parabola tiene ciertas caracteristicas graficas, es posible esbozar su grafica
a partir de algunos puntos principales que se pueden calcular a partir de los coeficien-
tes de la funcion. Por ejemplo, para graficar f(x) = 2x? - 8x + 6, podemos buscar los
puntos de interseccion con los ejes, y el vértice.

a. ;En qué punto la funcion interseca el eje Y?

Para calcular el punto de interseccién con el gje Y, se reemplaza en la funcion el
valor asociado de x.

Entonces, f(0) =2:02-8-0+ 6= [j
Luego, el puntoes (0, )

b. ;En qué punto la funcidén interseca el eje X?

Para calcular el o los puntos de interseccion con el
eje X, se iguala la funcion a ceroy se resuelve la ecuacion correspondiente.

Entonces de la ecuacidon 2x2-8x+ 6 = 0 se obtienen las soluciones X, =

yx2=D. Luego, los puntos son | ,0)y , Q).

c. iEn qué punto se encuentra el vértice de la funcién flx).= ax? + bx + ¢?

El vértice se puede obtener a partir de sus coeficientes a, by ¢c como

el punto <—%, —%).

Los coeficientes de flx) = 2x?-8x+ésona = b= yc= .y se

b _ _b%-4ac _
Luego, el vértice es el punto S

d. Ubica todos los puntos calculados en 8-+
el siguiente grafico. Luego, Unelos a

mano alzada para obtener la gréfica o1
de la funcion. yal
21
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Leccion 5

—
( Glosario ; TN

Forma candnica: se dice de la ex-

presion algebraica de una funcion

cuadratica cuando se escribe de la
forma f(x) = alx - h)2 + k.

Asi, se puede deducir directamen-

te que el vértice de la parabola se
encuentra en el punto [h,u

;Qué dificultades en-
contraste?, jcémo lo
superaste?

Unidad 2  Algebra y funciones

2. Otraforma de determinar el vértice de la parabola consiste en
escribir la funcion en su forma candnica y luego reconocer en su
expresion algebraica los valores de las coordenadas del vértice.
Por ejemplo, determina el vértice de la parabola de
f(x) =3x2+30x + 71, escribiéndola en su forma canénica:

sia= 0, se factorizan los términos que
_2y? :
fix) = 3x? + 10x) + 71 involucran x por el valor de a.

se completa el cuadradede
flx) =3 [(X2 + 10x + B) - B] + 71 binomioy se restid 12 ons:

tante sumada.

2

flx) =3 (X 4 > _ + 71 sefactorizaelleuadradede
binomio.

flx) = 3(x + 5)7- B +71  seeliminan los\paréntesis.

fix)=3(x+5)2-4 se stimanles valores constantes.

Luego, la funcidn escrita en forma candnica es f(x) = 3(x + 5)2 - 4.
De esta expresion, se concluye que el vértice de la parabola se
ubica en el punto (-5, =4]).

3. Determina la expresion algebraica de la funcidn cuadratica cuyo
vértice esta en (2, -5) y cuya grafica contiene al punto (3, -9).
Describe su grafica.

Se representa la funcion en su forma candnica

flx)=alx-h)?+ k f[x]=ax—[{ }]2—{ }

Se reemplazan los valores del vértice (2, -5)

Se reemplaza el punto (3, -9) porque pertenece a la grafica de f{x), por hipdtesis.

O-st-zoss e |

y, en su forma

Entonces, la funcidn es f(x] =‘
general,

flx) = \

Por hipdtesis, el vértice se encuentra en (2, -5) y su concavidad es

(porque a = ).

Ademas, como la primera coordenada del vértice es 2, el eje de sime-

tria corresponde a la recta S



En resumen

. ., L . Céncava hacia Vértice

Al graflca_r una funmon_ c_uadrahca, se debe consi- arriba a > 0 (maximo)
derar el signo del coeficiente a para determinar la :
concavidad de la parabola. i i
Sia > 0, es concava hacia arriba, y su vértice es un i !
punto minimo. Si a < 0, es cdncava hacia abajo y su i i
vértice es un punto maximo. i i

:
Se puede esbozar la grafica de una funcién cuadrati- Vértice Concava hacia
ca flx) = ax2 + bx + ¢ de dos formas: (minimo) abajoa <0

e Utilizando una tabla de valores, en la que para algunos valores de x, se calculen
los valores de y. Luego, los puntos ubicados en el plano cartesiano se unen a
mano alzada de los puntos para esbozar la grafica de la funcion.

Y
X y=ax’+bx+c 5
X, yo=a-(x])?+b-(x])+c 4
X, y,=a-x)2+b(x,)+c
X, y,=a-x)2+b-(x])+c
X, y,=a-(x)?+b-(x)+c 1

IR LD P R VR E

X, y,=a-(x)2+b-(x])+c A

-2

e Ubicando los principales puntos de la grafica, que luego se unen a mano alzada.

Interseccion con el eje Y: se ubica en‘el punto (0, ¢], donde ¢ corresponde al
término independiente de la
funcion.

Interseccion con el eje X: se ubi-

Interseccion eje Y
can en los puntos (x,:0] y:lx;, 0),

donde x, y x, son soluciones de la

ecuacion ax?+bx +c¢'= 0.

Existen dos, uno o ningln punto
de interseccion, dependiendo de
las/soluciones en los nimeros

reales de la ecuacién. Interseccion eje X

Vértice de la parabola: es el
punto maximo o minimo de la

parabola. Sus coordenadas estan

-b -b%+ 4ac>
dadas por (2&' ia :

2
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Leccion 5

Actividades de prdctica

1. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica cuando
consideres que la afirmacion es falsa.

a. — Sia>0, lagraficade la funcidn cuadratica es concava hacia arribay su
vértice es un punto maximo.

b. — Silagrafica de la funcion cuadratica interseca el eje X en dos puntos, en-
tonces ninguno de esos puntos puede ser el vértice de la parabola.

c. _ lagréficade unafuncién cuadratica siempre interseca el eje Y en'un solo
punto.

d. _ Lagréficade una funcidn cuadratica con coeficiente @ < 0.y cuyo vértice se

encuentre en el punto (0, 3) no intersecara el eje X.

2. Determina la concavidad de las siguientes funciones cuadraticas

a. flx)=4x?-bx+3 Concavidad:
b. glx) = -x(x + 3] Concavidad:

(1o a\_ (1, S
c. hix) = (4x 3) (2x + 2) Concavidad:
d. plx) :—%x[—0,4x+2x]+3x—3 Concavidad:

3. Calcula los puntos principales de cada funcidny traza un bosquejo de sus graficas.

a. flx)=-2x2+3

Interseccion con eje Y: Q interseccion con eje X: y
Vértice: @

b. glx) =3x?-24x+ 16

Interseccion con eje Y: , interseccion con eje X: y .
Vértice: :

5 -4-3-2-10/ 1 2 3 4 5X
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4. Grafica en tu cuaderno las siguientes funciones cuadraticas usando tablas de valores.

a. flx)=-x2+7
b. glx)=x?+2x-2

5. Escribe las siguientes funciones cuadraticas en forma candnica. Luego, determina su
vértice y su eje de simetria.

a. flx)=4x2+5 c. flx)=2x2-3x - 14 e. flx) =x2+5x+6
b. flx) =9 - 4x? d. flx)=x2-7x-10 f. flx)=7-4(x-5)?

6. Sielvértice de la grafica se encuentra en el punto (32, 3), jcudl es el valor de k en la
funcion flx) = x2 + 8kx + 16 k? + 37

7. Tamara analiza una funcién cuadratica y le comenta a Sebastian: la grafica de esta
funcion es una parabola cuyo vértice es el punto (1, 2) y que también pasa por el
punto (1, -1).

a. iEstas de acuerdo con Tamara?, jes esto posible? Explicalo geométricamente.
b. ;Puedes explicarlo de manera algebraica?, ;c6mo?

8. Justifica, en cada caso, por qué no existe una funcion cuadratica cuya grafica contenga
los puntos dados.

a. (1L1y0,2) c. [4,5):5, 5)y.16, 5)
b. (3,4, 4,3y (3, 6) d. (<2,7),(8,5)y 18, 7)

¢Qué aprendi hoy?
(Qué aprendihoy? ) —

n Determina la representacidn algebraica de la siguiente grafica.

o2 0 1 2 3 X
a Respecto de la parabola de la funcidn f(x) = =[x + 4)2 - 4, jcudl o cudles de las
siguientes afirmaciones son verdaderas? Justifica.

a. Tiene concavidad positiva.
b. ~ IntersecaelejeYen el punto (0, -20).
€. Suvértice esta en el punto (4, 4).

d. _ Elpunto (4, 0] pertenece a la parabola.
. . , Cuaderno
e. _ Suejedesimetriaeslarectax=4. pagina 59
L _J
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Leccion 5

Tema 3: ;Como cambia la grafica segun cada parametro?

v/ ¢Qué aprenderé?
A observar los cambios en la
grafica de una funcién cuadratica
alvariar sus parametros.

W/ ¢Para qué?

Comprender la relacion entre los
parametros de una funcién cua-
draticay las caracteristicas de la
grafica, en particular, su posicién
en el plano cartesiano.

/I[ldividualmente
« ¢Como trabajé \ ) O
el taller? - Supalment(e>
Individualmente

¢Como trabajo /) Q

mi compane- Grupalmente

ro(a) el taller? | () O

Unidad 2  Algebra y funciones

Observen las graficas de las siguientes funciones g(x] y h(x].
Luego, respondan.

iSon cuadraticas las funciones anteriores?, jpor qué?

(En qué se pareceny en qué se diferencian ambas
funciones?

Representen en cada grafico la funcion f(x) = x2.

iComopueden.describir la diferencia entre la grafica de
f(x) = x? y las gréficas originales en cada caso? Expliquen.

Completen las siguientes tablas con algunos valores para x.

X flx) glx) X flx) hix)

¢Qué pueden observar al comparar los valores en las
tablas?

.Cudl es la representacion algebraica de g(x) y h(x)?

La grafica de color verde representa, por definicion, los pun-
tos tales que y = h(x).

JPor qué el punto (1, 1) no pertenece a la gréfica?
Expliquen.

iSe cumple que y > h(x)? Justifiquen.

Considerando lo anterior, jcudles son todos los puntos en
el plano cartesiano que corresponden a y > h(x)? Funda-
menten su respuesta.



Actividades de proceso

1.

Analiza las parabolas de f(x) = ax? para distintos valores de a y contesta.

a. iVario la forma de la parébola para los distintos
valores de a?

b. ;Entre qué parabolas se ubicaria la correspondiente
a hlx) = 1,5x??, jy la correspondiente a g(x) = -0,8x??

y=x? y = 2x?
\VYE
NN
y = 0,5x7 1
:—3—2— 2 )7
y =+0,5x? t
1
3
MLy LY
y=-2x? y ex?

. ;La parabola de p(x] = 2[x - 1)2 + 1 tiene la misma forma que alguna de las represen-
tadas?, ;se ubica en la misma posicion? Justifica.

Analiza las parabolas considerando que todas tienen la misma forma pero distinta

posicion. Luego, responde.

y=hix) y = plx)

e
\

w 5
T~
—

\

+

flx]

A -
I

g(x)

2 -1 0| 1 7

1

<y

\ 4

a. Siflx) = x? ;cudl es laforma candnica de g(x], h(x) y p(x)?

Como todas las parabolas tienen la misma forma, basta con analizar su vértice. Asi:

e glx) = (x-2)% ya que su vértice es V(2, 0).
e hix) = x%+ 2, ya que su vértice es V(0, 2).

o plx)=(x-2)?+2, yaque su vértice es V(2, 2).

b. Si'se considera que las parabolas de g(x], h(x] y p(x) son una traslacién de la pardbo-
la de f(x], jcudl es el vector de cada traslacién en cada caso?

g[x]%(V J h[x]%(w

J p[x]e(?
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Leccion 5

3. Determina el o los puntos que son solucion de la inecuacion y < %Xz ~3x+2

PRS0 @

PRS0 @

PRS0 €

PRS0 O

>

Identifica la funcion cuadratica asociada.

La funcién cuadrética es f(x) =

Representa la grafica de f(x]) y ubica tres puntos en distintos sectores: en la para-
bola, al interior de ellay en el exterior.

iCuéles son los puntos que se marca-
ron en el plano cartesiano?

A =

Verifica para qué punto se satisface‘la inecuacion.
Reemplaza uno de los puntos en‘la inecuacion y analiza si se cumple o no.

Por ejemplo, para el punto (4, 0], se reemplaza:
0<TW)2-3-4+3 0<8-12+3 0<-3
" A
Y se concluye que ladesigualdad es falsa.
Punto A: Punto B: Punto C:

Marca el sector que corresponde a la solucidn.

El punto cuyos valores hicieron verdadera la desigualdad pertenece a la soluciony
permite identificar el sector. ;Cudl es este punto?

;Hay alguna otra manera
de que lo puedas hacer?
Explica.
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En resumen

En toda funcion f(x) = ax? + bx + c:

*si0<a< 1, sedice que la gréfica de f(x) se dilata
respecto de la gréfica de la funcion glx) = x2.

* sia> 1, sedice que la gréafica de f(x] se contrae res-
pecto de la gréfica de la funcién gl(x).

Para cualquier valor de k, la gréfica de f(x) = x? + k esta
desplazada verticalmente k unidades hacia arriba
respecto de la grafica de g(x) = x?, si k > 0; o bien, | k|
unidades hacia abajo, si k < 0.

2
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Para cualquier valor de h, la grafica de la funcion

f(x) = (x - h)? es una parébola, desplazada horizontal-
mente | h| unidades hacia la‘izquierda respecto de la
grafica de glx] = x, si h < 0; o bien, h unidades hacia la
derecha, si h > 0.

Se pueden combinar los desplazamientos verticales y
horizontales de mado que f(x) = (x - h)? + k es un des-
plazamiento vertical'en | k| unidades y uno horizontal en
|h| unidades. En este caso, el vértice se sitda en (h, k).

La solucién.de una inecuacidn cuadraticay > ax?+ bx + ¢

o0y <ax’+bx+csepuede representar en el plano cartesiano
identificando a cual de los semiplanos (que divide la parédbola)
corresponde.

Para reconocerlo, se escoge un punto del plano cartesiano (que
no pertenezca a la grafica de la funcion cuadratica asociada

flx) = ax? + bx + ] y se reemplaza en la inecuacion original. Si la
satisface, el sector del plano que contiene a dicho punto es la so-
lucidn. Sino la satisface, es el semiplano que lo complementa.

A
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Actividades de prdctica

1. Los coeficientes a, r, ny m de las siguientes funciones pertenecen a R. Observa el gra-
fico, estima los valores para los coeficientes y ordénalos de forma creciente.

[T
ZEEE
T

-6 =F \ -4 /—:

w
\

N

A

N
I
—_
I
— O
N
c
~
—l
[
o~
bad

flx) = ax?+ 40x + 78
glx) = nx?

h(x)=rx?-32x-32
plx) = mx?+ 16x-18

2. Las siguientes graficas corresponden a traslaciones de la funcidn f(x) = 4x2. Escribe
cada una de ellas en su formacandnica.

NEENE
JO |k
RN
VRN RN

- -5 =4\ =3 -2 -1\0 1 y. K 4 5 6 X
1 rix)

\/

flx) = 4x? hix) = qlx) =

ghd = plx) = r(x) =
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3. En parejas, marquen el conjunto de puntos en el plano que son soluciones de las si-
guientes inecuaciones.

a. y>x?+4x+3 b. y<-2x*+8x-4
y A y A

N W B G
N W B g

53240 1 2 3 4 5X "5 3240 1 3 5 4 5%
-1 - e
-2 wil g
-3 -3 N
-4 -4 + N | N
54 5= JF
v Yo Qo

c. ;Qué conjuntos de puntos se incluyen a las soluciones encontradas silas inecuacio-
nes fuerany > x? + 4x + 3y y < -2x% + 8x - 4 respectivamente? Expliquen.

4. Sofia compara las funciones f(x) = 8x?y g(x) = -8x?, concluyendo que las ramas de la
parabola de f(x] estdn mas cerca del eje Y que las de g(x], pues su coeficiente en el
término cuadratico es mayor. ;Como le fundamentarias a Sofia que sus conclusiones
son erroneas?

5. Se aplica una traslacion T a la funcion f(x] = 9 (x - 2)2 + 3, de la que se obtiene la fun-
cion glx) = 9(x-1)2-1. Luego, se traslada esta funcion aplicando el vector de trasla-
cion T,(-2, 2), y se obtiene la funcién h(x).

a. ;Qué coordenadas tiene el vector de b. ;Cudl es la representacion algebrai-
traslacion 1.7 ca de la funcién h(x)?

Nl wl

¢Que aprendi hoy? W

Determina una funcién cuadratica de la forma f(x) = ax?que pase por el punto (6, 18).

a. jLa gréfica de f(x) es mas abierta 0 mas cerrada que la de g(x] = x*?
b. ;Su concavidad es positiva o negativa?

c. Sise traslada esta funcién aplicando el vector de traslacion T,(-2, 2], se obtiene la
funcion hix). jCual es la funcién h(x)?

d. Traza la gréfica de h(x) y determina la solucién de la inecuacién hlx) < 0. Cuaderno
D pagina &3
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Leccion 5

Tema 4: ; En qué situaciones se aplican las funciones cuadraticas?

/ iQué aprenderé? m --------------------------------------------

A modelary resolver situaciones

utilizando funciones cuadraticas. La senora Laura desea ven-

der empanadas y necesita
:f Para qué? determinar cual debe ser el

Para resolver problemas de otro precio de venta para obte-

contexto modelando situaciones ner las mayores ganancias.

en las que se utilice la funcion El precio debe ser tal que

cuadratica. permita cubrir los costos
de producciony el trabajo
realizado.

n Si se ha calculado que la ganancia obtenida esta dada por
la funcion G(p) = - %pz +350p - 100000, donde p el precio en

que se vende cada empanada (en pesos).

a. ;De cuanto sera la ganancia sivendiera cada una a $ 10007

il

b. ;Qué ocurrird con la'ganancia si las vendiera a $4007?
Expliquen.

c. ;Qué ocurrird si las vendiera a un precio menor?
Justifiquen.

B Al observar la expresion algebraica de la funcion G(p), jes
Ayuda / posible decidir si la funcidn tiene un valor maximo o minimo?,
¢a qué punto de la grafica se asocia este valor?

El resultado de todo problema

matematico con un contexto de- a. En el contexto del problema, jcdmo se interpreta dicho
terminado debe ser interpretado valor?

3justandose a dicho contexjg. b. Entonces, ja cuanto debe vender cada em-

Sean cantidades o mediciones, -

todo resultado numérico de-este panada la senora Laura para que su ganan-

. : | AX| ?
tipo debe tener alguna unidad cla seéa maxima:

de medida asociada o'alguna
descripcion que seapertinente a c. ;Cudl seria esa ganancia?
la solucidon del problema.

O

C baié el taller? Individualmente Grupalmente
;Cémo trabajé el taller? N
¢Como trabajo mi com- Individualmente Grupalmente

pafiero(a) el taller? Q ) O Q /> Q
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Actividades de proceso

Antonio analiza los precios y la cantidad de pro-
ductos vendidos para fijar el precio de venta de
sus artesanias. El ha observado que, de acuerdo
a la demanda, la cantidad de productos vendi-
dos disminuye al aumentar su precio de venta,
segun la funcion x(v) = -0,25v + 600, donde x
corresponde a la cantidad de artesanias y v al
precio de venta. Como corresponde, el ingreso
total /, obtenido en la venta respecto de la can-
tidad de productos vendidos x, esta dado por la
funcion I(x) = vx. ;A qué precio debe vender Antonio cada uno de sus productos para tener
el maximo de ingresos con la venta?

a. Expresa el ingreso total en funcién del precio de venta v. (_ 6losaxio )ﬁ

Demanda: disposicion de los con-
sumidores para pagar, pudiendo
La cantidad x esta dada por x(v) = -0,25v + 600 hacerlo, el precio de un producto.
En economia, la ley de la deman-
da establece que el precio de

Elingreso total de la venta esta dado por la funcién /(x) = vx

Al remplazar se obtiene que el ingreso total / en funciéon del pre-

cio de venta v corresponde a: venta de un bien es inversamente
) = v ] proporcional a su demanda. Es
decir, si se aumenta el precio de
Resolviendo algebraicamente se obtiene la funcidén cuadrética: venta de un producto, menos can-

tidad de gente lo comprara.
Ilv) =

b. Calcula el vértice de la parabola de la funcion I{v) e interprétalo.

Elvértice corresponde alpunto_ de la parabola. Al calcularlo se obtiene
la coordenada:

Esta coordenada indica é/} \\> Esta coordenada indica
El producto se debevendera$  para obtener uningreso maximo
de $
En resumen

La funcién cuadratica y = ax?+ bx + ¢ como modelo matematico permite representar
fenomenos naturales, como la altura de un cuerpo respecto del tiempo al lanzarlo
verticalmente, o bien, en caida libre, asi como problemas de optimizacion, cuyo obje-
tivo es encontrar el valor de la variable independiente x para que la variable depen-
diente y sea maxima o minima, como el precio de venta de un producto para obtener
una ganancia maxima.

Se debe considerar que los valores que pueden tomar ambas variables estan deter-

minados y restringidos por las caracteristicas que describen. Por ejemplo, si una de

las variables es el tiempo, esta magnitud no puede tener valores negativos. Asi, en la
grafica se debe contemplar solo los valores permitidos en cada variable.
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Isaac Newton

(1643-1727)
Fisico, filésofo, alquimista,
inventor, te6logo y matematico
inglés. Autor de los Principia,
donde describe la ley de la
gravitacién universal, esta-
bleci6 ademas las bases de la
mecéanica clédsica mediante las
leyes que llevan su nombre.
También destacan sus trabajos
sobre la naturaleza de la luzy
la 6pticay el desarrollo del cal-
culo integraly diferencial, que
utilizé para formular sus leyes
de la fisica. Ademas, desarrollo
el teorema del binomioy las
formulas de Newton-Cotes.

Newton fue el primero en
aplicar las mismas leyes na-
turales a los fendmenos en la
Tierra que a los observados en
el movimiento de los cuerpos
celestes.

A menudo, es calificado como
el cientifico mas grande de
todos los tiempos y su obra es
considerada como la culmina-
cion de la revolucién cientifica.

Unidad 2  Algebra y funciones

Actividades de prdctica

1.

Si Antonio ha calculado que el costo para fabricar cada uno de sus
productos es de $500 mas un costo fijo de $40000, de manera que
el costo total C respecto de la cantidad de artesanias x esta dado
por la funcién C(x) = 500x + 40000, entonces su ganancia G corres-
ponde a la diferencia entre el ingreso total y el costo total, es decir
G=1-C. ;A qué precio debe vender Antonio cada uno de sus pro-
ductos para que su ganancia sea maxima?

a. Determina elingreso total /y el costo C en funcién del precio de
venta v.

b. Calcula la funcién de ganancia G(v) = /(v) - Clv) a partirde las
funciones calculadas.

c. iCudles el vértice de la parabola de la funcion G{v]?, jcémo se
interpreta en este contexto?

d. ;Por qué crees que el precio de venta del producto obtenido en
ambas situaciones es distinto? Explica.

Ciencias naturales. Se lanza verticalmente hacia arriba un objeto A
desde el suelo, con una rapidez inicial de 15 m/s. Al mismo tiem-
po, se deja caer otro objeto'B (conrapidez inicial 0 m/s) desde una
altura de 30 m.

La altura y de los objetos en cada instante t esta dada por
ylt)=y, +v,t- %gtz, donde y, corresponde a la altura inicial, v, a la
rapidez inicial del objeto y g a la aceleracion de gravedad terrestre,

que se puede aproximar a 10 m/s?.

a. iCual esla funcidn que representa la altura de los objetos Ay B
respectodel tiempo?

b. tEn qué instante el objeto A alcanza la altura méaxima?, ja qué
altura corresponde?

c. ;En qué instante los objetos Ay B llegan al suelo?

d. Enun mismo plano cartesiano, grafica las funciones y, (t) e y, (t).
A partir de estas gréficas, determina en qué instante ambos obje-
tos alcanzan la misma alturay a qué altura corresponde. Explica
qué procedimiento utilizaste para encontrarla.

El ancho de un rectangulo tiene una medida de x cm, mientras que
el largo tiene una medida de 10 - x cm. Si el area del rectangulo
corresponde al producto entre su ancho y su largo, entonces:

a. ¢Qué funcion representaria al area A del rectangulo respecto de
su ancho x?

b. ;Qué medida debe tener el ancho del rectdngulo para que su area
sea maxima?, jcuanto medira su area maxima?

c. ;Cuéanto deberd medir el largo del rectangulo?

d. Observando las medidas de largo y ancho obtenidas, ;qué ocurre
con el rectangulo al tener el maximo de area posible? Explica.
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4. Maria José decide vender volantines durante septiembre. El
costo total C en funcidn de la cantidad de volantines x es de
C(x) = 60x + 7000. En el precio de venta v que se va a fijar por cada
volantin influye en la cantidad de volantines que se estima que se
venderan segun la funcion x(v) = -0,6v + 500. Ademas, el ingreso
total / en funcion de la cantidad de volantines vendidos esta dado
por I(x) = vx y la ganancia G percibida por Maria José esta dada
porG=1/-C.

a. ;Cudl es la funcion correspondiente al ingreso total / y el costo
total C respecto del precio de venta v?

b. SiMaria José quiere obtener el maximo de ingresos, ja qué pre-
cio debe vender cada volantin?, ;cual seria el ingreso maximo de
Maria José?

c. ;Qué funcion corresponde a la ganancia G respecto del precio de
venta v?

d. ;A qué precio debe vender Maria José para que su ganancia sea
maxima?, jcual es esa ganancia maxima?

5. Ladistancia recorrida por una moto que viaja en linea recta se‘pue-
de modelar con x(t) = 8t + 3t?, donde x(t) estd expresada en-metros
y t, en segundos.

a. ;Qué distancia ha recorrido al cabo de 4 segundos?

b. ;Cuanto tiempo ha transcurrido cuando el motorista recorre una
distancia de 380 m desde su partida?

6. Florencia, una clavadista, se prepara para'su
salto sobre una plataforma a 10 m sobre la
superficie del agua. La altura de la clavadista
mientras cae al agua, en metros, esta dada
por la expresion h(t) = -5t% + %t+ 10, donde t
es el tiempo, en segundos, después del salto.
iCuanto tiempo tarda Florencia en alcanzar

una distancia de 1 m sobre el nivel del agua?

¢Qué aprendishoy? W

La altura de un avion que vuela entre dos ciudades se puede modelar con la funcion
h(t) = 800t - 30¢t? donde h es la altura en metros y t es el tiempo en minutos transcu-
rridos unavez que despega el avion.

Paolo Bona / Shutterstock.com

a..;Cuanto dura el viaje?

b. ;En qué instante alcanza la altura maxima?

c. ;A qué altura comienza su descenso?
Cuaderno
3, pagina 66
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Evaluacion de proceso

n Indica cuales de las siguientes parabolas pueden ser graficas de una funcion cuadra-
tica. Justifica las que no lo sean. Y para las que si son cuadraticas, describe su conca-

vidad y si el vértice es punto minimo o maximo.

a.

| L —

|
|
/
/

b.

~

—

[

\

B Determina si cada funcion es cuadratica o no. Si lo fuera, indica sus coeficientes a, by

cy graficalas utilizando una tabla de valores.

a.
b.

C.

e.

f.

flx) = 4x + 5x2 -2

gl(x) = - [(3x + x?) - [x? + 5)]

h(x)=3(x2+2) - x2(3 +x)

. plx) =x? (% —3)

Q[X] =<X + %)2
e (e r-3)

a Para cada una de las siguientes funciones cuadraticas, escribe la ecuacién cuadratica
correspondiente y determina su solucidn a partir de la grafica.

a. flx)= x2+2x-3

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones
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c. h[x]=%x2—x+3
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d. m(x)=x2-6x+9

\
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Determina la concavidad de la grafica de cada funcion e indica si sus vértices son
puntos maximos o minimos.

a. flx)=-x2+3 d. p[x]:(x+%)(%— )
b. hlx) = 4x + 5+ 3x . q[x]=—%[x+4]2—2
¢. glx) = ~(10x - x2) it =-|-3(1-x) -]

B Determina los puntos de interseccion con los ejes coordenados y el vértice de la
grafica de cada funcidon. Luego, realiza un bosquejo de cada grafica a partir de estos

puntos.

a. hix)=x?+6x+8 d. p[x]=—%x2+2x
b. flx)=-5x?+5 e. qlx)=(x+4)2-9
c. glx)=3x2+6x+3 f.orix)=-2(x-3)?+2

u Observa las graficas de las siguientes funciones cuadraticas, determina los valores
de los coeficientes cuadraticos k, m, n, ty u, y ordénalos en forma decreciente.

o flx)=kx? \ \ /Yé\“ / /

o g(x)=mx?-8x-158
7 f(x) plx)

16, . 26
/

(&3]

° — 2_ 10 £0
h(x) =nx EX+

plx) =tlx+2)2+2

1A
I\

| —
=
S

>
b

o rix)=ulx-4)2+3 5
AN
\g
 leds [l 3 D2 10 2 3]4l5 6 X

n
0 A
2 3[4
n
|

R 1
| )
|

En el siguiente plano cartesiano se observan las graficas de las funciones f'(x), g'(x)
y h’(x), que han sido trasladadas de f(x], g(x) y h(x], respectivamente. Escribe las fun-
ciones f'(x), g'lx) y h’(x) en su forma candnica.

/

o f(x]=x?
* gl Flx v
e ~hlx] = %XZ \ \ g x]/

a. f'lx)

{ /
b. g'[x]:{ J BERNEREBZERL
|

/
/
B 'S

N

c. h'(x)
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B Ciencias naturales.Al patear un balén, la trayectoria que este sigue en el aire esta

dada por la funcién f(x) = - %xz +2x, donde x corresponde a la distancia horizontal,
medida en metros, e y = f(x) corresponde a la distancia vertical, también medida en

metros.
a. ;Qué forma tiene la trayectoria seguida por el balén en el aire?, ;por qué?

b. ;Qué altura ha alcanzado el balén si ha recorrido horizontalmente una distancia de
3 metros?

c. ;Cudlesla maxima altura que podré alcanzar el balén?, ;cuanto recorre horizontal-
mente para alcanzarla?

d. ;Cudl es la distancia horizontal que ha recorrido el baléon desde que fue pateado
hasta que llego al suelo?

e. Grafica la funcion que representa la trayectoria de la pelota a partir de tus respues-
tas en las preguntas anteriores.

En la imagen de una copa se puede reconocer una forma pa-
rabdlica. La copa se usa en la posicion A, mientras.que, cuan-
do se la lava y se la deja secar, toma la posicion B. Si la forma
de la copa esta determinada por una funcidn cuadratica:

a. ;Qué posicién tendra la copa si el coeficiente cuadratico de
la funcion es un numero positivo?, ;y sies negativo?

b. ;Cémo son sus vértices en cada uno'de los casos?

c. Sisequisiera aumentar el volumen de la copa para que
pueda contener mas liquido, jqué deberia ocurrir con el -
coeficiente cuadratico de la funcidn cuadratica asociada?

Se ha aplicado una traslaciénen el plano cartesiano a la funcion f(x) segin un vector
T, (1,1), y se obtuvo la funcidon glx) = %[x +3)2+ 1. Luego, se aplico el vector de trasla-
cion T, dos veces, en forma sucesiva, y se obtuvo la funcién h(x) = %[x -1)2+3.

a. iCudlesla funcion f(x)?

b. ;Cuales elvalor del vector de traslacion T,?

c.iSerfa correcto afirmar que f(x) y h(x] tienen gréficas idénticas?, ;por qué?

Se planea dividir una plaza en dos sectores de modo que el limite queda trazado por
la grafica de la funcidn f(x) = 3x2 - 42x + 148, como se observa en la imagen.

a. Gonzalo indica que, en el sector de la pla- ~ Y(m) 4 fx) = 3x? — 42x + 148
za cuyos puntos cumplen con la inecua-
ciony < 3x2 - 42x + 148, se planea cons-
truir asientos y juegos infantiles.

A qué sector corresponde?

Sector 1
Sector 2

- N W &~ o1 O~

b. ;Cual es la condicién que describe el otro
sector? Explica.

c. Enelpunto (8, 2), se instalard un poste de Oy 123456789 X(m
luz. ;A qué sector corresponde?

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones




m Elingreso total I{v) que se obtiene por la venta de lapices de tinta esta dado por la

funcion Ilv) = - %vz +200v, donde v es el precio de venta de cada lapiz (pesos).

a. ;Cudl debe ser el precio de venta de cada lapiz para que el ingreso total sea

maximo”?

b. ;A cuanto equivale este ingreso?

m La posicion de un ciclista que viaja por una ciclovia rectilinea esta dada por la

1

funcion d(t) = gtz, donde d corresponde a la distancia, medida en metros, que ha reco-

rrido el ciclista en cada instante t, medido en segundos.

a. Bosqueja la grafica que representa la distancia recorrida por el ciclista respecto

del tiempo.

b. Observando la gréafica que realizaste, ;cuanto demora el ciclista en recorrer

12 metros? ;Como lo calcularias a partir de la funcion d(t)?

Ciencias naturales. Cuando un objeto se lanza verticalmente hacia arriba, sualtura
y, en metros, que alcanza en cada instante £, en segundos, se puede modelar por la

funcion y(t) =y, +v,t - lgtz, donde y, es la altura inicial del objeto, v, su rapidez inicial

2

y g la aceleracion de gravedad terrestre, cuyo valor aproximado es de 10 m/s?. Si des-

de una altura de 15 m se lanza verticalmente hacia arriba un-objeto con una rapidez

inicial de 10 m/s:

a. ;Cuales la funcion que representa la altura del objeto respecto del tiempo?

b. ;En qué instante el objeto alcanza la altura maxima?, ja qué altura corresponde?

c. ;En qué instante el objeto llega al suelo?

(XA (N Evalla tu trabajo marcando el nivel de desempenio.

Indicador
@ Reconoci lafuncién cuadrética, escrita en su forma general o
candnica.

. Grafiqué una funcién cuadratica y analicé las variaciones que se
producen al modificar los pardmetros.

. Discuti las condiciones que debe cumplir la funcion cuadratica
para que su grafica interseque el gje X.

@ Modelé situaciones o fenémenos asociados a funciones
cuadraticas.

©©® |
000

OO0
OO0
O 0O

@ Usé modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fendmenos de
la cienciay la realidad.

. Ajusté modelos, eligiendo los parametros adecuados para que se
L acerquen mas a la realidad.

OXOR®

000
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Funcion inversa

Exploro

¢ Has utilizado el término “inverso” en otras situaciones de la matematica?, ;en cualesy
para qué se aplican?

Entonces, para una funcion, ;cual podria ser su funcién inversa?

§.T>

Aprenderé a: Necesito recordar...
Comprender la inversa de una funcién: = Relaciones lineales en dos
= utilizando la metafora de una maquina. VEIEllLES e L oine

ax + by =c.

= representandola por medio de tablas y'graficos. - Eevadiones linealiesy

= utilizando la reflexion de la grafica de'la cEdticas

funcién. . . .
= Funciones lineales, afinesy

Determinar la funcion inversa de funciones e tees

lineales, afines y cuadraticas.

¢Qué debo saber?

1. Resuelve las siguientes ecuaciones, primero para la incognita x y luego paray.

a. bx+3y=4 X = y=
b. Bx+yl+4=2x+y X = y=

2, 4yXY - _
c. 3+4y— 5 +3 X = y=
d. y+5=x2+10 X= y=

150 | Unidad 2 * Algebra y funciones
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2. Las personas pueden percibir una figura aunque esta no esté ex-
plicitamente demarcada, tal como lo establece la psicologia de la
percepcion. En la imagen, se puede ver un conjunto de segmentos
de rectas, que en su conjunto sugieren un cuadrado.

a. Elige 4 de los segmentos de la figuray escribe, para cada seg-
mento, la ecuacidn de la recta a la que pertenece. Escribelas de la
formaax+ by =c.

b. ;Qué caracteristicas tienen en comun las ecuaciones escritas?, jen
qué se diferencian?

c. Paraque el cuadrado sea mas evidente se podrian trazar mas seg-
mentos entre los que ya estan. ;Se puede inferir cémo serian sus
ecuaciones a partir de las ecuaciones anteriores?, ;cémo?

d. ;Unsegmento de recta cuya ecuacién esx +y = 0 podria pertene-
cer al cuadrado?, ;por qué?

e. ;Qué importancia tiene el coeficiente c en la ecuacion de los seg-
mentos que conforman el cuadrado?, ;puede ser cualquier valor?
Fundamenta.

Me evaluo Evalla tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

@ Reconocie interpreté relaciones lineales en dos variables de la
forma ax + by = c. Q Q O

@ Resolvi ecuaciones lineales y cuadraticas. Q Q Q

‘ Escribi la relacién entre las variables de un grafico dado; de la
forma ax + by =c.

@ Describi relaciones y situaciones matematicas usando lenguaje
matematico, esquemas y graficos. O Q Q y
Cuaderno
000
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Leccion 6

Tema 1: ; Cuando una funcion tiene funcion inversa?

Yi (,QUé qprenderé? @@ Actividad en pareja

A comprender el concepto de w

funcion inversa a través de

tablas, estableciendo la relacién En la imagen se observa un termémetro exterior, que incluye las
entre una funcioény su funcion escalas de temperatura Celsius y Fahrenheit.
inversa.

W/ ¢Para qué?

Para distinguir entre dos fun-
ciones que sean inversas una
de la otra e interpretarlas como
tales en problemas de distintos

contextos.
n ¢Qué temperatura marca el termémetro?
a Observando el termémetro, completen la siguiente tabla que
relaciona los grados Celsius y Farhenheit.
" Grados°c | 40 0 15
Grados °F 0 40 90
B La funcién que relaciona las dos escalas esta dada por la
expresion f(x) = %x+ 32, donde x es la temperatura en
grados Celsius y f(x], la temperatura en grados Fahrenheit.
a. ;Cudl es la temperatura, en grados Fahren-
heit, cuando hay 25 °C?
f Individualment
n men . . - ; o
d‘”/”a\ eCeD b. ¢A cuantos grados Celsuis equivale 72 °F?,
;C6mo trabajé W, icomo lo calcularon?
el taller? Grupalmente c. iEs posible determinar una funcién similar g(xJ, pero que
( ermita calcular los grados Celsuis si se conoce la tempe-
(O D lcular los grados Cel L D
: ratura en grados Fahrenheit?, ;por qué?
Individualmente
¢Cémo trabajo Q ) O d. ;Cudl es la representacion algebraica de g(x)?
mi compaie- ' . .,
rola) el taller? Grupilrn{ente e. Cémo podrian describir la relacién entre f(x) y g(x)?
Q W, Q Expliquen.
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Actividades de proceso

1.

El siguiente esquema representa el funcionamiento de una maquina
de Carnot. Esta es una maquina térmica ideal de maxima eficiencia,
que funciona entre dos fuentes de calor: una a mayor temperatura
(en rojo] y otra a menor temperatura (en azul).

Funcion

Inversa

Funcion
principal

x
[ES
®

El calor se transfiere de x a y.
En el proceso, parte de la
energia se transforma en
movimiento, funcionando

como un motor.

3 Joules se
transforman en
energia mecanica.

3 Joules se aplican
para extraer calor.

Al aplicar energia mecanica
a la maquina, se extrae calor
de y para depositarse en x,
funcionando como
un frigorifico.

a. Observando el esquema, ;cémo pueden expresarse matematica-
mente ambas funciones de la maquina? Completa.

Funcién principal Funcioninversa

flx)=x-3 f‘1[x]=S
flx) ' (x)
X y X y
4 1 1 4
5 2
6 3
7 4
8 5

b. ;Como se relacionan las tablas de valores de ambas funciones?

Nicolas Léonard Sadi Carnot
(1796-1832)

Ingenieroy fisicofrancés cuyo
trabajo influyd en el estudio de
la termodindmica. Aunque se
trata de un dispositivo ideal [no
real), una méaquina de Carnot
es un ejemplo de una maquina
térmica. Fue propuesta en 1824.

Y
Glosario

Maquina térmica: maquina cuyo
funcionamiento se basa en la
utilizacién de la energia en forma
de calor.

Funcion inversa: de una funcidn
flx) se denota como ' (x].

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 6

2. Analiza cada situacion. Luego, describe su proceso inverso.

Maquina Funcion Funcion inversa
Automovil Avanza 15 km
Escaner Aumenta al doble

Aire acondicionado | Baja la temperaturaen 15 °C

Cajero automatico Realiza un giro de $50000

Ascensor Baja la cabina por 12 m

3. En elsiguiente diagrama sagital se representa la funcién gl(x). Se muestran los ele-
mentos del conjunto de partida o dominio y los elementos del conjunto de llegada o
codominio.

Conjunto de llegada
(codominio)

Conjunto de partida
(dominio)

a. ;Coémo se puede representar en un diagrama sagital la funcién inversa g-' (x)?
Completa.

6 > 1
Conjunto de partida Conjunto de llegada
(dominio) (codominio)

N M)

El dominio [dom f) de una funcién f(x) corresponde a todos los elementos que pertenecen al
conjunto de partida.

El codominio de una funcidn f(x] corresponde a todos los elementos que pertenecen al conjun-
to de llegada. que toma la variable dependiente y, los resultados obtenidos al evaluar f(x

El recorrido (rec f) de una funcidn f(x) corresponde a todos los elementos del conjunto de lle-
gada que son imagenes de los elementos del dominio.

_J

Unidad 2  Algebra y funciones




b. Observando los diagramas, ;como se relacionan el dominio y el
recorrido de ambas funciones?

El dominio y el recorrido de glx) corresponden a:

Dom g(x) ={1, 2, 3, 4, 5} Rec g(x] =

El dominio y el recorrido de g~' (x) corresponden a:

Dom g~'(x) 4 J Recg'lx) =1{1, 2, 3, 4, 5}
ini ' Katherine Coleman Goble Johnson
Eld d lente al d
o.m|r.1|o e glx) .es equivalente a . ? su 19139
funcién inversa, mientras que el recorrido de g(x) es equivalente Fisica, cientifica espacial y
al de su funcién inversa. Es decir: matematica estadounidense.

Trabajo en los programas

espaciales de la NASA. Des-
Dom g(x) :{ J y Rec glx] :{ tacada por su precision en
la navegacion astronémica,
calculé la trayectoria para los
vuelos a la Luna del Apolo 11

en 1969 y del Apolo 13 en 1970.

En resumen Una vez que esta Ultima misién
fue abortada, implement¢ los
procedimientos y las cartas de

Si f(x) es una funcidn tal que a cada elemento de un conjunto A

le asigna un elemento de un conjunto By glx) es una funcién que navegacion que ayudaron a que
realiza el proceso contrario, es decir, que a cada elemento del la tripulacién regresara a salvo
conjunto B le asigna su elemento de origen del conjunto A, es de- a la Tierra cuatro dias después.
cir, se conservan los pares de elementos relacionados, entonces Recibi¢ de Barack Obama la

se dice que f(x) es la funcién inversa de g(x) y se puede designar Medalla Presidencial de la
como f'(x). Libertad en 2015.

Dada una funcidn fx), su funcién inversa £'(x) existe cuando se
cumple que a cada elemento del recorrido le corresponde una
Unica preimagen y también que su recorrido coincide con el

codominio. ( Glosario ;

Cuando una funcidn f(x) esta representada en una tabla de Imagen: de un nimero por flx) es
valores, entonces es peosible determinar su funcién inversa f'(x) el numero obtenido al valorizar
utilizando, también, unatabla de valores. la funcién. Sif[5) =12, 12 es la
Por ejemplo: imagen de 5.
Preimagen: de un nimero por flx]
Funcion f(x) Funcion f'(x) es el valor del dominio con el que
3 x) X () se obtiene QL ndmero. Si f{10) = 7,
10 es la preimagen de 7.
a d d a
b e e b
c f f c

De las tablas, se puede observar que se cumple que
Dom f(x) = Rec f'(x) y también Rec f(x) = Dom f'(x].

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 6

Acti

vidades de prdctica

1. Observa las descripciones en lenguaje natural de algunas funciones y determina la

correspondiente descripcidn para la funcidn inversa de cada una.
Descripcion de f Descripcion de
Aumenta en 10 unidades cada nimero. Disminuye en 10 unidades cada nimero.

Disminuye en 5 unidades cada nimero.

Cuadriplica cada numero.

Aumenta al triple cada niumero.

Eleva al cuadrado cada nimero positivo.

Aumenta en dos unidades cada nimero
reducido a la mitad.

Eleva al cuadrado el doble de cada nidmero
positivo.

Aplica la raiz cuadrada a cada nimero positi-
vo aumentado en 3 unidades.

2. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica.

a.

b.

3.4L

a
b

C

__Sif[7) =3, entonces siempre se cumple que f'(-7) = -3.
~ Silapreimagende 2 es 4 respecto de f', entonces f(2) = 4.

__ Elpuntolt,5) pertenece a la gréfica de f(x). Luego, el punto (5, 1) pertene-
ce a la gréafica de f'(x].

_ SiyeDoml(f), entonces y € Domlf).

Si hlx) es la funcion inversa de glx) y g(x] es la funcion inversa de f(x],
entonces h(x) = f(x].

as siguientes tablas corresponden a valores de dos funciones f(x] y g(x).

[ =~ 0 -1 1 -2 2 -3 3
flx) 1 -1 3 -3 5 -5 7
X 0 -1 1 -2 2 -3 3
1 3 1
glx) 5 -1 0 -3 : -2 1

. En un mismo plano cartesiano, bosqueja las gréficas de las funciones f(x] y g(x].
. A partir de cada gréfica, define algebraicamente las funciones f(x) y g(x).

. Respecto de las funciones f(x] y g(x], ;es posible que glx) sea la funcién inversa de
f(x)? Justifica.

156 | Unidad 2 » Algebra y funciones



4. Las funciones f(x], glx) y h(x) estan representadas en los siguientes diagramas sagita-
les. Determina en cada caso si la funcion tiene funcion inversa. Justifica.

/g[?]\} C.
7

VRN " 0N
. Y7
|| " i

5. Siglx) es la funcidon inversa de f(x) y f(x) es la funcion inversa de h(x], ;qué relacion
tienen las funciones g(x) y h(x)? Completa los diagramas sagitales para corroborar tu
respuesta.

L N L N LGNY
U0 oL

6. Lasiguiente tabla representa la energia potencial gravitatoria U que experimenta un
cuerpo de 2 kg de masa, segun la altura h en la que se encuentre respecto de la su-
perficie terrestre.

U
h (metros) U (Joules)
0 0
1 20
2 40
3 60
4 80

a. ;Como se interpretaria la funcidn inversa de la funcién presentada?
b. ;A cuédnto equivale h(40) si U(2) = 407, ;como se interpreta este resultado?

c. Construye una tabla de valores para la funcién inversa h(U).

¢Que aprendi hoy? 1

La cantidad vendida de un producto se conoce como demanda del producto. La de-
manda se puede modelar por la funcién D(x) = 2é6x + 300, donde x es el precio.

a. Encuentra la funcion D'(x).
b. Determina D-'(600).
J c. Explica qué representa la funcién inversa de la demanda, es decir, D-'(x].

Cuaderno
pagina 71
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Leccion 6

v/ iQué aprenderé?

A establecer la relacion entre la
grafica de una funciény la de su
funcidén inversa.

W/ iPara qué?

Para aplicar la relacion entre
las graficas de una funcidny su
funcién inversa en la solucién de
problemas de otras asignaturas.

Ay ~

Para aplicar la reflexion de

un punto A respecto de una
recta L (simetria axial), traza un
segmento, perpendicular a la
recta L, desde el punto A hasta
la recta Ly mide su distancia.
Luego, traza un segmento de
igual longitud y con la misma
direccién para determinar el
punto simétrico A’

A

Individualmente

;C6mo trabajé O O

el taller? Grupalmente
-
OO0
Individualmente
¢Como trabajé / ) Q
mi compafie- '

Grupalmente

rofa) el taller? | /) O

Unidad 2  Algebra y funciones

Tema 2: ;Como se relacionan la grafica de una funcion y la de su inversa?

@@ Actividad en pareja

Observen la grafica de una funcion f(x] con algunos de sus puntos
destacados.

v # /.
‘4 \ 4

Completen la tabla con los valores de f(x).

X y = flx)
-1 0,5

Tracen en el plano cartesiano la recta y = x. Luego, apliquen
una reflexion a los puntos destacados de la funcion f(x) con
respecto a la recta y = x que trazaron. Unan a mano alzada

los puntos obtenidos y rotulen esta curva como g(x).

Completen la tabla con los valores de g(x].

X y =glx)
0,5 -1

A partir de las tablas, ;qué pueden concluir de ambas
funciones?



Actividades de proceso
Representa graficamente la funcién y su funcion inversa.

f{-2,-1,0,1,2, 3l - BCR,con flx) =-0,5x

La funcion se puede representar en la tabla:

Ayuda /
\_\,/ j

Para indicar el conjunto de
partida y de llegada en que una

funcién f(x) esté definida, se
X 9 1 0 1 2 3 utiliza la notacién flx): A — B,en
donde A representa el conjunto
fx) ! 0.5 0 0.5 - 10 de partida o dominio'y B repre-
. . ., senta el conjunto de Wlegada o
Luego, se grafica f(x) y se aplica la reflexion con respecto a la recta codominio.
y=x
Y “ y=. f,1[X] Y “ y= X
2 2
: y =|flx) ﬂ
° e
T3 2 49 8 2 383X A T Sy 23X
1 ~Te
° "o
2 2
3 3
4 v

1. Traza la grafica de las siguientes funciones en un mismo grafico y determina si cada

una es la funcion inversa de la otra.

flx) = 4x - 3,g(x) =%

x+d

a. Primero determina los valores de cadafuncion y completa las tablas.

X

-2

=] 0 1 2 3
flx)
X -2 -1 0 1 2 3

94 4

b. Para cada funcion, ubica todos los puntos y traza la gréfica.

Y“

2

9

2
Z

1

A

N

c. ;Qué puedes concluir?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 6

2. Cuando la gréfica de una funcidn es una linea, sea recta o curva, el proceso es similar.

1° Traza larecta y = x.

I

Y A | //'

flx) /'/

l ﬁ\\;xx

N

RN

2° Aplica la reflexién de -:\\T‘Z I ] X 3%aUne los puntos
. (R
algunos puntos deila R N > simétricos a mano
funcién respecto de AN S ) lzada
la rectay = x. . /./ x) '
v
a / AY
h(x) 3

A
4

3 2 40 1 2 3X
1
2
2
\ 4
b. by /
glx)

A

Al

c. ;Cémo son graficamente una funcidon y su funcién inversa?
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3. Enla siguiente gréfica se presenta la funcién f(x] y se indican las coordenadas de

algunos de sus puntos. A partir de esto, ;como se relacionan las coordenadas de los

puntos de esta funcion y las de los puntos de su funcién inversa? Completa.

Y

4

[

N
”

B~

w

>
>

A

o

<y

<
<%

a. Al graficar f'(x], se obtienen los siguientes puntos:

dientes de su funcion inversa son de la forma {

En resumen

Graficamente las curvas que repre-
sentan una funcidn f{x}y'su funcién
inversa f"(x)son.simétricas respecto
de la recta de ecuacion y = x.

En términos de sus coordenadas, se
intercambian sus valores. Es decir, si
los puntos de f(x] son (a, b), entonces
los de su funcién inversa ' (x) seran
(b, a).

b. Al comparar los puntos de f(x) y de f' (x], se puede concluir que si las coordenadas
de los puntos de una funcién son de la forma (a, b), entonces los puntos correspon-

|

YA
5 y=x
flx /

4

3

2

1 -

' Flx]
-5 -4 -2 -1.0 3 4 5X

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 6

Actividades de prdctica

1. Observa la grafica de cada funcién y determina graficamente su funcién inversa.

a. A _
f[X] YI y=Xx /,,
f4%
)
1
Th 32 1.0 2 3 4 X
) \
\/
b. Y A y=x
4
3
f(x)
s
) 1,0' 3 A XV
i ;!
2
\ /

C.

Y 4

A

/
Py

y=x"

w

N

A

RN

—

b)

N

L

YA

~

flx

|

w

N

N

A

-4

\
B~ C

\ 4

2. Observa las graficas en cada caso y determina si la funcion g(x) es una funcién inversa
de la funcion f(x]). Justifica.

a.

Y A

\

yi
fin

f(x)

2
9

N

N

A

—4

I

—

N

~

Unidad 2 ¢ Algebra y funciones

f(x)

~

N

A

-4 -

N

N

w

glx)

B~




@@®® Actividad grupal

3. Ciencias naturales. En el grafico se muestra el comporta- FIN) 4 \
miento de la fuerza gravitacional (F) respecto de la distan- ;
cia (d) entre dos cuerpos de cierta masa cada uno. Analicen \
la grafica y respondan. 6
a. ;Qué ocurre con la fuerza de gravedad a medida que au- 5 \
menta o disminuye la distancia entre los cuerpos? 4
b. ;De qué forma la fuerza gravitacional aumenta o 3 \
disminuye? \
c. La gréfica representa la funcién F(d). Si se quisiera deter- 2
minar la funcién inversa d(F), ;como interpretarian esta 1
funcién? W
0
d. ;Qué creen que deberia ocurrir con las variables Fy d, T .2 3

presentes en los ejes coordenados del plano, para grafi-
car su funcion inversa?

e. Bosquejen la grafica de la funcion inversa d(F) en el siguiente gréfico. Muestren
también las variables Fy d, indicando su lugar en los ejes coordenados.

Y A
7

6

4 5 6 7 dim)

¢Qué aprendi hoy?

Determinasi en cada grafico se representa una funcién f(x) y su inversa f'(x). En el
caso de que no lo sean, traza la grafica de f'(x).

a. YA b. YA /f[x]
3 3
fx)
2 2 f—l[xl
T
1 1
< » < / »
-4 -3 -2 4 . 3 4 X -4 -3 -2 - y Y. 3 4 X
2 /2
2 2

Cuaderno
) pagina 74
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Leccion 6

Tema 3: ;Como es la funcion inversa de funciones lineales y afines?

v/ iQué aprenderé?
A determinar de forma grafica
y analitica la funcién inversa de
una funcidn lineal y una funcién
afin.

W/ ¢Para qué?
Para resolver problemas que

involucren funciones lineales y/o
afines y sus funciones inversas.

Y

Aunque tanto la funcion lineal
como la funcién afin se repre-
sentan graficamente como
rectas en el plano, se diferencian
en que la funcion lineal f(x) = ax
pasa por el origen del plano car-
tesiano, mientras que la funcién
afin f(x) = ax + b no pasa por el
origen del plano e interseca el
eje Y en el punto (0, b).

\ 7

~(@) Usa calculadora
/ Para explorar

Individualmente

¢Como trabajé () Q

el taller? Grupalmente

QOO

Individualmente

¢Como trabajo () Q

mi comparne- Grupalmente

(a) el taller?
rotaj et tatler () Q

164 | Unidad 2 » Algebra y funciones

@@ Actividad en pareja

Observen el siguiente grafico, en el que se representan las
funciones f(x]) y g(x).

R

Observando la gréfica, gpodrian decidir si f(x] y g(x) son
funciones inversas o no? Comenten su estrategia para
asegurarlo:

Completen algunos valores para f(x] y g(x] en las siguien-
tes tablasy luego determinen la representacion algebraica
de‘cada una.

X flx) X glx)

flx) = ‘ glx) = ‘

Observando la representacion algebraica de las funciones,
.se puede afirmar que f(x) y g(x) son funciones inversas?,
ipor qué?

.Como se puede determinar la funcién g(x), de forma alge-
braica, a partir de la funcién f(x)? Expliquen.



Actividades de proceso

1.

a. Funcién lineal: flx)=-3x

A
flx) = +3x

w <
>

A

b b Lal

b. Funcién afin: g(x) = %x -1

/ g(x) = Zx+1

En resumen

En general, para‘la funcién lineal
f(x) = ax, su funcién inversa es otra

funcion lineals

)/

YA / y=x-

A

|
>y

|
D N

/f[x] = ax

Determina algebraicamente la funcion inversa de cada funcion.

y=-3x  —> Escribelafuncién como ecuacion
X =-3y —> Intercambia las variables

y= _%x —> Despejalavariable y

Expresa la funcion inversa ' (x) = —%x

Comprueba el resultado graficando en el plano la
funcion obtenida.

} —  Escribe |a funcién como
ecuacion

J ——>/ Intercambia las variables

N

? —> Despejalavariable y

L

Expresa la funcién inversa g-'(x] = S

Comprueba el resultado graficando en el plano la
funcién obtenida.

En general, para la funcidn afin
glx) = ax + b, su funcién inversa es la
funcion afin.

gixl=ax+b

|
|
S\
W N _:% T N W -S
w
>y
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Leccion 6

Actividades de prdctica

1. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica.

a.

Siuna funcion lineal o afin es creciente, entonces su funcion inversa sera
decreciente.

Si la pendiente de una funcion lineal es 4, entonces la pendiente de su

funcion inversa sera l.

4

El punto de interseccién con el eje Y de una funcidn afin es el mismo para
su funcién inversa.

La funcién flx) = 5x + 10 y la funcién glx) = %x + 2 son funciones inversas.

Una funcidn lineal siempre se intersecara con su funcién inversa en el
origen del plano cartesiano.

2. Determina la funcidn inversa de las siguientes funciones. Luego, comprueba tu resul-
tado trazando las graficas de ambas funciones en un mismo grafico.

a. flx) ="7x

b. glx] = %x

c. hix)=-0,75x
d. plx) =4x+2
e. glx] =%x -7

f.orlx)=-45x-2

9

3. Apartir de las funciones y sus funciones inversas, determina el valor de py q en cada

caso.
a. f[x]=§x — fx)= %X p= q=
b. g[x]=%x — g‘1[X]=gX p= q=

_1 Ty = 5 _ _
(X h[x]—2X+p — h [x]—qx—2 p= q=

_P ) 23y 4 3 _ _
d.rix=5x+q —  rllx=Jx+; p= q=

Unidad 2  Algebra y funciones




4. Como la luz viaja de forma rectilinea, un rayo
de luz puede ser representado por una recta.
Asi, la luz proveniente de sol puede ser re-
presentada por un conjunto de rectas para-
lelas que inciden en la superficie terrestre.
En laimagen, se observan tres rayos de luz
que llegan desde el sol a una pared, repre-
sentadas en el plano por las funciones f(x],
g(x)y h(x).

hix)

iéézléx['m]

a. Escribe las funciones que representan los rayos de lu

il

b. Silas funciones inversas de f(x], g(x] y h(x) también representanrayos de luz, jestos
incidiran en el suelo o en la pared?

c. Determina las funciones inversas de f(x], glx) y h(x) y trdzalas en la imagen.

d. ;A qué distancia del suelo (o altura de la pared)incidiréd'cada uno de los rayos repre-
sentados por las funciones inversas? Explica.

5. Ciencias naturales. Kelvin, Celsius y Fahrenheit son las escalas que se usan para
medir la temperatura. Para obtener la temperatura en grados Celsius (C) a partir de la
temperatura en Kelvin (K], se establece la funcion C(K) = K - 273.

a. iCon qué funcién se puede obtener la temperatura en Kelvin a partir de la tempera-
tura medida en grados Celsius?

b. ;Con qué funcién se puede obtener la temperatura en grados Fahrenheit a partir de
la temperatura en medida en grados Celsius?

c. Silatemperatura corporal del ser humano es de 37°C, ja qué temperatura equival-
dria en la escala Kelvin?, jy en la Fahrenheit?

d. Un dia:la temperatura ambiental es de 86°F. jA qué temperatura equivale en la es-
cala Kelvin?, ;qué procedimiento utilizaste para calcularlo?

¢Qué aprendi hoy?

Determina la funcidn inversa de las siguientes funciones.
a. flx) =
b. g[x] —x 3

LSaRR0LL0

| [ (i de las funci x]v g (x] : (i Cuaderno
c. Traza las gréficas de las funciones g(x) y g7 [x) en un mismo gréfico. ) paging 76
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Leccion 6

t— Tema 4: ;Cual es la funcidn inversa de la funcion cuadratica?

v/ ¢Qué aprenderé?

A determinar de forma grafica
y analitica la funcion inversa de
una funcidn cuadratica.

W/ ¢Para qué?

Para resolver problemas que
involucren funciones cuadraticas
y su funcion inversa.

Unidad 2  Algebra y funciones

@@®® Actividad grupal

Mientras mas largas sean
las cadenas o las cuerdas
de un columpio, mayor

es su periodo, esto es, el
tiempo que dura su vaivén.

En fisica, un columpio
corresponde a un péndu-
lo simple. La funcion que
describe la relacion entre
el largo del péndulo [ (en
metros) y el periodo T (en segundos]) es:

-9 (-
in =24

Donde g corresponde a la aceleracion de gravedad terrestre.

Calculen el coeficiente a de la funcion cuadratica y expresen
la funcion a partir de este valor.

g
l[T]=SUsagz10m/szywz3

Analicen cuales valores [y cuales no) podria tomar el largo (
y el periodo T del péndulo y grafiquen la funcion ((T). A partir
de esta grafica, tracen el bosquejo de su funcién inversa T(l).

L Silafuncion l(T) representa la longitud que debe tener el
péndulo segun el periodo de oscilacidon que presenta, ;como
se interpreta la funcién inversa T(()?

¢Pueden determinar la funcion inversa T(l) de forma alge-
braica?, ;como lo harian?

C baié el taller? Individualmente Grupalmente

:Como trabajeé el taller? N -
000 00O

iComo trabajo mi com- Individualmente  Grupalmente

pafiero(a) el taller? /> O , ) Q
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Actividades de proceso

1.

Determina algebraicamente la funcién inversa de una funcidn cuadratica.

a. flx): R; — R, tal que f(x] = x?

Y A f[X] - xz/ y=
5 / ; y = x? —> Escribe la funcién como ecuacion
4 / X =y —> Intercambia las variables
3 / y=VvXx —> Despejalavariable y
2 ' . .
Exprésalo como funcién inversa: f'(x] = vx

1 2

/ Comprueba el resultado graficando en el plano
0 ¥ lafuncién obtenida.

1 2 3 4 5 6

b. glx): R; — R, tal que glx] = 4x?

Y4 flx) = 4x? y= J —> \Escribe la funcion
6 o coIMo ecuacion
5 J ' Intercambia las
/ variables
4
3 / J —> Despeja lavariable y
2 / Expresa la funcién inversa
1 / . g—1[X] -
0 . » Comprueba el resultado graficando en el plano
1 2 3 4 5 & X  [afuncién obtenida.
En resumen
La funcién.cuadratica f(x) = x%, cuyo dominio es Y 4 / y=
R, no tiene funciéniinversa ya que existen dos 6 flx) = x’

elementos del dominio que tienen la misma
imagen (por ejemplo: f(-1) = 1y f(1) = 1); luego,

no puede definirse la inversa porque para f'(1) 4
existen dos valores posibles y en ese caso, la )
inversa no es una funcion. 3 /
P , o //
Cuando se acota su dominio a los nimeros rea- 2 =
les positivos y el cero, se define como la funcién [ f(x) = vix

flx): R; — R;, tal que f(x) = x2.
De esta manera, su funcién inversa se puede 0
definir como la funcién f'(x): R; — R}, tal que

f'[x) =vx , la que se conoce como funcién raiz cuadrada.
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Leccion 6

Actividades de prdctica

1. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica.

a.

e.

La gréfica de la funcion f(x) = x? y la de su funcion inversa se intersecan
en el punto (1, 1).

Alaumentar el valor de a en la funcién f(x) = ax?, la gréfica de su funcién
inversa estard mas proxima al eje X.

Tanto la grafica de f(x] = x2 como la de su inversa f'(x) = VX se encuentran
en el primer cuadrante del plano cartesiano.

Si los puntos de una funcién raiz cuadrada son (a, b), entonces los puntos
de su funcion inversa son (b?, a?.

La funcién inversa de f(x) = 3x% es f'(x) = V3x.

2. Encuentra la funcidn inversa de cada una de las siguientes funciones.

a.

b.

flx) = 6 x?

glx) = Sy Las funciones presentesien estas
4 actividades se definen ¢on dominio

2 y codominio en el Genjunto de los niime-

hix) = <§x> ros reales positivos;ineluido el cero, es

5 decir, son funiciones f(x):R; — R
. plx)=0,16x?
. qlx) =V10x
rix) =5vx
. slx) =3V2x
. rix) =2 %x

3. Determina el yalor de k para que g(x) sea una funcién inversa de f(x).

. flx) =5x? glx) =Vkx k=

\ f[x]=%x2 glx)=V{k+1)x k =

_2.0 — L -
. f[x]—3x glx) =k 5X k =
- flx) = 25x2 glxl - Kvx k =
. flx) = 0,752 glel = V3x k =

170 | Unidad 2 » Algebra y funciones
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4. Analiza las siguientes funciones y determina, en cada caso, cual de
las funciones del grafico corresponde a su funcion inversa.

mix)

a. flx) =%x2 Y A
b. glx) = %XQ

c. hix)=2x?

o

. plx) =7x?

D

. glx) = %x2

5. Ladistancia recorrida por Natalia esta dada por la funcion
d(t) = 0,7t2, donde d es la distancia recorrida ([en metros) y t es el
tiempo transcurrido (en segundos). Si debe participar en la compe-
tencia de 100 metros planos:

a. Determina la funcion que permite conocer el tiempo que tarda
Natalia en recorrer cierta distancia.

b. Usando esta funcion, jcuanto tardard Natalia en recorrer la
cuarta parte de la competencia?, ;y en terminar la carrera?

6. Un camionero consulta el GPS instalado en su vehiculo, en el que
se informa que el tiempo estimado para llegar a su destino es de
40 minutos. La relacion entre el tiempo transcurrido (en horas) y
la distancia recorrida (en kildmetros) esta dada por la

-, L
funcion t(d) = 80d.
a. Eneste caso, jcudl es lafunciond(t)?, ;como se interpreta?

b. ;Cuanto ha recorride el camionero si ya ha transcurrido la mitad
del tiempo estimado?

c. ;A qué distancia se encuentra el lugar al que debe llegar el ca-
mionero si.demora exactamente el tiempo estimado en el GPS?

¢Qué aprendi hoy?

El drea A de un circulo respecto de su radio r esta dada por la
funcion Alr) = wr?. ;Cudl es la funcién que permitiria conocer el
radio r de un circulo respecto de su area?

Cuaderno
) pagina 78
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Evaluacion de proceso

n Encuentra el valor de las incognitas en las siguientes tablas de las funciones y sus
respectivas funciones inversas.

a. X y = flx) X y=Ff"(x)
a b 13 6
7 c 15 d
9 19 e f
10 g 21 h
b. X y=glx) x y=9"
4 a+1 2 4
5 2,5 2,5 b-3
10 2c-5 5 4d -6
o5 10 2041 20

B Determina si las siguientes funciones, representadas en los diagramas sagitales,
pueden tener una funcion inversa. De ser asi, realiza un diagrama sagital represen-
tando sus funciones inversas.

a. /f{;}\} b.
\ /
|
J \

B Determina si/las siguientes funciones son inversas una de la otra. Explica como lo

decidiste.
\ s
a. flx)=5x+ 2 (x) = 1x -2 @
N TN =X -() Usa calculadora
b hlx)=3x -1 tx) = 2x -1 Para explorar
\ 9 8
c. plx) = %xz qlx) = 2x?
d. m(x) =25x2 n[x]=l\/7

5
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inversas.

a.

a.

a.

b.

Analiza las funciones graficadas en el plano y traza la grafica de sus funciones

Y /

~

w

~

w

N

A

A

>y

Le——=——n

INEY

N

W

~

%
|
haa
’ ”
&
2
o
YA
4

y

f(x)

a Indica, a partir de las graficas, si las siguientes funciones son inversas una de la otra.
Justifica cuando no lo sean.

Y 4
4

w

N

w

N

’ glx]

A

RN

N

A

b}

>y

_

_

b)

N

N

N

[¢6]

[¢8]

YA
Ly

flx) =7x+3
glx) =%x
. h(x)=9x+1
. plx) =gx—%
. qlx)=7x?
r(x) =196 x?
. tx) =%x2
. rix) =Véx
s(x) =%m

\ 4

u Determina algebraicamente la funcién inversa de cada funcién. Restringe el dominio
cuando sea necesario.
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Determina el valor de k en cada caso para que la funcién g(x) sea una funcién inversa
de la funcidn f(x).

a. flx) = %x glx) = bkx k =
b. f[x]=%x+3 g[x]=§[x—3] k=
c. flx) =gx2 glx) =3k@ k=

a Analiza las gréficas presentadas y determina cuéal de ellas representa la funcion
inversa de la funcion.

Yé“lt[x] Vi ’
) } 4 d(x)
: mix) . I
) I u(x)

1 4

N

vix)

<
<%

a. flx) =8x
b. glx) = 2x

_ 1
c. hix) = 55"
d. plx) =V14x

e. qlx) = \/%

f. rlx]=y0,7x

n Silaenergia potencial elastica de cierto resorte N
Glosario

esta dada por la funciéon U(x) = 200x?, donde U es : _ o
la energia, medida en joule, y x el estiramiento Energia potencial elastica: de un

del resorte. medido en metros: resorte se define como la energia
' acumulada por un resorte cuando

a. Determina la funcion inversa x(U). ;Como se este es estirado o comprimido.
interpreta?

b. Sila energia potencial elastica del resorte es de 8 Joule, jcuanto se habra estirado?

m Carlos sale a trotar todas las mananas por un camino de 4000 metros de longitud.
Si trota con rapidez constante, la distancia recorrida d, en metros, esta dada por la
funcion d(t) = 2t, donde t corresponde al tiempo transcurrido, medido en segundos.

a. iCudles lafuncion inversa de d(t)?, ;como se interpreta?

b. ;Cuanto debe demorar Carlos en recorrer todo el camino?
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m Ciencias naturales. En la tabla se muestra la aceleracion de un cuerpo de 5 kg si se

le aplica cierta cantidad de fuerza. Si estos datos corresponden a la funciéon a(F),

donde a es la aceleracion experimentada por el cuerpo y F la fuerza que se le aplico:

a. Construye la tabla de la funcion

inversa Fla). ;Qué interpretacion recibe Fuerza (N) Aceleracién (m/s?)
esta funcion? 10 2

b. Sial30) = 6, jcuanto equivale F(6)? 20 4

c. SialF) = %F, ccudl es la funcion inversa 30 6
Fla)? 40 3

d. Comprueba que la funcién inversa deter- 50 10

minada algebraicamente es correcta a
partir de la tabla construida.

e. Sidicho cuerpo experimenta una aceleracion de 20 m/s2, jcuanta fuerza se le ha
aplicado?

Me evaluo Evalla tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador )

@ Elaboré tablas de valores de una funcién f(x) y de su inversa f' (x] . O Q O
@ Reconoci la funcién inversa de una funcién dada en diagramas Q Q O

sagitales y de forma algebraica.

@ Determiné las ecuaciones de las funciones inversas de funciones Q Q O
lineales y cuadréticas.

@ Resolvi problemas de la vida cotidiana y de otras ciencias, que Q Q O

involucren la funcidn inversa.

&) Representé y ejemplifiqué utilizando analogfas, metaforas y
situaciones familiares para resolver problemas. Q Q O

. Comprendiy valoré la perseveranciay el rigor, por un lado, y la

flexibilidad y la originalidad, por el otro, como aspectos fundamen- O O Q Cuaderno
\ tales en el desarrollo de tareas y trabajos. pagina 80

Reviso mis metas y estrategias L

n Considera las estrategias que escribiste en la pagina 79: jlas cumpliste?, ;por qué?

a ¢Has podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Matemdtica en accion

CAIDA LIBRE (" wawme )

Objeto macizo y pequefio (por
ejemplo, una goma de borrar).

GCGMU I_U HHGU? v/ Huincha de medir.

v/ Cronémetro.
Formen grupos de al menos 3 personas, ya que existen roles « Calculadora.
gue cumplir en la fase inicial de la actividad:

(Quienes tengan, pueden usar el
cronémetro y la calculadora de
- Otra persona debe medir el tiempo de caida del objeto. &elular].

- Otra debe anotar los datos obtenidos.

Determinen 6 alturas distintas desde las cuales dejaran caer el objeto y midan cada.una
con la huincha de medir. Por ejemplo, desde la propia altura de la persona; parado sobre
una silla o una mesa, desde los demas pisos del colegio.

Dejen caer el objeto desde cada altura y midan el tiempo que demora la caida. Para esto,
se debe iniciar el cronémetro en el momento en que se suelta el objeto y detenerlo cuan-
do el objeto llegue al suelo. Registren en la tabla los datos obtenidos.

- Una persona dejara caer el objeto desde distintas alturas.

Mantengan especial precauciéon al momento
de dejar caer el objeto. Escojan solamente
lugares . donde se resguarde su seguridad y la
de los demas y bajo la adecuada supervision
de su profesor o profesora.

Altura (m) Tiempo de caida (s)
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Altura (m)4

INSTRUCCIONES

n Representen los datos de la tabla en el siguiente
grafico. Observen que el tiempo se ubica en el

eje Xy la altura en el eje Y. Segun los valores que

hayan obtenido, escojan la escala mas conve-
niente para el eje Xy el eje Y. Luego, unan todos

los puntos a mano alzada.

a ¢Qué caracteristicas tiene la curva que han grafi-

cado? Expliquen.

]

B La ecuacion de la caida libre es h = %g - t?, donde h corresponde a

la altura desde que el cuerpo fue lanzado, t al tiempo que demord
en llegar al sueloy g a la aceleracion de gravedad, con g= 9,8 m/s?
Para cada una de las alturas utilizadas para dejar caer el objeto,
calculen los tiempos de caida segun la ecuacién y registrenlos.

Altura (m) Tiempo de caida (s)

u Comparen los valores para el tiempo de caida de ambas tablas.
¢Qué pueden concluir?

Tiem po (s)

Galileo Galilei

(1564 - 1642)
Astrénomo, fildsofo, ingeniero,
matematico y fisico italiano.
Como eminente hombre del

Renacimiento que fue, mostro
interés por diversas ciencias y
artes.

Sus logros incluyen la me-

jora del telescopio, una gran
variedad de observaciones
astronomicas, la primera ley
del movimientoy el apoyo a la
“revolucion de Copérnico”.

Su enfrentamiento con la Iglesia
Catélica, el que se recuerda
con la frase «Y sin embargo se
mueve», es una muestra del
conflicto entre religién y ciencia
en la sociedad occidental.

Cuaderno
pagina 82
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Mis aprendizajes

APRENDER

CONEMONOS

Apuntes graficos

Elementos basicos

CIRCULO CUADRADO TRIANGULO ~ LINEA  PUNTO
TODO 1O QUE QUIERAN DIBUJAR PUEDEN SER
CREADOS CON ESTOS 9 ELEMENTOS

@E@%

2 =

TAMBIEN ANADE

VINETAS
00> XK

DIVISORES

__V—\b/\/\/\

- OO0 —remre—

CONECTORES Y FLECHAS

N =
NO HAY REGLAS, LA INFORMACION PUEDE SEGUIR
DISTINTOS._CAMINOS
0 AL ALAR
N
L\ w2
e
INEAL K/ CAMINO
N & "¢
N }fé
RECTO MAPA MENTAL
)]
WA —
COMIC = ((% HACIA ABAJ0

DISCURSO BURBUJA
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Apuntes graficos con la parabola

)

ES UNA SECCION CONICA: LA INTERSFCCION
ENTRE UN CONO RECTO Y UN PUNTOS QUE SON EQUIDISTANTES A LA
PLANO CUYO ANGULO CON EL EJE DIRECTRIZ L, Y A UN PUNTO F EXTERIOR A

DE REVOLUCION DEL CONO SFA : FLLA, LLAMADO FOCO.
IGUAL AL DE LA GENERATRIL. -

.

ES EL LUGAR GEOMETRICO DE TODOS 10§

—~ -
~ L 76
EN UN'REFLECTOR ) e ENUNA-ANTENA PARABOLICA
PARABOLICO SE UBICA TODAS LAS SENALES RECIBIDAS 52
LA LUT PARA QUE SE L SE CONCENTRAN EN UN A4S
REFLEJE DESDE EL FOCO. \\ ) PUNTO.

EN CINEMATICA, LA PARABOLA ES UN MODELO
PARA EL LANTAMIENTO DE PROYECTIL.

AL TRATAR DE
ENCESTAR
T
N AL PATEAR UN 4
O PENAL
E\ Sﬁ Ahora es mi turno de dibujar

. - Cuaderno
Temas para practicar los apuntes graficos: > pagina 83
e Alguna noticia, una leyenda o un mito urbano. O~
e ;Como presentarias tu localidad o tu regién 0\) @ Cuando trabajé en equipo,
a alguien que no la conozca? ,lo hice en forma responsable
. . O\> y proactiva, respetando a mis
Muestro lo que aprendi usando apuntes graficos: compafieros?
* El concepto de algebra en general. 0\) @ Al enferentar la resolucién de
e Las lecciones de la unidad de Algebra. problemas, ;demostré interés,

- esfuerzo, perseverancia y rigor?
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CQUé qprendi? Evaluacion final

n La superficie de un bosque es de 10000 hectareas. Si cada mes se tala el 10% de ella,
icuanta superficie de bosque queda luego de cuatro meses?

B El cambio porcentual constante del precio de un producto se puede modelar como
P(t + 1) =1,05-P(t], donde t es el mes y P el precio.

a. ;Cudles elindice de variacion del precio?
b. Si P(0) = 1200, jcual sera el precio dentro de 5 meses?

B El grafico representa el publico asistente a un museo:

Publico mensual
que asiste al museo

Publico A -
12000

11000

10000

9000

8000

7000

6000

0 |
Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Mes

a. ;Cudles la ecuacion.de cambio porcentual asociada al grafico?

b. Bajo las mismas condiciones, jqué cantidad de publico se espera que asista en
octubre?

Si se deposita $ 1000000 pesos con un interés compuesto del 3% semestral, jcual es
el monto que se obtiene luego de 4 anos?

B Antonio y Laura depositaron cada uno $ 120000 en sus cuentas a una tasa de inte-
rés compuesto anual, durante 6 afos. Si Laura realizé el depésito con una tasa del
4% anual y Antonio lo realizé con una tasa del 8% anual:

a. jEs correcto que las ganancias de Antonio fueron el doble de las de Laura? Justifica
tu respuesta.

b. ;Cuanto dinero retiré cada uno al cabo de 6 anos?

B Manuel deposité $72000 con una tasa de interés anual del 7%, durante 5 afios.

a. ;Cuanto dinero obtuvo de ganancia?

b. Sihubiese realizado el deposito a un 14 % anual, jsu ganancia habria sido el doble?
Argumenta tu respuesta.

c. iCuanto mas habria ganado si hubiese realizado la inversidn con una tasa de inte-
rés del 21 %7
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Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:
a. x2-2x+2=0 c. x2-6x+11=0 e. x2+10x-23=0
b. x2-2x=0 d. x?+6x+3=0 f. 12x-39-x2=0

n Reduce los términos semejantes. Luego, resuelve las siguientes ecuaciones:
a. [x+4)2=8(x+4) C. 5x2+ 4x +3=4[x-3)

b. (x+2)(x+8)=10x d. 3(x-3)2=(x-9)?

n Usa el discriminante para determinar cuantas soluciones en los nimeros reales exis-
ten para cada ecuacion cuadratica y determina las soluciones.

a. bx2-2x+10=0 c. X2+ 11x+19=0

b. x2+2x-7=0 d. 4x2-5x+1=0

iCuales son los tres numeros naturales consecutivos tales que la suma de sus cua-
drados es 300027

, w— FPuedes utilizar la siguienteexpresion
La suma de los cuadrados de tres numeros para regoVeplaprégunta:

pares consecutivos es 596. ;Cual es el nu- s= (N)2+8 + (n+ 1)
mero par mayor de este trio?

m Ciencias naturales. Desde una terraza ubicada a 4 metros de altura, se lanza ver-
ticalmente hacia arriba una pelota de tenis tal que su alturaen funcion del tiempo
esalt) = -5t? + 18t + 4, donde a esta en metros y t en segundos. ;Cuantos segundos
demora la pelota en caer al suelo?

m Geometria. EL nimero total de diagonales que se pueden trazar en un poligono
depende de la cantidad n de lados del poligono, y se relacionan segun la expresion
2d = n% - 3n. ;De cuantos lados es un poligono en el que se pueden trazar 54 diagona-
les en total?

Analiza las siguientes graficas y decide siccorresponden a las funciones cuadraticas
indicadas. Si es asi, determina-graficamente cuales son las soluciones de la ecuacion
cuadratica asociada a la funcidn; esto es, la ecuacidn f(x) = 0.

a. b.
2__
’I__
S0 1 2 3 4 o5 6 X
A
o1
v
flx)=9x2+6 f[x]=%x2—2x+3
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¢Qué aprendi?

m Grafica las siguientes funciones cuadraticas a partir de sus puntos principales (inter-
seccion con los ejes y vértice de la parabola).

a. flx) =8x? - 16x

b. glx) =-3x?-18x - 24

C. h[X] :%X2+EX+E

2 4
m En cada grafico, traza la grafica de las funciones inversas para la funcion graficada.

da. Y A y= X

/.
4

2
9

fx) 2 P

[EN

A

N

B~

b. YA

glx y=x."
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Considerando que cada funcion esta definida de manera que posee una funcion inver-
sa, determina la representacion algebraica de sus funciones inversas.

a. flx) = 6x

b. glx] = —gx

c. hix)=15x+4
d. plx) =1—61x +6
e. qlx) =O,8x+%
f. rix)=18x?

g. slx) =125x2

h. tlx) = V%x

i. m(x)=8 %x

m El contorno de la parte frontal de un tunel puede ser modelado por la grafica de la

1 =942 _9,,061
funcion fx) = 50X "5 X+ (graduado en metros).

a. Traza un bosquejo de la grafica en el plano cartesiano.
b. ;Cual es la altura maxima del tunel?, ;a qué punto de la‘funcién corresponde?
c. ;,Cudleselanchodel tinel?, jqué puntos de la funeidn utilizaste para calcularlo?

d. Siatravés del tinel pasa una carreterade doble via y la posicién de la linea diviso-
ria entre ambas vias se asocia a la coordenada horizontal del vértice de la parabola
de la funcién, ;qué punto del plano‘cartesiano le corresponde a la division de las
vias de la carretera?

e. ;El conjunto de puntos.gue cumplen con la inecuacién y > Ty 2y, 060 pertene-

cen al interior o al exterior del tunel? Justifica. 20 2 £

m Geometria. La funcionp(x]) = 2,4 (x - 10)? + 4 es el resultado de tres traslaciones apli-
cadas a la funcién f(x). Con la primera, se aplica el vector de traslacion T, (0, 5) y se

obtiene glx) =2,4(x + 3)2+ 1. Luego, se aplica el vector T,y se obtiene h(x) = 2,4(x - 2)2.
Finalmente, se aplicael vector T, y se obtiene la funcién p(x].

a. ;Cual esel valer del vector de traslacion T,?, jy el de T,?
b. ;Cuél eslafuncion f(x)?

c.«Si senecesita trasladar la funcion p(x) para obtener la funcidn f(x) bajo un solo vec-
tor.de traslacién, jqué valor debe tener este vector?
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iQué aprendi?

m Ciencias naturales. En la tabla se mues- Profundidad (m) Presion (Pa)
tra el comportamiento de la presion P que 5 5000
recibe un objeto bajo el agua en una pro-
fundidad h. Es decir, la tabla representa la 10 10000
funcion P(h), que corresponde a la presion 15 15000
experimentada por el cuerpo en distintas 20 20000
profundidades.

25 25000

a. ;Es posible que la funcién P(h) tenga una
funcién inversa h(P)? Si es asi, jcomo se interpretaria?

b. Representa la funcion inversa h(P) en una tabla de valores.
c. ;Cémo se interpreta que h(15000) = 15? Justifica.

m La rapidez con que se mueve el agua por una tuberia depende del area de su seccion
transversal. En cierta tuberia, dicha rapidez esta dada por la funcion v(A) = 5A donde
v corresponde a la rapidez del agua, medida en m/s, y A al érea de la seccién trans-
versal de la tuberia, medida en metros cuadrados.

a. iCudl es la funcion inversa de la funcion v(A)?, ;qué representa en esta situacion?

b. Sila rapidez del agua en la tuberia es de 40 m/s, ;qué area debe tener su seccion
transversal?

m Un automovil a control remoto es manejado recorriendo caminos rectilineos. Si la
distancia d, medida en metros, que ha recorrido el automavil en un instante t, medido
en segundos, esta determinada por la funcién d(t) = 0,1 t2:

a. ;Como se puede determinar una funcion que permita encontrar el tiempo que ha
transcurrido dado que el automovil ha recorrido cierta distancia?, jcual es esta
funcion?

b. ;Cuanto tiempo debid haber'transcurrido si el automovil ha alcanzado una distancia
de 40 cm?

c. ;Cémo es la gréficaque representa la funcién inversa de la funcion d(t)? Traza la
grafica y explica tu procedimiento.

m La ganancia que obtiene un heladero por la venta de un tipo de helado depende
delprecio al que venda cada uno bajo la funcién G(v) = -0,5v? + 400v - 10 000, donde
G corresponde a la ganancia en pesos obtenida de la venta y v al precio de venta, en
pesos, de cada helado. ;A cuanto debe vender el heladero cada helado para obtener la
maéaxima ganancia posible?, jcual es la maxima ganancia?

Laaltura y, en metros, en cada instante t, en segundos, en la que se encuentra un obje-
to lanzado verticalmente hacia abajo, esta dada por la funcién y(t) = 100 - 10t - 5¢t2.

a. Realiza una grafica representando la altura del objeto en cada instante. ;Qué carac-
teristicas tiene esta curva?

b. ;A qué altura se encuentra el objeto luego de transcurridos 3 segundos?

c. ;Cuanto tiempo demora el objeto en llegar al suelo?
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(XA Evallia tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador

CIERRE

@ \dentifiqué y resolvi una ecuacién cuadratica utilizando diversas
estrategias.

@ Calculé y resolvi problemas de cambio porcentual. Q

@ Calculé el discriminante de una ecuacién cuadrética y decidf O Q Q
cuéntas soluciones tiene en los nUmeros reales.

@ Resolvi situaciones asociadas a las ecuaciones cuadraticas y
determiné si sus soluciones numéricas son pertinentes al O Q O
problema.

@ Reconoci la funcién cuadrética, escrita en su forma general o

canonica, y la apliqué para resolver problemas de las ciencias o la Q Q Q
vida cotidiana.

@ Grafiqué una funcion cuadrética y analicé las variaciones que se Q Q O
producen al modificar los parametros.

@ ~nalicé y calculé la funcién inversa de una funcién. Q Q Q
@ Usé modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver O O O

problemas cotidianos y para representar patrones y fendmenos de
la cienciay la realidad.

. Demostré interés, esfuerzo, perseverancia y rigor frente a la Q Q Q

resolucion de problemas y la busqueda de nuevas soluciones para Cuaderno
problemas reales pagina 86

Reviso mis metas y estrategias

n Lee nuevamente las preguntas de la pagina 77, ;como las responderias ahora?

a Considera las metas personales que escribiste en la pagina 79: jlas cumpliste?,
ipor qué?

Ahora que terminaste la Unidad, ;qué habilidades consideras relevantes para estudiar
algebra?

¢Qué actitudes consideras necesarias para estudiar algebra?, ; por qué?
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El Observatorio de La Silla se encuen-
tra ubicado a 160 km al noreste de La
Serena, en la parte sur del desierto de
Atacamay a una altitud de 2400 m
sobre el nivel del mar. Al igual que
otros observatorios de esta zona, La
Silla se encuentra alejada de las fuen-
tes de contaminacion luminica y es
uno de los lugares que disfruta de las
noches mas oscuras de la Tierra.

El Observatorio Europeo Austral (ESO)
opera en este lugar dos de los telesco-
pios opticos de tipo cuatro metros mas
productivos del mundo.

" Observatorio

La Silla

2400 m sobre el .f}

nivel del mar.

|
\



Activo mis ideas

n iPor qué los observatorios tienen una semiesfera en
su parte superior?

a Si hubiera que pintar el exterior de un observatorio,
icomo se puede estimar cuanta pintura se necesita”?

B ¢Qué medidas es necesario conocer para construir
una maqueta del observatorio?

Ya que el observatorio se encuentra,a 2400 m sobre
el nivel del mary a 70 km de la costa, jcomo se
podria determinar el &ngulo.conigue se ve el sol en
el horizonte desde el observatorio?

a AN

¢Qué sabes sobre la esfera?, ;como la
definirias? Coméntalo con un companero
0 una companera.

i En qué objetos de la vida diaria es posi-
ble utilizar esferas? Nombra tres ejem-
plos de distintos contextos.

. Qué opinas sobre la utilizacion de la
semejanza en la vida cotidiana?, jen qué
ambitos es necesaria?, ;por qué?

— :"ﬂ

i
| I
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Mis metas y estrategias

{Qué aprenderé?

@ ¢Para qué me servird? )

L7777 T T T T 7T T T

Para representar diversos objetos cotidianos

Sgbre la esfera, queesy redondos y resolver problemas sobre su area,
como calcular suareay su :{> volumen y como envasarlos usando el menor
velumen: material posible, por ejemplo. J
- Para resolver problemas de la vida cotidiana,

Sobr? las razones trigo- como calcular distancias inaccesibles, usar
HATSIICES de 28, Cosens :'1> vectores asociados a fuerza y velocidad, por
y tangente en triangulos ejemplo, y calcular proyecciones de vectores.
rectangulos.

é ;C6mo lovoy a aprender?J 4Qué actitudes crees que son

T T T necesarias para aprender geometria?
I 777 T I 77 7777177
Las actividades de esta unidad \ - 4’

se situardn en contextos rela-
cionados con la astronomia y

los observatorios astronomi-

cos del norte de Chile, pues

= Demostrar interés por resolver desafios mate-
maticos, con perseverancia y confianza en las
propias capacidades.

por una parte, muchos de los = Trabajar en equipo, en forma responsable y
cuerpos celestes son esféri- proactiva, respetando los aportes de todos'y
cosy, por otra, las caracteris- con disposicidn a entender sus argumentos.

ticas fisicas de estos observa-
torios y los lugares donde se
ubican presentan situaciones
en las que sethace necesario
aplicar la trigonometria.

. AN
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é ¢Qué habilidades consideras relevantes para estudiar geometria? MQ
/1LL

7777777777 T T T 77 7 7777 T 777777 77 77 77 777 7 T 7777 7 T T T T T T 7 7 2 2T 7T

)
Argumentar y comunicar Representar
> Describir relaciones y situacio- = Elegir o elaborar representaciones de acuerdo a
T e @ las necesidades de la actividad, identificando sus
guaje matematico, esquemas y ’-ﬁ limitaciones y su validez.
graficos. >
= Explicar demostraciones de
resultados mediante definicio-

nes, axiomas, propiedadesy
teoremas.

iQué te gustaria aprender?

( Mis estrutegip

Mis motivaciones

. Qué te interesa aprender en esta unidad? i Qué estrategias o procedimientos consi-

deras adecuados para lograr tus metas?

Qié(mo las cumpliré@

. Cudles son tus metaspersonales para
esta unidad?

Mis recursos }—

. Qué fortalezas y debilidades consideras
que tienes para aplicar tales estrategias?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Z

La esfera

Exploro

. Qué sabes sobre la esfera? Escribe tres ideas.

¢Qué conoces sobre el circulo?, ;cdmo se relaciona con la esfera? Explica.

§ »

Aprenderé a: Necesito recordar...
Desarrollar las formulas del area y del volumen = Perimetro y area del circulo.
de la esfera: > Area y volumen del cilindro y

= Conjeturando las féormulas. del cono.

= Representando de manera concreta y = Numero .
simbolica.

= Resolviendo problemas de la vida diaria y de
geometria.

;Qué debo saber?

1. Calcula el drea (A) y el perimetro (P) de las figuras geométricas.

6cm

3. ;Cualeselvolumen de un cilindro de area 180w m?y altura h=9m?

4. iCudlesel dareade uncilindro de volumen 120x m® y radio r =4m?

190 | Unidad 3  Geometria
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5. Un cono de helado tiene 10 cm de didametro superior y 12 cm de profundidad.
a. ;Cudles el areadel barquillo que lo forma?

b. ;Cuanto helado puede contener en el espacio limitado por el barquillo?

6. Ignacio decidi6 abrir una pequena empresa que envasa productos en conserva.
Su primera entrega consiste en 1200007 cm? de duraznos en mitades. Por ello, debe
decidir qué latas utilizara, de las tres ofrecidas por su proveedor, ya que tienen distin-
tos tamanos y diferentes valores segun el material utilizado, todo lo cual se detalla a
continuacion.

Medidas del envase Costo del material
Modelo Altura Didmetro (por cm?)
A 20 cm 8cm $0,21
B 15cm 10 cm $0,2
C 12 cm 13 cm $0,17

Ignacio necesita saber con cual modelo el costo total por los envases es menor.

a. Observando la tabla anterior, jcon cudl modelo crees que le convendria envasar los
duraznos? Justifica tu respuesta.

b. Determina cudl modelo de lata resulta mas econémico.por unidad.

c. (Coincide el calculo anterior con lo que inferiste en'un inicio?
JPor qué?

d. Paraenvasar el total de duraznos de la-primera entrega, jcuantas latas ocuparia en Usama 3,14
cada caso?

Me evaluo Evalua tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador

. Calculé el 'dreay el perimetro de figuras geométricas.
. Calculé el dreay el volumen de cuerpos geométricos.

@ Resolvi problemas de area y volumen en cilindros y conos.

Q Usé modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver
problemas cotidianos y para representar patrones y fendmenos de
la ciencia y la realidad.

. Demostré curiosidad e interés por resolver desafios matematicos,
con confianza en mis capacidades, incluso cuando no consegui un
resultado inmediato.

O O 000
O O 000G
@ O 1000 QJ
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Leccion 7

Tema 1: ; Qué es una esfera?

Ki (,OUé (lprenderé? @@ Actividad en pareja
A relacionar la esfera con
objetos cotidianos.
Observen y realicen las siguientes actividades.

W/ ¢Para qué?
Para resolver problemas en los

que estén involucradas esferas,
sean geomeétricos, cientificos o “"*',rﬁ“{*
=

xﬁh u

Determinen cuales de los siguientes objetos se asemejan a
una esferay cuales no. Justifiquen su respuesta.

de la vida diaria.

Hipatia

(c.370 - 415)
Filésofa y maestra griega, que
destacd en la matematicay la
astronomia. Cultivé los estudios
légicos y las ciencias exactas.
Hija y discipula del astrénomo
Tedn, Hipatia'es la primera
matematica de la que se tiene
conocimiento. Escribi6 sobre
geometria, algebray astrono-
mia, mejord el disefio de los
primitivos astrolabios (instru-
mentos para determinar las po-
siciones de las estrellas sobre
la béveda celeste) e inventd un
densimetro.
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¢Qué caracteristicas tienen en comun los objetos que marcaron?
Sin hacer referencias a algun objeto, ;como pueden definir una esfera?

Respecto de sus caracteristicas geométricas, ;qué elementos permiten distin-
guir una esfera de otra? Expliquen.

Individualmente Grupalmente
¢Cdmo trabajé el taller? () Q () Q
o A
;C6mo trabajo mi /Individualmente /VGrupalmente
compafiero(a) el taller? ‘\) Q \\) Q
\\l
= Matemdtica y ciencia =_
(] S -~ —
La esfera celeste es una esfera imaginaria sobre cuya superficie se Ecuador
proyectan los astros visibles a simple vista. Este concepto se usaba celeste Polo norte
en la astronomia antigua y puede comprenderse al observar, durante celeste
una noche serena, el cielo en un lugar con el horizonte libre. En este
contexto, pareciera que los astros se encuentran todos sobre una
superficie esférica de radio infinito que, con el paso de las horas, gira
de este a oeste.
Se trata obviamente de una mera apariencia: en realidad los cuerpos
celestes estan a distancias diferentes con respecto al observador;
mientras que el movimiento de la esfera celeste no es otro que el de la
Tierra, que gira alrededor de su propio eje de oeste a este.
i Por qué la esfera celes- Polo sur s Rotacion
te gira en un sentido si la celeste aparente de la esfera
Tierra gira en el'otro?
- Y

—

En resumen

Esfera radio r

La esfera es un-cuerpo geométrico limitado por una super-
ficie curva, llamada casquete esférico, cuyos puntos equi-
distan de un punto central llamado centro de la esfera. Esta
distancia corresponde al radio de la esfera.

Centro

. Semiesfera de radio r
Una semiesfera es cada uno de los dos cuerpos que se

obtienen al dividir una esfera en dos partes iguales.

El circulo maximo de una esfera corresponde a la base

de cada semiesfera que se puede obtener de ella. [ Circulo
. P 2 o . maximo

Es decir, el circulo maximo y la esfera tienen el v

mismo radio.
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Actividades de prdctica
1.

Calcula el drea (A) del circulo maximo de cada esfera, completando cada desarrollo.

r=8cm
Para el circulo maximo:

A=mnrt=

Para el circulo maximo:

¢

2. Completa la siguiente tabla, clasificando los siguientes objetos segin suforma.

Forma W
Cilindrica Codnica Esférica

Barquillo

de helado

Objeto

Otra

Extintor de
incendios

Pelota de
rugby

Pompdn

Embudo

Almohada

Perla

Sombrero
chino

Planeta

Moneda

194
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@@ Actividad en pareja
3. Realicen la siguiente actividad.

PASO o Corten una tira de papel o cartulina e inserten los extremos en
un lapiz, como se ve en la fotografia, de modo que se forme un
semicirculo.

PASO 9 Den un golpe en el papel usando los dedos, de modo que la tira
gire en torno al lapiz como eje de rotacion.

PASO 9 Luego, doblen la tira, de modo que se forme un triangulo y repi-
tan el paso 2. Pueden doblarla en otro lugar, para que se forme
un rectangulo y repetir el paso 2.

Comenten y respondan:

¢Qué cuerpos geométricos o figuras 3D se generan al rotar las
banderas?

4. Analiza cual de las rotaciones se puede asociar a una esfera. Justi-
fica los casos en que no sea posible.

¢Qué aprendi hoy?

3

n iCon qué objetos cotidianos se puede relacionar una esfera?

a ¢Cual es la definicion de esfera?

-

D
= Matemadtica y ciencia =

—_

-

—

iPor qué los observatorios astro-
némicos tienen esa forma?
Para poder acceder a cualquier
ubicacién en el cielo y asi obser-
var los distintos elementos de

la boveda celeste, el telescopio
puede girary también cambiar
su inclinacién. La clpula de
cada observatorio astronémico
debe abrirse en el sector fren-
te al telescopio para permitir

la observacidon. Naturalmente
también debe girar en 360°.

La semiesfera, entonces, es la
forma que mejor se adapta a las
necesidades del movimiento de
cada telescopio.

__J
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Leccion 7

Tema 2: ;Como se calcula el volumen de una esfera?

v/ iQué aprenderé? ®6 Actvidadenpareja
A calcular el volumen de la w
esfera.

Resuelvan los siguientes problemas sobre volumen.

(Para qué? o ~
Yi Para resolver problemas geomé- n El colegio recibid estos libros sobre fisicay
tricos, cientificos o de la vida astronomia para la biblioteca. Ahora, es necesa-

diaria que involucren esferas. rio estimar el tamano de la estanteria donde se
ubicaran.

a. ;Qué harian para calcular el volumen
total de todos estos libros?

b. Sipudieran ordenar esta torre, jcam-
bia el volumen total de los libros?,
ipor qué?

c. Dado que la torre alcanza los
64 cm, si el largo del libro mayor
es de 25 cm y su ancho 15.cm,
icual creen que es-el volumen que
podrian ocupartodos estos libros?
Expliquen su-estrategia para calcularlo.

B Para estos libros y otros de la biblioteca se requieren es-
tanterias. Se disenan dos modelos de estanteria, ambos
con la.misma cantidad de repisas, pero en un modelo cada
repisa es rectangular, mientras que en el otro, cada una es
cuadrada.

a. Dibujen un boceto para cada modelo de estanteria: jen qué
se parecen?, jen qué se diferencian?

Bonaventura Cavalieri b. Sila condicidén es que ambas repisas tengan igual super-
(1598 - 1647) ficie, jse puede asegurar que, al considerar la estanteria
Matematico italiano. Jesuitay completa, ambas tienen igual volumen?, ;por qué?
discipulo de Galileo, fue desde
1629 catedrético de Astronomia B Presenten estos resultados oralmente al curso.

en Bolonia. En su obra Seis
ejercicios de geometria (1649);
establece y perfecciona su teo-

ria de los indivisibles, precurso- ;Como trabajé el taller? rlndIVquqiwente /Gr”’i‘?‘,‘,’!‘\e“te
ra del calculo integral. También J L/ Q Q L Q
realizd la primera demostracion

dolalQ 02 WPappus relati- ;6 - Individualmente Grupalmente
vo al volumen de un sélido de "Conjo trabaj6 mi co;n' Q N Q Q p\ Q
W D paiero(a) el taller? ‘ W, ‘ L)
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Actividades de proceso

1. Usando un argumento similar, si sabemos que los siguientes cuer-
pos geométricos tienen la misma altura y area basal, jse puede
asegurar que tengan igual volumen? Justifica tu respuesta.

2. En el siguiente dibujo se muestra la cuarta parte de un circulo y un
triangulo rectangulo isdsceles, ambos inscritos en un cuadrado.
Imagina que las tres figuras giran alrededor del eje indicado.

D

4cm

4cm

a. ¢Qué cuerpos geométricos se forman por la rotacion de las
figuras?

b. ;Cual de estos cuerpos tiene el mayor volumen?, ;y cual el me-
nor? Justifica.

c. Calcula elvolumen de los cuerpos generados por la rotacion del
cuadrado y del triangulo.

L]

d. Basandote en el resultado anterior, jcual crees que sea el volu-
men del cuerpo generado por la rotacion del cuarto de circulo?
Fundamenta tu respuesta.

>>

T\
Glosario —
Inscrito: se dice de una figura o
un cuerpo geométrico trazado al
interior de otro, de modo que ten-
gan puntos comunes sin cortarse.

Poligono
inscrito en
el circulo

Cilindro
inscrito en
un cono

i Puedes discutir tu
respuesta con tus com-
paneros?, jllegaron a la
misma conclusién?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 7

<< Una de las formas de determinar el volumen de la esfera se basa en la

Y
1 Glosario ;

Seccion: figura que resulta de la
interseccidn de una superficie con
un soélido.

\Ayuda_/

Recuerda que m es un nimero
irracional, cuyo valor truncado
con 15 decimales es:

w2 3,141592653589793. Por lo
general, se aproxima a 3,14.

\‘l
= Matemadtica e historia —_
N

La demostracion original de
Arquimedes concluyd que elvo-
lumen de la esfera es igual a dos
tercios del volumen del cilindro
circunscrito a ella. El estimaba
mucho este descubrimiento. Tan-
to, que pidi6 que en su tumba se
grabase esta figura en recuerdo

de la mejorde todas sus ideas.

Unidad 3 ¢ Geometria

comparacion entre la semiesfera, el cilindro y el cono, todos del mismo
tamano.

Arquimedes pudo demostrar que, al realizar secciones en cualquier al-
tura intermedia, se cumple que el drea de la seccion en la semiesfera
es igual a la diferencia entre las areas de las secciones en el cilindro y
el cono.

Luego, como la semiesfera, el cilindro y el cono tienen igual altura, que
ademas es igual al radio, determind la expresion para calcular el volu-
men de la esfera.

3. Observay completa los pasos siguientes.

Pnsuo Obtén la expresion del volumen del cilindro y del cono. Conside-
ra que en este caso h =r para ambos cuerpos.

cilindro cono

PASO g Completa la tabla para algunos valores de r considerando las
formulas del paso 1.

Radi
[?:‘:]O vCilindro [Cms] Vcono [Cmsl vcilindro [CmS] - VCOHO [Cms]
1 Zr=Zr.1d
: . 37 3T=3m 1
8 or=tn
2 8w 37T 37737 2
5 1257
1000
10 3 "

:Qué formula aparece en la ultima columna?

;Se obtendra para cualquier valor de r?
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De esta forma, el volumen de una semiesfera de radio r corresponde a la diferen-
cia entre el volumen de un cilindro y un cono, ambos de radios ry alturas r:

semiesfera ' cilindro cono
Finalmente, como la esfera es el doble de la semiesfera, el volumen de la esfera
es:

2 =
esfera
4. Unaindustria de repuestos fabrica bolitas me- w:‘dq/L
talicas de 200 g de masa y de densidad 8 g/cm?.

En fisicay quimica, la densidad

Las b_olita_s,sere_'zn envasadas de a cirlco uni_dades es una magnitud escalar que
en cajas cilindricas del menor tamano posible. relaciona la cantidad de masa
iCudl sera el radio y la longitud de cada caja, en un determinado volumen de
aproximadamente? alguna sustancia.

El siguiente dibujo representa la situacion:

S— =7

!AAAAA

Para determinar las dimensiones de cada caja, se debe calcular el'radio de cada bolita.
Como se conoce la densidad (p) y la masa [m], se puede calcular el volumen (V] y con
ello obtener el radio (r):

_m -Mm_
P=y = V=%
Entonces:
3
b R 3
v . = r=|gm V. =r=_

Luego, elradio de lacajadebeser . 'yaque elradio de cada bolitay de la caja
son iguales; y la longitud debeser_ ya que corresponde a 10 veces el radio.
En resumen

Volumen de una esfera

Elvolumen (V).de una esfera de radio r esta dado por: e
4

V=§7'l"”3 —

Principio de'Cavalieri

Si do; cuerpos tienlen la misma a[tu— —
ray si tienenigual area las seccio- '

nes transversales de cada cuerpo, ——
obtenidas por el corte de los cuerpos,
a una misma altura, por un plano 3
paralelo a otro plano o sobre el que
estdn sus bases, entonces ambos
cuerpos tienen igual volumen.
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Unidad 3 ¢ Geometria

Actividades de prdctica

1.

Calcula el volumen de cada esfera.

Calcula el volumen (V] de cada esfera considerando el radio ry el diametrod.

a. r=9cm b.r=2—5mm c. d=35m

/- J 4

V=
Calcula el radio (r]) de cada esfera considerando la informacién dada.

V \ |

a. V=36mcm? b. V=¥wm3
Analiza y responde. s
a. Sielradio de una esfera aumenta al doble, jen cuanto D Usp?ll%agggllo(},g?m

aumenta su volumen?

b. Para que el volumen de una esfera disminuya a su octava parte, ;de qué forma debe
variar su radio?

c. ;Cuédl es el volumen de unaesfera cuyo circulo maximo tiene un area de 121% cm??

Algunas investigaciones cientificas han estimado que el radio de
un proton equivale a 8,4 - 107" m. Segun este dato, ;cual deberia
ser su volumen?

Un contenedor esta formado por dos casquetes esféricos con-
céntricos de radios 122 cmy 124 cm. Calcula el volumen del
solido.encerrado por ambos.

Tamara esta moldeando cuatro objetos cilindricos de arcilla, cuyo radio y altura miden
ambos 9 cm. Luego, se arrepiente y decide, con la misma arcilla, construir tres esfe-
ras de radio 9 cm.

a. jAlcanzard la arcilla disponible para que Tamara construya las tres esferas? Justifi-
ca tu respuesta.

b. ;Cuantas esferas de diametro 6 cm podria fabricar Tamara con el material
disponible?

Hace unos dias, Francisca visité un observatorio astrondmico. Hoy, en clases, les
comento a sus companeros y companeras lo sorprendida que quedé con respecto al
tamano del telescopio y de la clpula semiesférica que lo contiene. Aunque no anoté la
medida del didmetro de esta clpula, si registro su volumen: 523,43172 m?3 . De acuerdo
a los datos, jcual es el didmetro de la clpula del observatorio que visitd Francisca?
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9. Gabriel intenta construir una maqueta que represente, en forma proporcional, la
Tierray Jupiter. Se sabe que el didmetro del gigante gaseoso es de 142984 kmy el
de la Tierra es de 12 742 km.

a. ;Cuantas veces mas grande debiera ser la maqueta de Jupiter?

b. Sipararepresentar la Tierra Gabriel usara una bolita pequefa como una canica,
iqué podria usar para representar Jupiter?

10. Ciencias naturales. La célula mas grande del cuerpo humano es el 6vulo y la mas
pequena, el espermatozoide. La funcién principal de ambos es aportar material gené-
tico, femenino y masculino respectivamente. La forma del dvulo es esférica, posee un
didmetro aproximado de 0,01 cmy es 500 veces mas grande que un espermatozoide.
Segun la informacion anterior, ;cual es el volumen aproximado de un évulo?

11. La fabrica de articulos para mascotas de Josefina recibié un pedido de 1000 pelotas
esféricas macizas con el siguiente detalle: 250 de didmetro 5,4 cm, 360 de didmetro
4,8 cmy 390 de diametro 4,2 cm.

a. iEn cudl de los tres tipos de pelotas invertird una mayor cantidad de material para
su fabricacion?

b. Ademas, Josefina recuerda que dispone de 11445,3 cm?de material.con el que debe
confeccionar 30 pelotas de igual tamano, pero no recuerda sus medidas. ;Qué radio <\
deben tener estas pelotas para utilizar todo el material'disponible? Usam~~314

@®® Actividad grupal

12. Andrea necesita empacar cuatro esferas de plumavit de’5'cm de didmetro en una caja
de carton y quiere utilizar la menor cantidad de material para la caja. Discutan:

a. ;Qué forma debe tener la caja? Expliquen su decision.
b. Calculen el espacio que ocupan las cuatro esferas en la caja.
c. Determinen el porcentaje del espacio de'la caja que ocupan las cuatro esferas.

d. Sielradio de las esferas aumenta al doble, ;el tamano de la caja también aumenta
al doble? Justifiquen su respuesta.

13. Laura trabaja en una fabrica de pelotas para distintos deportes. El dia de hoy se deben
entregar dos pedidos:

a. El primero consiste en 24 pelotas de golf de 42,9 mm de didmetro. ;Cudl es el volu-
men total de este pedido?

b. El segundo de ellos consiste en 30 pelotas de béisbol, que en total tienen un volu-
men de 62,208 = cm?. ;Cuél es el radio de cada pelota?

¢Que aprendi hoy? j

Se proyecta la construccion de un observatorio astrondémico con fines educativos.
Si el diametro de la cUpula semiesférica que formara parte del observatorio es de
9 metros, jcual sera su volumen en metros cubicos?

Cuaderno
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Tema 3: ;Como se calcula el drea de la esfera?

v/ iQué aprenderé?
A calcular el area de la esfera.

W/ ¢Para qué?
Para resolver problemas en los

que estén involucradas esferas,
ya sea en situaciones geométri-

cas, cientificas o de la vida diaria.

@®® Actividad en pareja

A diferencia de un cono y un
cilindro, la esfera no tiene una
red de construccidn que permi-
ta observar la superficie para
calcular el area. El siguiente ex-

Materiales

v/ Una naranja, un pomelo,
una mandarina o una cle-
mentina (que sea lo mas
regular posible).

v/ Dos hojas de papel.

perimento permite obtener una v

. it Lapiz.
aproximacion de ese valor. L

Cada uno debera colocar la naranja encima de una de
las hojas y dibujar con el lapiz su cireulosmaximo. Repi-
tan esto para disponer de varios circules congruentes
(repartidos en las dos hojas):

PASO

PASO

Pelen la naranja. No importa el tamano de los trozos de
cascara que queden,

Una vez que esté toda la piel separada de la naranja,
ubiquen los trozos de cascara al interior de los circulos.
Como si de un rompecabezas se tratara, encajen unas
piezas con otras para que no quede ni un solo espacio.
Si es necesario, cortenlos en trozos mas pequenos.

PASO &5

Observeny respondan.

n ¢Cuantos circulos pudo llenar cada uno con las cascaras de
naranja?

a Si sus naranjas hubieran sido de distinto tamano ;hubiesen
completado mas o menos circulos? Expliquen.

Sirepitieras este taller,
i,qué harfas distinto
para obtener un mejor
resultado?

B Comparen sus resultados con el de sus companeros y com-
paneras. ;Qué pueden concluir?

[ C baié altaller? Individualmente Grupalmente
¢Como trabajeé el taller? ‘ \
, 000 000
p om0 trabajd mi com- Indiviq’qa\l\mente Gr”P/a,l,TF"te
paiiero(a) el taller? Q () O Q Q
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Comprendo la demostracion

Considera que una esfera pudiera formarse con muchos conos, de modo que las cUspides

de todos los conos se junten en un solo punto, que esta en el centro de la esfera, tal como

puede verse en las dalias, los crisantemos o los pompones de lana.

Entonces, podemos considerar que el volumen de una
esfera se compone de la suma de los volumenes de cada
uno de los conos que la forman.

Ademas, el area de la esfera se puede aproximar a la
suma de las areas basales de los correspondientes
conos. Usaremos estas relaciones para determinar la
expresion que nos permita calcular el area de la esfera.
Observa.

, Areabasal de Radio de la Al multiplicar por & ambos
Representa el nimero de [—__—"> cada cono esfera |:> lados de la ecuacion.
conos que forman la esfera. \\/ \[ 3/
~N n.%AB.h=%W,-s n-Ag-h=brr
n- Vcona = Vesfera 7\

Altura de cada cono

Pero si la esfera se compone de conos, la altura de cada cono es practicamente igual al
radio de la esfera, es decir, podemos remplazar h porr.

Al dividir por r ambos lados
dela ecuacion
Al remplazar higor r 3/

n'AB-§/=47rr3 — ﬁn-AB=lmr2

Area basal
de un cono

Todos los conos

Entonces, n- A, representa el area basal de todos los conos que estan formando la esfera,
esto es, juntos forman el total de la superficie de la esfera, que es igual a 4nr2.
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Leccion 7

Maria Teresa Ruiz
(1946- )

Astrénoma, astrofisicay do-
cente chilena. Fue la primera
mujer en la historia del pais que
obtuvo el Premio Nacional de
Ciencias Exactas, en 1997. Fruto
de sus investigaciones fue el
descubrimiento de una enana
café, una especie de planeta,
adelantandose a los investi-
gadores norteamericanosy
europeos. Bautizé a la enana
café descubierta por ella con el
nombre de Kelu, que en mapu-
dungun significa rojo.

Unidad 3 ¢ Geometria

Actividades de proceso

1.

Un observatorio tiene la forma de un
cilindro con una semiesfera en su parte
superior. Calcula su volumeny su area
superficial segun la figura.

Como el radio y la altura son conocidos,
el drea (A ) del manto del cilindro es

y el drea (A de la superficie

de la semiesfera es
total (A,) del observatorio es:

, entonces el area de la superficie

Una industria tiene tres depodsitos, cada uno de los cuales tiene
forma de semiesfera. Sus radios son 8 m, 12 m y 15 m. Para pro-
tegerlos exteriormente de la corrosion, se les aplicara un liquido
especial cuyo rendimiento es 18 m? por litro. ;Cudntos litros necesi-
ta comprar la industria para realizar esa tarea?

Como los radios son conocidos y el area (A de la superficie de una
semiesfera es , el area de la superficie total (A,) se ob-

tiene de:

Para calcular la cantidad de litros, se resuelve la siguiente division:

De esta forma, la industria necesita litros del Li-

quido especial.

En la discoteca Mar Abierto, debido al éxito de la esfera de espejos
que instalaron en la pista de baile, decidieron construir otra esfera
idéntica. ;Cual es el radio que deben considerar al momento de su
construccion si su area es de 5024 cm? aproximadamente?

Para determinar el radio, se resuelve la siguiente ecuacion:

e N

\ /

Para una segunda pista de baile, deciden construir una esfera mas
grande, con un radio igual a 1,5 veces la anterior. ;Cual es la diferen-
cia de las superficies entre ambas esferas?
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4. En cada foto aparecen objetos que tienen la forma de una esfera o una semiesfera.

a. Observa atentamente los detalles de cada foto. ;Qué didmetro puedetener la esfe-
ra (o semiesfera) en la realidad? Comenta con un compafere o compafera como
llegaste a ese valor en cada caso.

Foto A: Didmetro: Foto B: Didmetro:

Foto C: Didmetro: Foto D:Didmetro:

b. Con las medidas estimadas, calcula el &reay el volumen de cada uno de los objetos
y exprésalo en una unidad adecuada.

Objeto Area ? Volumen

Pelota

Burbuja

Igld

Estanque

% resumen

Area de una esfera

El 4rea (A) de una esfera de radio r esté dada por:
A = 4nr?
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Leccion 7

Usam =314

Unidad 3 ¢ Geometria

Actividades de prdctica

1.

Calcula el area de la superficie de cada esfera.

. Analiza cada figura. Luego, calcula el area de la superficie de cada esfera. Ambas

esferas estan inscritas en el cilindro.

i
A

Calcula el radio y el volumen de cada esfera considerando el area de su circulo
maximo.

a. A =25mcm’ c. A =8100m mm? e. A =3600m m?
r= r= r=
V= V= V=

b. A _=0017 m? dY A =064 cm? f. A =144t mm?
r= r= r=
V= V= V=

Dominga, la administradora de una fabrica de balones, recibié hoy un pedido de una
escuela de basquetbol consistente en 12 balones esféricos de radio 12 cm y 24 balones
de radio 8 cm. Ella sabe que dispone de un total de 42000 cm? del material necesario
para confeccionar balones y quiere asegurarse de que con esto le bastara para com-
pletarcel pedido.

a. ;Cudanto material se requiere para confeccionar un balén grande?, jy uno pequeno?
Para los calculos, redondea al entero en cada caso.

b. ;Cuanto material se requiere para cumplir con el pedido?, ;le alcanza con el mate-
rial del que dispone?, ;por qué?

0

iConsideras que son exactos los resultados obtenidos en a 'y b? Justifica tu
respuesta.

d. ;Cuantos balones de radio 8 cm podria fabricar con la misma cantidad de material
que se requiere para cumplir con el pedido?
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5. Historia, geografia y ciencias sociales. Martin y su equipo de trabajo deben construir,
para la proxima feria cientifica de su ciudad, un globo terrdqueo que muestre en su
superficie la distribucion de los continentes de forma proporcional a la realidad. V

a. Los miembros del equipo saben que la superficie aproximada de la Tierra es de
510,1 millones de km?. ;Cuéal es el radio de la Tierra en kilometros? Trunca el valor
final al entero.

b. Martin calcula que el radio de la Tierra es 3456000 veces el radio del globo terra-
queo que quieren construir. Si ambos valores estan en metros, jcual es el radio del
globo terraqueo?

c. Conociendo su radio, jcudl es el area de la superficie del globo terraqueo?

d. Aproximadamente el 71 % de la superficie de la Tierra esta cubierta por agua. Si
consideras que la Tierra tiene forma esférica, ja cuantos kildmetros cuadrados ™
corresponde ese porcentaje?

6. Andrés fabrica pantallas esféricas y cilindricas para las ldmparas del hogar. Estas
pantallas estan formadas por una base metalica forrada con telas de diversos colores.
Alinicio del dia se da cuenta de que se vera enfrentado a distintos problemas.

a. Durante la manana debe confeccionar tres pantallas esféricas y tres pantallas cilin-
dricas, cada una de las cuales tiene un radio de 12 cm. Si,.ademas, el cilindro tiene
una altura igual a su radio, jpara la confeccidn de cual de las pantallas necesitara Usam~ 3,14
una mayor cantidad de tela?, ;por qué?

b. Luego, debe entregar un pedido consistente en dos pantallas esféricas de radio 9 cm
y dos pantallas cilindricas de radio 9 cmy con altura 10 cm. ;En cual de las panta-
llas utilizard mayor cantidad de género: en.las esféricas o en las cilindricas?

c. Finalmente, recuerda que su amiga Paula solicité 7 pantallas esféricas: 3 de color
caféy 4 de color naranja. Andrés no.recuerda los datos especificos de las panta-
llas, pero tiene anotado en su agenda que la superficie total que debe utilizar es
4154,22 cm?de género caféy 3629,84ecm? de género naranja. Calcula el valor de los
radios de cada pantalla para que Andrés pueda cumplir con el pedido de Paula.

¢Qué aprendi hoy? j
S_

Ante la proximidad de las Fiestas Patrias, Héctor ha decidido que los tres adornos e
féricos que hay en su oficina se pinten con los colores de la bandera chilena: la esfera
pequena, de didmetro 75 cm, se pintara de blanco; la mediana, de didametro 125 cm,
se pintara de color rojo; y la grande, de 150 cm de diametro, se pintara de azul.

n iCual es el area de cada uno de los tres adornos esféricos?

a Si decide adquirir tarros de pintura que tienen un rendimiento de 12 m?2 y aplicar
dos capas, jcuantos tarros de cada color debera comprar para pintar los tres
adornos esféricos?

Cuaderno
( ) pagina 46
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Evaluacion de proceso

n Completa la siguiente tabla, clasificando cada objeto segun su forma.

Forma

Objeto Cilindrica Conica Esférica Otra

Albéndigas

Picarones

Telescopio

Burbujas

Lentejas

a Esboza el cuerpo generado por cada rotacion. Luego, escribe su nombre e identifica
sus medidas.

a. b. | C

P P go
| [
H ] | "

B Calcula el volumen y el &rea de la esfera relacionada con cada rotacion.

a. Semicirculo. b. Circulo.

e
e

Calcula el volumen (V) de cada esfera considerando la informacién dada.

a. r=12cm b. r=8mm c. d=14m
V= V= V=

B Ciencias naturales. EL Sol, la estrella cuya energia sustenta a casi todas las formas de
vida en la Tierra, es una bola practicamente esférica cuyo volumen es 1,4123 - 10" km?.
iCudl es su radio?
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n Analiza cada situacion. Luego, responde.
a. Sielradio de una esfera se reduce a la mitad, ja cuanto se reduce su area?

b. Una esfera varia su tamano de modo que su diametro aumenta al triple. ;Cual es la
razon entre el drea inicial y el area final de la esfera?

c. Siel area de una esfera disminuye un 75%, jcuanto disminuye su radio?

d. Alvariar el tamano de una esfera, esta cuadruplica su area. ;Cuanto aumentd su
radio?

Francisca fabrica bombones de chocolate, todos ellos esféricos, de diferentes tamanosy
sabores. Esta semana debe entregar tres pedidos.

a. El primer pedido consiste en 900 bombones de 25 mm de didmetro: 210 unidades de
chocolate amargo, 150 de chocolate blanco, 180 de chocolate de leche y los restan-
tes de chocolate con almendras. ;Qué volumen de cada tipo de chocolate necesitara
Francisca para cumplir con este pedido?

b. Para el segundo, requiere envolver con papel metalizado 1500 bombones (de 16 mm
de didmetro): 240 con color verde, 360 con color morado, 420 con celer rejoy los res-
tantes con color amarillo. ;Cuédnto papel metalizado de cada color (en em?) utilizara
para envolver todos los bombones?

c. Finalmente, el tercer pedido consiste en 600 unidades de chocolate con almendras,
para cuya elaboracion destinara 8478000 mm? de sus ingredientes. Si todos los
bombones seran de igual tamano, jcudl es la cantidad minima de papel metalizado
que requiere para envolverlos?

Me evaluo Evalla tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

. Relacionar la esfera con objetos cotidianos y reconocerla como la
rotacién de una figura plana. Q Q Q

. Aplicar las formulas del areay el volumen de una esfera para
resolver problemas geométricos, cientificos y de la vida diaria. O O O

@ Describir relaciones.y situaciones matematicas usando lenguaje Q Q O
matematico, esquemasy graficos.

. Explicar demostraciones de resultados mediante definiciones,
L axiomas, propiedades y teoremas. Q Q @ e e

Reviso mis metas y estrategias

n Considera las estrategias que escribiste en la pagina 189: ;han sido eficaces?,
ipor qué?

a iHas podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Razones trigonomeétricas

Exploro

¢ Qué sabes sobre la trigonometria? Escribe tres ideas.

.Todos los triangulos rectangulos son semejantes? Justifica.

§

Aprenderé a: Necesito recordar...
Utilizar las razones trigonométricas de seno, co- = Semejanza de triangulos
seno y tangente en triangulos rectangulos: = Teorema de Pitagoras
= mostrando la relacion con las propiedades de = Plano cartesiano

la semejanzay los angulos; - \ectores

= explicandolas pictérica y simbdlicamente;

= aplicandolas para determinar angulos o medi-
das de lados;

= resolviendo problemas geométricos y de otras
asignaturas.

Aplicar las razones trigonométricas para compo-
ner y descomponer vectores en diversos contex-
tos, asi como para determinar sus proyecciones.

¢Qué debo saber?

1. Verifica si los siguientes trios de nUmeros representan trios pitagoricos, es decir, si pue-
den corresponder a medidas de los lados de un triangulo rectangulo.

a. 7,24y 25
b. 12,35y37.
c. 10,15y 20.

2. Siunaescalerade 2 m es apoyada en la pared a una distancia de 50 cm de esta,
iqué altura alcanzarad?

210 | Unidad 3 e Geometria



3. ;Qué triangulos son semejantes? Escribelos en la tabla, junto con el criterio empleado

en cada caso.

A U R G
N F
65 cm 3,25 cm
39 cm A
9cm Q 6,5cm
I T S =) 3cm
B C 0 M D E H

25cm

Triangulos semejantes

Criterio de semejanza

4. Calcula, en relacion con los vectores representados.

a. |1aI=
b. Idl =
c. b+€=__
d. 3+f=__

a. u=(-51) c. t=(2,-3)

b. v=[1,4) d. w=(-5,-3]
6. Resuelve, considerando que g = (4, =1) y ¢ = (-8, 2].

a. 3p+5q¢= c. 74-p=

b. 4+ = d. 5+3g=

Me evalio

Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

semejantes.

Indicador

.Apliqué el teorema de Pitagoras a la resolucion de problemas
geométricos y de la vida cotidiana.

. Apliqué las propiedades de semejanza para reconocer triangulos

‘ Representé e interpreté vectores en el plano cartesiano.

©©® |
000

O 0O
O OO

-

@ Elegi o elaboré representaciones de acuerdo a las necesidades de
la actividad, identificando sus limitaciones y validez.

. Participé en la bUsqueda de una posible solucién a un problema.

OO0
000/
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Leccion 8

Tema 1: ;Qué son las razones trigonométricas?

v/ ¢Qué aprenderé?
A comprender las razones
trigonométricas de seno, co-
seno y tangente en tridngulos
rectangulos.

W/ ¢Para qué?
Para resolver tridngulos, es
decir, determinar las medidas de
los angulos o de los lados que no
se conozcan a partir de los datos

disponibles.
[
Individualmente
¢Como trabajé \) R/ Q
el taller? Gripa[mente
_ NOO
p
Individualmente
¢Como trabajé Q () Q
mi compaiie- 6ru )
palmente
ro(a) el taller? ~ N
“\) \_/ Q

Unidad 3 ¢ Geometria

@@ Actividad en pareja

J—

La pendiente de un camino, una carretera o una calle se refiere a
la razdn entre la altura (vertical) a la cual sube (o baja) el camino
y la distancia por la queavanza en direccidn horizontal. También

puede expresarse usando porcentajes.

n Lee atentamente e identifica a qué foto pertenece cada
comentario.

* _“Debo tener cuidado en esta parte para no tener problemas
con la carga; avanzando 10 km por la cuesta, ya estaré
1500 m mas arriba”.

* "En este tramo se avanza mas lento, porque en 500 m del
sendero la altitud cambia de 2400 m sobre el nivel del mar
a 2475 m sobre el nivel del mar”.

* “Solo en esta curva, al caminar 40 m, se sube 6 m altiro”.
B Con los datos anteriores, dibujen un tridngulo rectangulo que
represente la pendiente del camino en cada caso.

a. ;Qué relacion existe entre los tridngulos? Expliquen su
respuesta.

b. ;Cuanto mide el &ngulo asociado?

c. Determinen la pendiente de cada camino. ;Qué pueden
concluir?

d. Siquisieran expresar la pendiente como porcentaje, ja qué
valor corresponde?



Actividades de proceso

1. Observa los triangulos. Luego, responde.

C F 22,5cm E
%8 B 30,6 cm
cm 12 cm
= ] 255 cm thdem | 5
15cm D G 27 em H
a. ;Son semejantes los triangulos ABC, EFD y HGI?
» Si, ya que los lados homélogos son proporcionales:
EF _FD _DE_qs GH _ Gl _ HI_ GH _
AB BC CA AB  BC CA EF
iSe puede concluir a partir de esto que a = 3 =~? ;Por qué?
b. Calcula la tangente de los angulos «, 3y ~. ;Qué puedes concluir? M
2 g ol -\ Usa calculadora
_FD_ 12 _
9 =t =73
» Elvalor de la tangente de los angulos o, By v es
c. Calcula las otras razones trigonométricas. ;Se cumple lo —
mismo? (' Glosario ; T
_BC_ _EF_
sen(o) = CA - cos(p) = ED~ Cateto Hipotenusa
opuesto
cos[a]=£=7 senm=g=7
CA H!
Cateto adyacente
sen(f) _DF_ cos(v) _HG_ . .
ED — H - —— Algunas razones trigonomeétricas

d. Sisedibuja un tridngulo semejante a los triangulos ABC, EFD
y HGI, y se calculalas razones trigonométricas para el dngulo co-
rrespondiente con «a, By 4,iqué valores se obtendrian?, ;por qué?

2. Completa calculando aproximadamente seno, coseno y tangente de
cada angulo agudo del triangulo ABC.

senlal) =
sen(B) =
B
cosla) =
cos(B) = 5ot m 4,24 m
tg[(x] =
tg@) = C 3,6m . A

» ;Es cierto que sen(a) = cos(B)? jExisten otras igualdades? Justifica.

para el dangulo « son:

cateto opuesto
hipotenusa

sen(o)

cateto adyacente
hipotenusa

O

o

[

L
|

cateto opuesto

gl = adyacu

+—— Redondea a

la décima

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 8

3. Analiza cada tridngulo. Luego, determina el valor de x completando cada desarrollo.

a. cos(a)=0,6

F
Como cos(a) = QXE = 0,6,
xem entonces DE = 0,6x.
p =& £ Por lo tanto, x =
12 cm
b. sen(B) =0,6
|
5
8m Como sen(pB) = ﬁ =06,
X _
entonces 0.4 HI.
s H Por lo tanto, x =
Xcm
c. tgly) =4
10
L cm K
X em Comotgly) =
Por lo tanto, x =
J

4. Completa la siguiente tabla con la razén trigonométrica correspondiente, las expre-
siones algebraicas y el resultado para cada caso. Redondea los angulos al grado y las
longitudes{en cm)a la décima.

Ang Mdo dado Lado/angulo _ Razorlw _ Expresion Resultado

L a determinar | trigonométrica algebraica

a=20° c=5cm cateto sen(a) = 2 a=c-senla |a=17cm
opuesto a C

p=75° b=35cm hipotenusa ¢

a=70° b=6cm hipotenusa ¢

o _ cateto

B=30 c=65cm adyacente

8-55° |c=75cm |3t
opuesto

a=4cm |b=5cm angulo «

a=4cm |[c=8cm angulo B

214
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5. Analiza los siguientes desarrollos para deducir las razones trigonométricas de un

angulo de 45°, de 30° y de 60°.
a. Eneltriangulo isésceles rectangulo ABC:

C Apllcando el teorema de For definiciéon de las razones

Pitagoras en AABC. trigonométricas y racionalizando.
¢ cz—x2+x2 sen(45°) = —X— =L=ﬂ \)’
2x V2 2
=2x lj> X
45°) = =—=
Ax =N c=V2x cos(45°) T2
tg(45°) =

b. En el triangulo equilatero DEF, el triangulo DGF es rectangulo

= h?+ XZ2
TR N
4 Aplicando el
teorema de
Altura h = gx Fitagoras
E

Punto medio de la base DE
For definicion de las razenes

\[ trigonométricas:
X
sen(30°) —%=7 sen(60°] =
cos(30°) = S5—=_ cos(60°) =
X Sofia Kovalevskaya
2 1 (1850-1891)
tgl30°) = —=— = —== tgl60°) =
9l30°) \3 \3 9l60%) Esta matematica y escritora
2 X rusa, profesora ademas en la
Universidad de Estocolmo, rea-
lizd sus mayores aportes sobre
las ecuaciones diferenciales.
B También incursioné en la fisica,
En resumen con la teorfa general del mo-
vimiento para un cuerpo rigido
En un tridngulo rectangulo, las razones tri- a N que gira En torno a Unppuntgo; y
gonométricas son relamones entre las lon- i en la astronomia, con un traba-
gitudes/de sus lados que se establecen con c b A jo sobre los anillos de Saturno

y en la divulgacion cientifica.
Defendié los derechos de las
mujeres para obtener la mejor

respectoa sus angulos agudos.
Eneltridngulo ABC se definen las siguientes razones con respecto

aléngulo a:

* Seno de a:: denotada por sen(al, es la razon entre el cateto
opuesto ay la hipotenusa c: sen(a) = g

* Coseno de a: denotada por coslal, es la razén entre el cateto
adyacente by la hipotenusa c: cos(a) = =
* Tangente de o denotada por tg(a), es la razén entre el

cateto opuesto a y el cateto adyacente b: tg(a) = g

educacion posible en universi-
dades, donde practicamente no
se las recibfa.

Matematica ¢ 2.° Medio
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Actividades de prdctica

1. Calcula las razones trigonométricas de cada angulo agudo del triangulo.

a. senla)=__ d. sen(B) =
b. cosla) = e. cos(B) =
ctgla)=— fotglBl=—

2. Sin utilizar calculadora, determina el valor de las siguientes expresiones.
a. 3sen(30°) + 2 cos(60°)
b. V3 tg(60°) - 3 tg(45°)
c. sen(30°) - cos(30°)
d. sen(60°) + cos(45°) - tg(60°) - tg(30°)
3. Calcula las medidas de los lados faltantes en los siguientes triangulos rectangulos:

a. C b.

60° 30
16 mm

B A

4. QObserva el tridngulo ABC.

Q

C b A

a. ldentifica las razones trigonométricas para o y 8. ;Como se relacionan?

b

b. Como senla) =%y cos(a) =7, entonces se cumple que a=c - senaly

b =c - cos(a). Ademas, por definicion se tiene que tgla) =§; luego, al remplazar se

tiene que:

3 )
Tgla) =

_ /
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5. Enlaimagen a la derecha se muestra el modelo de una casa. El
angulo o de la pendiente del techo se mide en relacidn con la hori-
zontal. Siel ancho de la casaesde b=12m, su largoc mide 20 my
el angulo que forma el techo con la horizontal es o = 20°, jcudl es la
altura h que tiene la punta del techo sobre el segundo piso?

@@ Actividad en pareja

6. Tracen un bosquejo que les permita representar cada situacion.

a.

La longitud del hilo que sujeta un volantin es de 18 my el angulo
que forma este respecto al suelo es de 30°. ;A qué altura esta el
volantin?

Violeta sube un resbalin que tiene una inclinacién de 30°y 3 m de
longitud. ;Cudl es la mayor altura que Violeta puede alcanzar?

. Un edificio tiene una altura de 72 m. Cuando el sol tiene un angu-

lo de elevacion de 30°, ;qué medida tiene la sombra que proyecta
el edificio?

. Unavion se encuentra a 2100 m de altura cuando comienza su

descenso para aterrizar. /A qué distancia se encuentra de la pis-
ta, si para bajar aplica un angulo de depresion de 20°7?

Alejandro esté recostado en una plaza y observa desdeel piso
un edificio de 110 m de alto. Si el edificio estd a una distancia-de
110 V3 m, ;cudl es el 4ngulo de elevacién con el que Alejandro lo
observa?

Una palmera proyecta una sombra de 12 m en el suelo.
Si el dangulo de elevacion respecto de la parte méas alta del arbol
es tal que su tangente es 0,7, jcudl es la altura de la palmera?

. Desde un faro que se encuentra a 28 m sobre el nivel del mar, se

observa un bote con un angulo de depresion de 60°. ;Cuales la
distancia entre el punto de observacion y el bote?

s anrendi han?o)

¢Qué aprendi hoy? T

n Las medidas de los catetos del triangulo ABC sona=5cmy

a.-;Cudl es la medida de la hipotenusa ¢?

b. Determina el valor de las razones trigonométricas sen(al,

a ¢Como se relacionan tgla] y tg(B)? Explica.

-

b=12cm.

cosla) y tglal.

3

LSaRRoLL0

Lf|oa
Glosario /) —

Anguld'de depresion:

P

Angulo de elevacién:

N

Cuaderno
W, pégina 101
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Tﬂ"er de h(lbilid(ldes Representar

Un parapente parte en la cima de un cerro de una altura de 1840 m. El desti-

no en la altura de 790 m esta a una distancia horizontal de 8,5 km. Si supone-
mos que el vuelo del parapente es en una linea recta, jcual es el angulo entre
el trazado del vuelo y la horizontal?

PﬂS[]o Realizar un bosquejo que represente la situacion, incluyendo los datos
mencionados en el problema.

PHSOG Completar el bosquejo con el fin de incorporar datos que puedan deducir-
se de los datos originales, asi como lamedida que se busca determinar.
Homologar las unidades de medida si es necesario.

PRSUG Identificar cual de las razones trigonométricas permite relacionar los da-
tos existentes con la incognita.

tg lo) = % ~ 0,1235

PﬂSﬁe Usar la calculadora para obtener la medida del angulo.
tg™'(0,1235) ~ 7

P[.]S[]a Luego, el angulo entre el trazado del vuelo y la horizontal es 7°.
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Gustavo se encuentra en un cerro desde donde puede ver dos observatorios
astrondmicos. Uno hacia el este y otro hacia el oeste. Tamara le comenta que la
distancia que existe entre ély el extremo superior de cada observatorio es 6,5 km

para el primero y13—1\/§ km para el segundo. Ademas, Gustavo estima que los

angulos de elevacion con los que puede verlos son de 30°y 60°, respectivamente.

;Cuadl es la altura de cada observatorio?

(A qué distancia se encuentra Gustavo de la base de cada uno de ellos?

A

Cuaderno
pagina 104
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Leccion 8

Tema 2: ;En qué se aplican las razones trigonométricas?

v/ iQué aprenderé?
A aplicar las razones trigonomé-
tricas en diversos contextos para
determinar angulos o medidas de
lados.

W/ ¢Para qué?
Para calcular el tamano de
elementos lejanos y distancias
inaccesibles, tanto por las com-
plejidades del terreno, como por
las distancias astrondmicas.

-\
1 Glosario ;

Diametro angular: didmetro de un
objeto, tal como lo ve en el cielo
un observador, en medida angular.
El didmetro angular de un cuerpo
depende de su tamafo y también
de la distancia a la que se encuen-
tra, pues si esta lejos, su didmetro
angular disminuira.

diametro
angular

Ny

Aunque este taller podria rea-
lizarse tanto con la Luna como
con el Sol, ya que sus tamanos
aparentes.en el cielo son simi-
lares, se recomienda esperar la
Luna llena, por el grave peligro
para los ojos que existe al mirar

directamente al Sol. J

220 | Unidad 3 e Geometria

@ ®® Actividad grupal

Materiales

v/ Una moneda.

v Una regla.
v/ Una huincha métrica.

n Con la moneda, pueden calcular el diametro angular de la
Luna siguiendo estos pasos:

° Enun lugar abierto, busquen la Luna e intenten taparla
exactamente-usando-la moneda, como si fuera un eclipse.
Si es necesario, mientras uno de ustedes sujeta la moneda,
el otro se acerca o se aleja hasta conseguir que la moneda
tape justo el disco lunar.

* Cuando el que esta mirando considere que los tamanos
aparentes de la moneda y la Luna coincidan, otro compa-
nero debe medir la distancia del ojo a la moneda. Midan
también el diametro de la moneda.

a Tracen un esquema de la situacion y, con los datos que se
han conseguido, determinen cual es el didmetro angular de
la Luna en el cielo.

B Si el diametro real de la Luna es de 3474 km, ;cual es la dis-
tancia de la Tierra a la Luna?

B Comparen el valor obtenido con el que obtuvieron los demas
grupos: ;son similares?, ;por qué?

C baié el taller? Individualmente Grupalmente
;Como trabajé el taller? I L
¢Como trabajo mi com- Individualmente Grupalmente

QOO0 QOO

panerola) el taller?



/
“Herramientas
tecnologicas
Calculadora cientifica

En una calculadora cientifica, usa las teclas [sin, (cos |y (tan " para
calcular las razones trigonométricas.

e Siconoces el angulolqweres calcular sen(20°), por ejemplo,
presiona las teclas: (sin’ (2 Jf(l 0,342020143

e O bien en este orden [Liﬂﬂ]@

e Enotros casos es necesario aplicar la relacién inversa, es
decir, dado el valor de una razén trigonométrica, se necesita
saber cudl es el angulo asociado.

0,342020143

e Para esta operacion, usa la tecla SHIFT (o la tecla 2nd) antes
de la tecla para la razdn trigonométrica.
Por ejemplo, si sabes que sen(a) = 0,34, para
calcular el valor de cxpresmna las teclas:

o *\ P

w \r .

SHIFT |(sin) (00 (- (30040 (=)  19,87687407
O bien en este orden:
(000 (3 (4 SHIFT |(sin) (=) 19,87687407

Por ejemplo, para resolver el problema:

El sonar de un barco de salvamento localiza los restos de un
naufragio en un angulo de depresion de 12°. Si.un buzo desciende
40 metros hasta el fondo del mar, jcuanto necesita avanzar por el
fondo para encontrar los restos del naufragio?

40
tg(12°)
En al gunas calculadoras se usa

Ya que tg(12°) = uegod—

LJU,J@]

Mientras que en otras el orden es
(1002 (tan (- J(42(0)(=) 188,185204...

(=1188,185204...

Luego, necesita avanzar mas de 188 metros para encontrar los
restos del naufragio.

\Ayuda_/-— -

Antes de empezar, comprue-
ba que tu calculadora esté en
el modo DEG, ya que esto nos
indica que considera los dngulos
medidos en grados sexagesima-
les, como los que se han usado.

Existen diversos modelos de
calculadoras, no solo conside-
rando el diseno, sino también

el orden con que se digitan las
teclas para cada una de las ope-
racionesy la prioridad que estas
consideran cuando no se utiliza
el paréntesis. Por eso es impor-
tante que practiques para que te
familiarices con su uso y obten-
gas los valores que necesitasy

no otros.

_J

Cuaderno
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Leccion 8

Actividades de proceso

\\’
= Matemadtica y tecnologia = 1. Unarboles5m mas alto que un poste. Desde un punto en el suelo a
[ sextante: ) 10 m de la base del poste, se observa la copa del arbol y el extremo

superior del poste en una misma direccién con un angulo de ele-
vacion de 30°. ;Cual es la altura del arbol y del poste, y la distancia
entre ellos?

El sextante es un instrumento que
permite medir dngulos entre dos
objetos tales como dos puntos de
una costa o un astro, generalmen-
te el Sol, y el horizonte. Conocien-
do la elevacion del Soly la hora
del dia, se puede determinar la
latitud a la que se encuentra el
observador.

\ : ) Considerando el siguiente eshozo de la situacion, en el tridngulo
ABC se tiene que:

. 30°
A 10 cm B X
Punto Poste Arbol
(980°) = - y = 10+ 1g(30%) — y = 10 -gﬁyz 58
Johann Miiller Regiomontano Por lo tanto, el poste mide 5,8 my el arbol, 10,8 m, aproximada-
(1436 - 1476) mente, ya que:
Fue un astronomo y matematico
aleman. Su obra escrita se basa
en tratados de matematica;
centrados en trigonometria (de
la que se le cansidera un fun-
dador] y tratades sobre astro- Por otro lado, en el triangulo CDE se tiene que:
nomia. También realizé disefios 5 5
sobre astrolabios y relojes de tg(30°) = X 7 X= ta(30°) — X~
sol. Por otra parte, descubrid 9
en la nagienteimprenta una Entonces, la distancia entre el postey el arbolesde
forma de divulgar informaciony aproximadamente.
logré. multiples copias de textos
cientificos, en los que edit6
diagramas muy precisos. Fue el ;Qué dificultades en-
primer impresor de literatura contraste?, ;cémo las
cientifica. superaste?
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Desde la torre de control de un aeropuerto, el angulo de depresion
con el que se ve un avion en la pista se aterrizaje es de 72° y si se
aleja 150 metros a la torre, es de 54°. ;Cual es la altura de la torre?

» Un esbozo del problema es:

Torre

El avidn se aleja
[l 150 m de la torre.

De los triangulos se tiene que:
o) _ X N _
tg(18°) = 5 X
Reemplazando (2] en (1):

_h-tg(189+150 ~_ 150
- tq(36°) ~ 1g(3¢°) - tg(18°)

Con la calculadora, se obtiene que la altura de la torre de

controles_ m.

En resumen

Muchos de los problemas de aplicacion de trigonometria tienen que
ver con la resolucion de un triangulo, es decir, con determinar la
longitud de sus lados y las medidas'de sus angulos, a partir de al-
gunos datos. Para resolver estos problemas, se pueden considerar
los siguientes pasos:
e Esbozar un triangulo que represente la situacion.
e Aplicar el teorema de Pitagorasy las razones trigonométricas
de 30°,45° y 60°.
e Utilizaruna calculadora para determinar razones trigonomeétri-
cas de otros angulos o sus relaciones inversas.

Utilizando la definicidon de las razones trigonométricas, es posible
obtener los valores correspondientes para ciertos angulos, tales
como 30°, 45°y 60°:

sen(30°) = % =05 sen(45°) = g ~ 0,71 senl(60°) = g ~ 0,87
cos(30°) —g 0,87 cos(45°) =gz 0,71  cos(60°) —%= 0,5
tg(30°) = Q ~ 058  tgl45°) =1 tg(60°) =V3 ~ 1,73

Observa la relacién entre los
angulos de depresiony los
angulos usados en las razones

trigonométricas.

_
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Leccion 8

Actividades de prdctica

1. Aplicando las razones trigonométricas, determina la medida de cada lado en los si-
guientes triangulos. Puedes utilizar la calculadora.

-~

Usala a. P C.
calculadora C
T mm
6,25 metros
A B
73,73°
R Q
b. N
36,870
25cm
M 0

2. Calcula la medida aproximada de los angulos interiores de cada triangulo.

a. C. 14 cm
4cm
4cm

8cm

b. 60 mm d. 8m

45 mm 5m

3. Estima elvalor de'las incognitas de cada triangulo.
a. b. c.
8
15cm
X 13 cm
12,5cm
(e}
7,5 cm
7,25 cm

Utiliza una calculadora para comprobar tus resultados anteriores.

4. Gabriel, de 1,62 m de altura, se encuentra a 5 m de la base de un edificio y observa el
punto mas alto de este con un angulo de elevacion de 30°.

a. Determina aproximadamente la altura del edificio.

b. SiGabriel se aleja 2 metros de la base del edificio, jen cuanto varia el &ngulo de
elevacion para el mismo punto?

Unidad 3 ¢ Geometria
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5. Enuninstante dado don Pablo observa un céndor que se encuen-
tra a 120 m de altura. Si su telescopio esta en un tripode a 120 cm
del suelo, con un angulo de elevacién de 65°, jcudl es la distancia
entre el condor y don Pablo?

6. Enunaerddromo, dos conos de seguridad, separados por 20 m,
se encuentran en la misma direccion con respecto a la base de
una torre. EL mas cercano a ella estd a 17,5 m.

a. Traza un esquema que te permita representar la situacion.

b. Silatorre mide 10 metros de altura, jcuales son los angulos
de depresion desde su extremo superior?

7. Dos aviones despegan en un aeropuerto formando un angulo de elevacion de 21,8°.
En un instante, en el mismo tiempo y la misma direccion, el primer avién ha recorrido
14,5 km (en diagonal); mientras que el segundo ha recorrido 5,8 km.

a. ;A qué altura se encuentra cada avion?
b. ;Cual es la distancia aproximada, en tierra, que ha recorrido cada'uno?

8. Ladiagonal imaginaria que une La Serena con la cima del cerroTololo, donde se
encuentra el observatorio, mide aproximadamente 87 km y forma un angulo que se
estima en 1,45° con respecto a la superficie terrestre.

a. ;A qué altura se encuentra dicho observatorio astronomico?

b. Sila cima del cerro Tololo estuviera a la misma altura [sobre el nivel del mar) que
La Serena, estima la distancia que existe entre ambos.

¢Qué aprendi hoy?

Valentin y Margarita se encuentran el uno

al norte y la otra al sur del cerro Paranal,

en la Region de Antofagasta, y decidieron
visitar el observatorio astrondmico Paranal,
emplazado en la cumbre del cerro. Antes de
encontrarse, se comunican y.comentan los
angulos de elevacion con los que pueden ver
el observatorio en este momento. Valentin lo
estima en 37° y Margarita, en 12°.

a. Traza un esquema que te permita representar la situacion.

b. Sirespecto de su ubicacién, la altura del cerro es aproximadamente 2600 m, ;qué
distancia'separa a Margarita de Valentin?

c. ;A qué distancia se encuentra cada uno de ellos respecto de la cima del cerro Pa-
ranal? Puedes redondear a la décima los valores obtenidos.

Cuaderno
- J
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Leccion 8

v/ iQué aprenderé?

A aplicar las razones trigonomé-
tricas en diversos contextos en
la composicién y descomposicion

de vectores y determinar las
proyecciones de vectores.

W/ ¢Para qué?

Para aplicarlas a las opera-
ciones de magnitudes fisicas,
tales como fuerza, velocidad o
aceleracion.

( Glosario )

Las coordenadas polares de un
vector son su modulo o magnitud
y su direccién, mientras que las
coordenadas rectangulares co-
rresponden a sus componentes.

NI

En fisica, se utilizan vectores
para representar algunas mag-
nitudes en las que un nimero
solo no basta, pues se requiere,
ademds, indicar la direccién

en que ocurre o se aplica para
describirla correctamente. Por
ejemplo, la fuerza, la velocidad
y la aceleracion se representan
utilizando vectores.

Unidad 3 ¢ Geometria

_

Tema 3: ;Como se determinan las componentes de un vector?

@ ® Actividad en pareja

Cuando conocemos las coordenadas rectangulares de un
vector, se puede calcular su magnitud utilizando el teorema
de Pitagoras. Ahora, si se conoce la magnitud de un vector,
ise pueden determinar sus coordenadas rectangulares?
Comenta con tu companero.

Observen los siguientes vectores:

¢Qué tienen en comun?, ;en qué se diferencian?

Escriban sus coordenadas rectangulares.

Calculen la magnitud de cada uno. ;Qué pueden concluir?

:/Como se puede determinar su direccion? Expliquen.

| La magnitud del vector de la siguiente figura es 200.

i Cuales son sus coordenadas rectangulares?, ;como lo
supieron?

iExiste otra forma de calcularlo? Justifiquen.

Individualmente

QOO

;Como trabajo mi com- Individualmente

paiero(a) el taller? () O

Grupalmente

QOO

Grupalmente

QOO

¢Como trabajé el taller?
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Actividades de proceso
1. En la fotografia, un esquiador baja por una pendiente cuyo angulo de
elevacion es o = 38°. El esquiador tiene una masa corporal de 75 kg,

lo que equivale aproximadamente a la fuerza de G =750 N. El vector
de la fuerza del peso G se muestra verticalmente hacia abajo.

a. Silos ejes coordenados se trazan en la direccion de la pendiente
(X) y en la direccién ortogonal a ella (Y), dibuja lo componentes

-2 . R
del vector G mediante una descomposicion.

b. Usando razones trigonométricas, expresa los componentes del
vector G en la direcciéon Xy en la direccion V.

Redondea@
soima
c. Calcula el valor de ambos componentes. « la dé,
d. ;Qué pasa con los componentes si el angulo de elevacién se Glosario
acercaa 0°7 Ortogonal: dicho de una linea o

de un plano: Que forma un angu-
lo recto con otra linea o con otro

iY siseacercaa 90°? plano.
2. Unavion vuela a la rapidez constante x = 150 km/h. Por un viento Ayuda /
cruzado que viene ortogonalmente con relacion a la velocidad y, \\[/
el avion se desvia por un angulo de 6°. Observa el esquemay usa La magnitud de la fuerza peso es:
razones trigonométricas para resolver. P=mg

Donde meslamasaygesla
aceleracion de gravedad, cuya
magnitud es 9,8 m/s% Por lo ge-
neral se aproxima a 10 m/s?.

a. Determina la velocidad y del viento cruzado. \

Redondea a
la décima

b. Calcula la velocidad total z.

c. Verifica la velocidad total z, aplicando el teorema de Pitagoras.

Matematica ¢ 2.° Medio | 227



Leccion 8

— 3. Calcula el vector velocidad y su direccion, y la rapidez del ciclista
( Glosario ; . . o .
justo después de iniciar un salto. Para ello, considera las compo-

nentes seguln el sistema de referencia dado.

Direccion: es el dngulo que forma
el vector velocidad con el eje X

positivo

Rapidez: de un mévil es la magni-
tud del vector velocidad.

4. Aplica la descomposicion a cada vector y completa.

a. V]=50y =150

YA
V —\
A X
~ [Vl =50
- 1500 v,
< f »
30°
\4 VX
Ve = V=

Considerando que el vector se ubica en el Il cuadrante, se tiene
que:

V = (-50 cos(30°), 50 sen(30°))

~ V3 1)
v_<—5o 57,505

Ayuda / V =(-43,3; 25)
\Aguda_ 2

b. IWl=120y a = 60°
Debido a la direccién y al sentido | | yo
de un vector, sus componentes vA —_\ i
(x, y) tienen el siguiente signo, x
segun el cuadrante donde se
representen: < 0Na0 )?
YA
(- +) (+, +) _
WY
Wl =120
N
< > w
X
\
Wl = W] =

(-, -] v (+, -)
_J Como el vector se ubica en el IV cuadrante, W = [:}
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5. Dado los componentes, determina cada vector. wﬁm/L

YA

5L En muchas calculadoras apare-
v cen las funciones seno, coseno

L y tangente. Para calcular dichas

34 razones para un cierto angulo,

por lo general se presiona la
2T funcién, seqguida del &nguloy

luego la tecla igual. Comprueba
esto para 30°, 45°y 60°.

o
<y

a. Determina el médulode &'y v'.

b. Calcula la medida de ay 8.

6. Un avion comercial despega con una rapidez de 260 km/h en un
angulo de 35° con respecto a la pista.

a. Traza un bosquejo para representar la situacion.

b. Calcula las componentes vertical y horizontal de la velocidad.

En resumen

Los vectores \7x =(x,0)y Vo= [O_y] ubicadoes en el eje Xy el eje Y, respectivamente,
son las proyecciones del vector V' = (x, y) sobre los ejes coordenados, donde V= V+ V

L YA =
R
L .
N 7
’
) OV V_; X)V(

Luego, x e y se llaman las componentes del vector V.

Un vector V se puede descomponer utilizando sus proyecciones sobre los ejes del
sistema coordenado. Para ello, se pueden utilizar las razones trigonométricas del
angule que forma con el eje X:

. V|=IVlcosla) =
|Vy|=yl_—_‘> |:| écosa

|Vy| =1V senla) =y

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 8

Actividades de prdctica

1. Aplica la descomposicion a cada vector segun la magnitud dada. Explica el signo de
cada componente.

a. V=200 c. Wl =18
YA YA
7 45° 710X
B 50° R -
Oy X W v
b. |7 =85 d. |T] =90
YA YA
~“oNe0° X
77’
U
< 300 |
Oy X v

2. Utiliza una calculadora cientifica para completar la siguiente tabla.

Y4

@

K
v
Componentes
Vector Magnitud X Y
G 2,4u
H 1,6 u
I 1.3u
J 2,7u
K 2,7u

Unidad 3 ¢ Geometria



3

LSaRRoLL0

3. Un avién despega a 110 km/h formando un dngulo de 50° con respecto al plano terres-

tre. Calcula las componentes horizontal y vertical de su velocidad.

4. Un barco navega hacia el noroeste con una rapidez de 50 km/h, formando un angu
45° con la vertical que indica el norte.

a. iCudles son las componentes de su velocidad? Es decir, jqué rapidez tiene en la
direccién sur-norte?

b. ;Qué rapidez tiene en la direccién oeste-este?

lo de

5. Ciencias naturales. Sobre un cuerpo se ejerce una fuerza de 6,5 N, formando un an-
gulo de 60° con respecto a la horizontal. ;Cual es el valor de las componentes de esta

fuerza?

o

Ciencias naturales. Si un objeto se desplaza a una rapidez de 17 m/s de modo que

forma un angulo de 60° con respecto a la horizontal, ;cuales son las componentes

horizontal y vertical de su velocidad?

7. Ciencias naturales. Un dron despega desde un punto hacia la cima de un observatorio
astronémico a una rapidez de 20 m/s formando un &dngulo de elevacion igual a 53°.

a. ;Cual es la componente vertical de su velocidad?

b. ;Cual es la componente horizontal de su velocidad?

@@ Actividad en pareja

8. Ciencias naturales. Un auto de masa 1000 kg sube una pendiente con un angulo de ele-

vacion de « = 30°. Un kilogramo de peso genera aproximadamente una fuerza de 10

5

N.

a. Junto con un compafiero, conjeturen acerca de la fuerza minima que debe generar
el motor del auto para compensar la fuerza que tira el auto hacia abajo en direccién

de la pendiente.

b. Apliquen una razon trigonométrica para determinar la fuerza minima que debe ge-

nerar el motor. Pueden redondear el resultado a la décima.

-6 anfend: hou? )
i

ué aprendi hoy?

lo de 30° con el plano terrestre.
a. ;Cudl es la componente horizontal de su velocidad inicial?
b. ;Y la componente vertical?

B Determina la fuerza que se ejerce sobre un cuerpo y su componente horizontal,
sabiendo que su componente vertical es de 10 N y que esta fuerza se aplica for-

mando un angulo de 64° con el plano horizontal.

n Un avion comercial despega a una rapidez inicial de 120 km/h formando un dngu-

-

Cuaderno
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Evaluacion de proceso

n Observa la figura y calcula, en cada caso, el valor de seno,

coseno y tangente del angulo a. §

a.a=2;b=3 a
senfa)=—_ cosla)=—_ tgla)=

b.a=11;b=6 b
senfa)=— cosla) tgla) =

c.a=1;b=5
senfa)=— cosla) tgla) =

B Utilizando el método para determinar razones trigonométricas para angulos especia-
les, calcula cada una de las medidas que se desconocen en los siguientes tridngulos
rectangulos:

a. K b. N

a
60°
L 300
c 10V6 cm
b
9m
30°
60° |_
M 0
a
J

B Aplicando las razones trigonométricas, determina la medida de cada uno de los lados
Redondea a__ que se desconocen en los siguientes triangulos. Puedes utilizar la calculadora.

la décima
61,939
5cm
56 cm
A :

A

%
U
\/_cm

T 72,5 cm
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Calcula el valor de cada incégnita.

a. b. X

30°

18
cm 20 cm

fo\

y
tg(60°] + 3 cos (30°],
(sen (459))2

n La longitud de la diagonal de un rectangulo es 10 cm y forma un angulo de 60° con su
base. ;Cuales son las dimensiones del rectangulo?

B iCual es el valor de

Alvaro y Santiago encontraron un madero de 2 metros de largo y pretenden usarlo
como resbalin, con 30° de inclinacion respecto del piso. ;Cual es altura maxima que
tendria este resbalin?

a Lucas observa un buque de carga desde el balcon de un faro costero, con un angulo
de depresion de 60°. Si el faro se encuentra a 28 m sobre el nivel del mar, jcudl es la
distancia entre el balcon y el buque?

n Rodrigo puede ver un aguilucho que vuela a 90 m de altura, con un angulo de eleva-
cion de 35°. ;Cual es la distancia entre Rodrigo y el aguilucho en ese instante?

m Desde una terraza, al mirar hacia el sur Julieta puede ver dos faroles en la playa, con
angulos de depresion de 60° el mas cercanoy 30° el otro.

a. Sila distancia entre los faroles es de 10V3 metros, ja qué altura sobre el nivel de
la playa esta la terraza?

b. ;Cual es la distancia entre cada uno de los faroles y la base de la terraza?

m Desde la azotea de un edificio se puede observar las
bases de dos kioscos, ubicados hacia el norte y el sur
del edificio, con angulos de depresion de 45°y 75°,
respectivamente. Si la'distancia desde la azotea a la
base del kiosco‘hacia el norte es de 96 m, jcual es la
distancia entre los kioscos?

:_I

m Antonia observa el punto mas alto de una araucaria
con un angulo de elevacion de 60° respecto del nivel de sus ojos. Ella mide 1,60 my la
distancia entre sus pies y la base de la araucaria es de 21 m.

a._Traza un bosquejo que represente la situacion.

b. ;Cual es la altura de la araucaria?

Matematica ¢ 2.° Medio
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Desde un mirador en la costa, Emilia observa un barco y un remolcador que estan en
el mar. Los angulos de depresidn son de 45°y 60°, respectivamente. Ambas naves
estan separadas por una distancia de 110 m.

a. Traza un bosquejo que represente la situacion.
b. ;Cudl es la altura del mirador?

Desde la entrada a un parque, Andrés puede observar la cima de un cerro con unén-
gulo de elevacion de 30°. Al aproximarse 1000 m en direccion a la montana, el nuevo
angulo de elevacion es de 60°. ;Cudl es la distancia entre la entrada al parque y la
cima del cerro?

Una escalera de 3 m de longitud esta apoyada en una pared de tal forma que su extre-
mo inferior estd a 1,5 m de ella. Si el extremo superior de la escalera se desliza 1 m
hacia abajo, ;cuantos grados disminuye el angulo que forma la escalera con el suelo?
Explica.

En el siguiente plano cartesiano, jcuales son las componentes de cada vector?

Y
6
¢
5
B L /
3
o
b -5 -4 3-2 - { 2 3 4 5 6X
1
2
E
=3
D
)
7 -5
-6
\/
a. A = d. D =
b. B = e F -
c = f.F =
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Karina presentd un proyecto para construir dos instalaciones similares cuya forma
sera de prismas de base triangular, apoyados en una de sus caras laterales. Observa
el esquema que muestra el frente de estas instalaciones:

Aunque establecid algunos valores, para poder calcular la canti-
dad total de material a utilizar y el volumen que se ocupara, Kari-
na requiere determinar las medidas de la alturay de los lados de
cada triangulo.

a. Determina la altura de la instalacion menor.

b. Calcula la medida de la base del triangulo de la instalacion
menor, de dos maneras. Primero, utilizando razones trigo-
nométricas y, luego, con el teorema de Pitadgoras. ;Cémo son
los valores obtenidos en cada método?, ; por qué crees que
ocurre esto?, jcual dirias que es el mas exacto? Justifica tu 1<,;,8 metros
respuesta.

c. Determina la altura de la instalacion mayor mediante dos procedimientos: con se-
mejanza de tridngulos y aplicando trigonometria. ;Cémo son los valores obtenidos
en cada caso?, jpor qué ocurre esto?, jcual dirias que es mas preciso? Explica.

d. Sila medida del largo de cada prisma sera de 200 metros, determina el areay el
volumen de cada una de las instalaciones.

Me evalto Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

@ Comprendi las razones trigonométricas en tridngulos rectangulos Q Q Q
y las apliqué para resolver triangulos.

. Apliqué las razones trigonométricas para resolver problemas de la O O Q
vida cotidiana, de geometria y de ciencias naturales.

. Utilicé las razones trigonométricas para componer y descompo- Q Q O
ner vectores y las apliqué en magnitudes vectoriales.

&) Elegi o elaboré representaciones de'acuerdo a las necesidades de Q O O
la actividad, identificando tanto sus limitaciones como su validez.

. Formulé preguntas o expuse hipdtesis propias acerca de una O Q Q Cuqdermo
situacion o un problema. ) pagina 113

Reviso mis metas y estrategias .

n Considera las estrategias que escribiste en la pagina 189: ;han sido eficaces?,
ipor qué?

a iHas podido cumplir las metas que te planteaste? ;Qué podrias mejorar para
lograrlas?
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Matemdtica en accion

ALTURAS INACCESIBLES

Materiales
v/ Un transportador.

v/ Una cartulina o carton
4 delgado.
EUNSTRUCCIUN v/ Una tuerca o algo similar
) o como plomada.
¢ Pega la bombilla o el tubo del lapiz al transportador de manera que . .
. . . v/ Un lapiz pasta o bien una
guede alineada horizontalmente, es decir, a los 0 y 180 grados. bombilla coma vicor

¢ Ata la tuerca al hilo y luego el otro extremo al centro del transpor- v Hilo
tador, dejando unos 10 cm de largo para que pueda moverse y asf '

medir el angulo. @1 N5 va. J

e Usa la cartulina como base, pegando el instrumento en uno de los
bordes largos.

§C0MO SE USA?

Para determinar el dngulo de elevacion de una torre
o algun edificio se debe mirar por la bombilla el ex-

tremo superior del edificio y observar la posicion de
la plomada.

236 | Unidad 3 ¢ Geometria



3

LSaRRoLL0

INSTRUCCIONES

Usa el instrumento construido para determinar la altura de alguna construc-
cién cercana que se destaque en los alrededores.

* Mide el angulo de elevacion al objeto elegido.

)

» Mide la distancia al objeto. Si es necesario, puedes contar tus pasos y luego
medir la distancia que recorres en cada paso para calcular la distancia.

o

» Con las medidas obtenidas, calcula la altura. No olvides considerar tu propia
estatura en el valor final.

)

* Compara la medida obtenida con la de tus compareros. ;Son similares?, ja
qué crees que se deba esto?

L

* Sies posible, averiglen la altura real del objeto y determinen el error entre
los valores. ¢Quién tuvo el menor error?, ;por qué sucedié esto?

Cuaderno
pagina 114
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Mis aprendizajes

APRENDER

CONEMONOS
Apuntes graficos
N

Globos de texto y color
FSCUCHA )"‘
EXISTE UN \\\
PRO(ESA
LOCUTOR /) O
% KJ> CONCEPTOS
CUANDO TENGAS TUS APUNTES PUEDES

DIBUJARLES GLOBOS
P CH (D
[L D i (\GLOBOS DE
DARA SEFALAR ENENTIAR S 0O/ PENSAMIENTO

“»LOS 6L0BOS PUEDEN" APUNTAR EN DISTINTAS DIRECCIONES

5 Orhn rommh D enaTAg f"
o ol POREL IS0 DEL COL00 g

NOTASTE QU TUS 0J05
FUERON POR AQUI PRIMERO?
CONECTANDOLOS = H
LADO & N SEGUNDO ) ON 7 DERS \ DESTACANDO SOL0
CONTENIDO (LAVEj DEL 7 D UNA POR MEDIO
DEL COLOR

PUEDO TENER UN
CONTENIDO CLAVE
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Apuntes graficos con trigonometria

LA TRIGONOMETRIA TIENE APLICACIONES EN DIVERSAS

RAMAS DE LA CIENCIA Y LA TECNOLOGIA.

(@)

-

COMIENTA AQUI

37

SE APLICA ACAC

S~ o
- -
- -

:" MOVIMIENTO ARMONICO
e ML

INGENIFRIA
AFROESPACIAL

a 7/7/,/,/

E‘ % Ahora es mi turno de dibujar

—
Temas para practicar los apuntes graficos:
e ;Como describirias a los chilenos?
e ;Como se celebran las Fiestas Patrias en tu regiéon?
Muestro lo que aprendi usando apuntes graficos:

e El concepto de geometria en general.
e | as lecciones de la unidad de Geometria.

Cuaderno
pagina 115

.A trabajar en equipo, jconsideré
) y respeté los aportes de todos?,

O
i estuve dispuesto a entender
O\> sus argumentos?

@ . Demostré curiosidad e interés
O por resolver desafios matemati-
cos, con confianza en mis

propias capacidades?
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(,QUé Clpl’endl'? Evaluacion final

n Determina cuales de los siguientes objetos son esféricos y cuales no.
Justifica tu respuesta.

a Decide en cual de las rotaciones se puede asociar a una esfera. Justifica los casos en
que no sea posible.

RPN

B Calculael drea (A) y el volumen (V] de cada esfera.

= Pcm b. rz%mm c. d=24m

V= V- V=

A= A=

Calcula el dreay el volumen de cada cuerpo generado considerando la
informacion dada.

a. Un cuarto de circulo. b. Semicirculo.
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CIERRE

B Calcula el dreay el volumen de la esfera inscrita en cada cilindro.
a. b 60 mm

L =
b4 N

T > Usam~ 314
u Si el area de una esfera es 676 cm?, jcual es su volumen? é/

Identifica las razones trigonométricas de cada angulo agudo del tridngulo.

A

5cm
§
12 cm
a. senla) = d. sen(B)=
b. cosla) = e. cosl(B) =
c. tgla = f. tg(p)=

B En el tridangulo ABC que se muestra en la figura, sen(B) = 0,8.

B
a. ;Cuéleselvalordetgla)? tgla)=

b. ;Y elde cos(B)? cos(B) =

Q

C A

16 cm

n En un AABC, rectadngulo en C, el lado AC mide 9 cm. Si sen(3) = 0,4, ;cuanto mide el
lado BC?

C

A L8 PN\ g

m En la siguiente figura, ;cuanto miden los lados ABy BC?

Matematica ¢ 2.° Medio | 241



¢Qué aprendi?

242

Unidad 3 ¢ Geometria

m ;Cuales son los valores de x e y en el siguiente triangulo?

20m

60° 30°
X y

m Considera el AABC, rectangulo en C. ;Cudl o cudles de las siguientes proposiciones
son verdaderas? Justifica tu respuesta.

C
6cm 8cm
AL B>
l. sen[oc]=%
1. tg[B]=%
ll. cos(p) =3

m La diagonal de un rectangulo mide 27 cmy forma un angulo de 30° con su base.
iCudles son las dimensiones del rectangulo?

En un tridangulo AABC rectangulo en C,.el'lado AC mide 5 cm y el lado BC mide 12 cm.

Si awes el angulo opuesto al lado BC, ;cudl es el valor de la expresion %[[O‘]]?
o
m Representa cada vector.Luego, calcula la magnitud vA
y la direccién de cadauno. 3
a. V=(3,-3] 2
b. W=(-15: 2] 3 | N
-3 -2 -1 P 1 2 3X
-y

m En el siguiente plano cartesiano, jcuales son las componentes de cada vector?

a.6= _ A
oY
— 4
b. P= .
J —
c. G= 2 g
= q |
d. R= J — -
2 -1/ b L 5%
AN
-2 R
P 3
Y
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Un estanque esférico apoyado en el suelo tiene un radio interior de 1,5 m y una pared
de 0,03 m de grosor.

a. ;Cual es su capacidad?
b. ;Cual es su area?

m El didmetro de una pelota de basquetbol es de 24 cm y el de una pelota de ping-pong,
de 4 cm.

a. ;Cudl es el volumen de cada una?
b. ;Cuantas pelotas de ping-pong alcanzan el volumen de una pelota de basquetbol?
c. ;Cudlesel dreade cada una?
m El radio aproximado del Sol es de 696000 kmy el de la Tierra, 6378 km.
a. ;Cudl es el volumen del Sol?
b. ;Cual es el volumen de la Tierra?
c. ;Cudl es larazdn entre los volumenes del Soly la Tierra?

m Elisa necesita guardar una esfera de cristal de 1 L de volumen en unacaja.de cartén
para enviarla por encomienda al campo.

a. Elisa quiere ocupar la menor cantidad de cartén posible. ;De qué forma deberia ser
la caja?

b. ;Cudles son las dimensiones aproximadas de la caja'mas pequena en la que se
puede contener la esfera?

m Una industria producira pelotas de goma en dos tamanos distintos: estandar de radio
R,y super, de radio 2R. Para bajar costos, disenaron cajas cubicas lo mas pequenas
posible, para embalarlas, y de un solo tamano, tal que cada caja pueda contener una
pelota super u ocho pelotas estandar. ;En cual de los casos se utiliza un mayor volu-
men de la caja?

Usama 314

@ Para practicar el snooker, un juego derivado del billar, se requiere una mesa similar,
tacos de maderay 22 bolas, como muestra la imagen. Todas las bolas son macizasy
miden 52,5 mm de diametro.

a. Valentina debe fabricar las bolas para un total de seis mesas de snooker. ;Cuantas
bolas fabricara?, jcual serd su volumen total?

b. Ricardo tiene ocho tarros nuevos de pintura,
uno de cada color reglamentario, para pintar
las bolas de tres' mesas de snooker. Si el ren-
dimiento de cada tarro es de 12 m? de super-
ficie'y va a pintar cada bola tres veces, jsera
suficiente la pintura? Calcula cuanta pintura,
expresada en los metros cuadrados que pue-
de cubrir, sobrard o faltara de cada color.

c. Alonso aplicé tres manos de pintura a cada
una de las bolas que pintd, completando
un total de casi 433 cm? pintados. ;Cuéantas
bolas pintd?
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Ciencias naturales. Para una feria cientifica, los participantes de un taller de astrono-
mia tienen el desafio de construir una maqueta del sistema solar que represente cada
uno de los planetas en forma proporcional, de modo que 1 cm en la maqueta equivale

a 320 km en la realidad. Esto, con el fin de que los asistentes puedan dimensionar las

diferencias de tamano que existen entre estos planetas.

a. Siellos determinaron que con esta propor-
cién el radio de la maqueta de la Tierra es
de 19,9 cmy el de Marte es de 10,6 cm, ;cudl
es el volumen de las maquetas de cada
planeta?

b. El didmetro de Mercurio mide 4880 kmy el
de Venus, 12104 km. Entonces, ;cudal debe
ser el radio de sus respectivas maquetas?,
icual es el drea de cada una?

c. Lucas calculd que la cantidad de material necesaria para la construccion del plane-
ta Urano es de casi 2135545 cm?. Determina el radio'de su maqueta.

d. Observando las medidas obtenidas para las dimensiones de las maquetas de cada
planeta, jcrees que los participantes del talleripodran construir la maqueta del
sistema solar, respetando correctamente la proporcion entre los tamanos de todos
sus planetas? Justifica.

Un arbol proyecta una sombra de 12 m en el suelo. Si la tangente del &ngulo de eleva-
cion de la parte mas alta del arbol es de 0,7, jcual es su altura?

Con respecto a un sistema de referencia, una na-
dadora se dirige al extremo opuesto de la piscina
con una rapidez de 4 m/sy con la direccién que
se muestra en la imagen. ;Cuales son las compo-
nentes de su velocidad?

Una palmera proyecta una sombra de 7 m,
como se muestraen la imagen. Usando razones
trigonométricas, ;coémo se puede representar la
altura (h)dela palmera?

Analiza el objeto y las fuerzas que actlan sobre él.

Si el objeto se encuentra estatico debido a una cuerda
con [Nl =50 Ny m =10 kg, determina ay [T]|.

(X:

IT| =
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Me evalto Evaluda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

@ Relacioné la esfera con objetos cotidianos y la reconoci como una
figura 3D generada por la rotacion de una figura 2D. Q Q Q

. Apliqué las formulas del &rea y el volumen de una esfera para
resolver problemas geométricos, cientificos y de la vida diaria. O Q O

. Comprendi las razones trigonométricas en triangulos rectangulos O Q O
y las apliqué para resolver tridngulos.

. Apliqué las razones trigonométricas para resolver problemas de la O O O
vida cotidiana, de geometria y de ciencias naturales.

@ Expliqué demostraciones de resultados mediante definiciones,
axiomas, propiedades y teoremas. O Q O

CIERRE

. Trabajé en equipo, en forma responsable y proactiva, ayudando a
los otros, considerando y respetando los aportes de todos, y Q Q O

manifestando disposicion a entender sus argumentos en las
soluciones de los problemas pagina 118

Reviso mis metas y estrategias

n Lee las preguntas de la pagina 187. ;Como'las responderias ahora?

a Considera las metas-personales que escribiste en la pagina 189: jlas cumpliste?,
ipor qué?

B Ahora que terminaste la unidad, ;qué habilidades te parecen relevantes para estudiar
geometria?

JY qué actitudes?
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PROBABILIDAD
YESTADISTICA

El deporte nos brinda la oportunidad de observar emocionantes espec-
taculos de gran interés, los que motivan la preparacion de los deportis-
tas y los pronésticos deportivos, y generan expectativas en los hinchas
y la prensa. En la organizacidn de estos eventos se deciden los posibles
enfrentamientos por la logistica necesaria y la probabilidad de que al-

gunos rivales participen, lo que puede influir mucho en su desemperio.
¢Hasta qué punto los resultados de una competencia deportiva depen-
den del azar y hasta dénde de una buena ejecucion? Es una discusion

de nunca acabar, en la que se culpa a la suerte de los malos resultados. 2 Laz it
Y es que, aun cuando existan diferencias, a veces gana el que parecia -
mas débil.

;Qué sabes sobre la probabilidad?, ;como .En qué aspectos de la vida diaria se utilizan

se define? Coméntalo con un companero o expresiones como “es probable que...", “la proba-

companera. bilidad de que suceda es nula”? o “ha aumentado
la probabilidad de..."? Nombra tres ejemplos.
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Si algun evento tiene alta probabilidad de
ocurrir, ;se puede asegurar que efectiva-
mente ocurrird? Justifica.

Activo mis ideas

n ., Como erganizarfas un campeonato
deportivo con ocho equipos?

B Si'sejugara “todos contra todos”, esto es,
un partido por cada pareja posible de equi-
posrivales, jcuantos partidos deberian
realizarse?

B . De qué otra manera podria organizarse
el campeonato? Comenta cudles serian
sus ventajas y desventajas.

. Es posible determinar la probabilidad
de que un equipo le gane o no a otro?,
ipor qué?

B Al basarse en las estadisticas de parti-
dos anteriores entre los mismos equipos,
.,cambia la probabilidad descrita? Explica.
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Mis metas y estrategias

é ¢Qué aprenderé? )

A utilizar permutaciones y
combinaciones.

Sobre las variables aleato-
rias finitas.

A comprender el rol de la
probabilidad en la sociedad.

@Cﬁmo lovoy a aprender?_]

7T T 7T e Zae I 7Y

Las actividades de esta unidad \

se situaran en contextos
relacionados con el deporte,

ya sea investigando las distin-

tas formas posibles de organi-

zar un campeonato deportivo,
como analizando la probabi-
lidad que tiene.un jugador o

un equipo de ganar, o'la que

tiene un jugador. de acertar

en un lanzamiento penal, por
ejemplo.

Porrotra parte, el analisis de

las probabilidades nos per-
mitira reconocer las reales
posibilidades de ganar en los

diferentes juegos de azar que
existen en Chile.

——— L.,‘ : N -‘-

W

L

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

A iPara qué me servird?
"Illl

77777 7177 T I

Para calcular probabilidades de eventos y
resolver problemas.

Para definir la variable aleatoria, determinar
los posibles valores de la incognita, calcular su
probabilidad y graficar sus distribuciones.

Para revisar informaciones de'los medios de
comunicacion, identificar suposiciones basadas
en probabilidades, explicar cémo'una probabi-
lidad puede sustentarsuposiciones opuestas,
asi como decisiones basadas en situaciones
subjetivas.

¢Qué actitudes crees que son
necesdarias para aprender probabilidad?

(1L

777 T 7T T 72T T I 77777

e —

= Mostrar una actitud critica al evaluar las evi-
dencias e informaciones matematicas y valorar
el aporte de los datos cuantitativos en la com-
prension de la realidad social

= Usar de manera responsable y efectiva las tec-
nologias de la comunicacion en la obtencién de
informacion, dando crédito al trabajo de otrosy
respetando la propiedad y la privacidad de las
personas.

>




Micio

é ¢Qué habilidades consideras relevantes para estudiar probabilidad? M;
L7777 7777 T T 7 77777 T 777777 77 77 77 1777 7 T 77777 T 7T T T 7 LTI

)

Argumentar y comunicar Representar

> Describir relaciones y situacio- @ = Elegir o elaborar representaciones de acuerdo a

fes meterdiicas ueanee lem- las necesidades de la actividad, identificando sus

guaje matematico, esquemas y & limitaciones y su validez.

graficos. >

= Explicar demostraciones de
resultados mediante definicio-
nes, axiomas, propiedadesy
teoremas.

iQué te gustaria aprender?

Mis motivaciones

QI!S estrategias |

¢ Qué estrategias o procedimientos consi-
deras adecuadas para lograr tus metas?

. Qué te interesa aprender en esta unidad?

L N0

Mis recursos

(;Cuéles. son tus metas personales para i Qué fortalezas y debilidades consideras
esta unidad? que tienes para aplicar tales estrategias?

Sy
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Tecnicas de conteo

Exploro

. Qué conocimientos tienes sobre técnicas de conteo? Escribe tres ideas.

Cuando se cuentan todas las posibilidades, ;es relevante considerar el orden? Explica.

§ »

Aprenderé a: Necesito recordar...
Aplicar el principio multiplicativo en la resolucion = Conteo de casos en
de problemas: experimentos asociados

a repeticiones sucesivas o0 a

= |dentificando reqgularidades en las operaciones S
combinaciones de casos.

utilizadas al representar cada caso. o
= Definicion y calculo de

= Deduciendo y aplicando las férmulas de per- sl

mutaciones, variaciones y combinaciones,
con sus representaciones respectivas.

Aplicar las formulas combinatorias.en la reso-
lucidn de problemas, en especial en casos que
involucran calculo de probabilidades.

¢Qué debo saber?
1. Determina en cada caso la cantidad pedida.

a. Unatienda ofrece poleras de cuatro tallas distintas: S, M, L y XL, todas ellas en cinco
colores diferentes. ;Cuantos tipos de poleras distintas tiene la tienda?

b. En el problema anterior, jcuédntos tipos de poleras habria si, ademas, tuvieran las moda-
lidades cony sin cuello?

250 | Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica
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e Pasaje aéreo, con cuatro
aerolineas para escoger.

e Traslado desde el aeropuerto,
en transfer o en taxi.

¢ Alojamiento en hotel, residen-
cial o cabanas.

¢ Cinco distintas actividades de
turismo aventura.

¢ Ocho visitas a parques nacio- (
nales o termas.

¢ Seis actividades diferente
etnoturismo.

2. Pedro analiza las condiciones del viaje y el alojamiento.
a. ;Cuéntas posibles elecciones puede realizar Pedro?
b. ;Qué operacion relaciona las posibilidades de cada item'y la cantidad posible de elec-
ciones que se pueden realizar?
3. Andrea compara las actividades que se ofrecen.
a. ;Cuantas actividades podria realizar entotatAndrea?
b. ;Qué operacion relaciona las posibilidades de cada item y la cantidad posible de activi-
dades que se pueden realizar?
4. ;Qué diferencias observasentre las posibilidades descritas en las preguntas anterio-
res? Explica.

5. Para cada uno de los casos analizados anteriormente, describe una regla general que
permita calcular las posibilidades.

Me evaluo Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.
Indicador @

. Apliqué algunas técnicas de conteo de casos en experimentos
aleatorios, asociados a repeticiones sucesivas o a combinaciones O O O
de casos.

. Apliqué las reglas de las probabilidades en el contexto de la
resolucion de problemas. O O O

@ Usé modelos, utilizando un lenguaje funcional para resolver

problemas cotidianos y para representar patrones y fenémenos de O Q Q
la ciencia y la realidad.

&) Usé procedimientos matematicos para confirmar la veracidad de O Q Q Cuaderno
una informacién y/o para complementarla. ) pagina 123
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Leccion 9

Tema 1: ;Cuando se aplica el principio multiplicativo?

v/ ¢Qué aprenderé?
A aplicar el principio multiplica-
tivo para determinar la cantidad
de casos posibles en situaciones
que implican ordenamientos de
objetos.

W/ ¢Para qué?

Para realizar calculos sin nece-
sidad de contar uno por uno los
casos.

Individualmente

;Como trabajé Q ( ,/W Q

el taller? Grupalmente
[ OO0
[ ]
Individualmente
¢Como trabajé Q ) Q
i compane- Grupalmente

ro(a) el taller? A~
OO0

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

@@ Actividad en pareja

En una competencia de atletismo, participan Hugo, Marcelo,
Emilio y Rubén. Las marcas que ellos obtengan en cada prueba
se traduciran en puntuaciones con las cuales se estableceranilos
cuatro lugares de la competencia.

n Si se considera el orden en que cada uno termine la compe-
tencia, jcuales son todos los posibles resultados? Escriban
todas las posibilidades.

a.

.Qué procedimiento siguieron para determinar las posi-
bles posiciones?

. ¢Existe otra forma de obtener todas las posibilidades?

Justifiquen.

a El entrenador cree que Marcelo ganara la competencia y que
Hugo resultara ultimo. Si asi fuera, describan con sus pala-
bras los resultados posibles. ;Cuantos casos son?

B Finalmente, Marcelo gané la competencia.

a.
b.

.Cuantos son los resultados posibles?

Para cada caso, jcuantos resultados se generan al cam-
biar el lugar que obtiene Hugo? Expliquen.

.Qué relacién existe entre la cantidad de resultados de
este caso y la determinada en el item anterior? Expliquen.

u Comparen la cantidad de casos que determinaron en el
item 1 con la que determinaron en el item 3. ;Qué relacion
existe entre estas cantidades? Comenten con sus compane-
rosy expliquen.

B Segun todos sus calculos anteriores, jqué sucedera si
Arturo, un quinto competidor, quisiera participar?
Calculen todos los resultados posibles y justifiquen su
respuesta sin realizar una lista.
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Actividades de proceso

Para recordar una clave de cinco letras, Diego decide usar solo las vocales sin repetir
ninguna de ellas. ;Cuantas claves distintas podria crear?

Para abordar este tipo de problemas, podemos utilizar un esquema de casilleros.
En este caso, tenemos 5 casilleros que corresponden al orden que pueden dar a las
vocales. Asi:

ST N B I A I

® Para la primera posicion existen 5 posibilidades, porque puede ser escogida cual-
quiera de las cinco vocales.

e En cada caso hay 4 posibilidades para ocupar la segunda posicion, ya que las
vocales no deben repetirse. Entonces, para los primeros dos casilleros hay
5+ 4 =20 posibilidades.

e Para la tercera posicion, quedan solo tres vocales. Es decir, en total son
20 -3 =60 posibilidades.

e En el cuarto lugar, hay dos vocales disponibles. Entonces, son
60 -2 =120 posibilidades.

e Para el Ultimo lugar, solo queda una opcidn en cada caso. Es decir, hay
5:4+.3-2-1=120+1=120 casos en total.

1. Usando el procedimiento descrito en el item anterior, resuelve nuevamente las activi-
dades del taller, es decir:

a. Sise considera el orden en que cada uno termine la competencia, jcuantos son
todos los posibles resultados?

b. Elentrenador cree que Marcelo ganara la competencia y que Hugo resultaré ultimo.
iCuantos son los resultados posibles?

c. Finalmente, Marcelo gand la competencia. ;Cuantos son los resultados posibles?

d. SiArturo, un quinto competidor, quisiera participar, jcuantos son todos los resulta-
dos posibles?

En resumen

El principio multiplicativo establece que si un procedimiento dado se compone de
dos etapas, que tienen respectivamente my n posibilidades, entonces dicho pro-
cedimiento tiene m - n casos posibles en total. Si luego se agrega una nueva etapa,
que tenga p posibilidades, el procedimiento tendra m - n - p casos posibles, es decir,
siempre se multiplica por la cantidad de posibilidades de cada etapa.

Una permutacion de n elementos es cada uno de los posibles 6rdenes de ellos, sin
repeticion. Se anota la cantidad total de los 6rdenes posibles como P .

(P, se lee "pe sub ene”)

El total de permutaciones de n elementos sin repeticion se calcula como

P =n<ln-N-n-2)...-2-1

Este producto, de todos los nimeros naturales de 1 hasta n, se llama n factorial

ly se escribe n!).
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Leccion 9

Actividades de prdctica

1. ldentifica, en cada situacion, si las permutaciones asociadas tienen elementos distin-
tos o repetidos.

Situacion Tipo de permutacion

Las formas en que se puede distribuir un grupo
de 15 trabajadores en 15 puestos de trabajo.

Los nimeros que se pueden formar con los
digitos de tres dados de seis caras.

Las maneras en que se pueden ordenar las
letras de la palabra INTELIGENCIA.

El orden de llegada a clases de los 30 estudian-
tes de un curso.

2. Calcula el valor de las siguientes expresiones:

a. ol b. 7! c. 12! d. 8!

3. Escribe en cada caso una expresion (sin desarrollarla) que corresponda a la respuesta
de cada pregunta.

a. Rosario tiene 12 libros de una coleccién que ha comenzado a formar. Si para guar-
darlos ha instalado una repisa en su pieza, ;de cuantas maneras puede ordenarlos?

b. Miguel es profesory en su cursohay 32 estudiantes. Si los quiere formar en fila,
ide cudntas maneras puede hacerlo?

4. A continuacion, se muestran las 24 permutaciones posibles de las letras A, B, Cy D.
Obsérvalas y responde las preguntas.

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

a. ;Cuantas permutaciones comienzan con cada una de las letras?, jpor qué debe ser
asi? Justifica.

b. Considera las que comienzan con la letra B. ;En cudntas de ellas la segunda letra
es la A?, ;ocurre lo mismo con las otras letras?, ;por qué?

c. Describe el procedimiento que se utilizd para hacer la lista de las 24 permutaciones
sin repetir ninguna.

5. Explica con tus palabras por qué las siguientes igualdades son correctas.

7!
da. ﬁ = 6'7
b. 8/.9=9l

254 | Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica



6. E
E
a
7. C

scribe en cada caso una expresion con factoriales que sea equivalente a la dada.
xplica.

.5:6-7-8-9-10 b. a+1)-@a+2)-(@a+3) -...-(a+n)

uatro personas (simbolizadas por cada color) caminan en fila hacia una mesa redon-

da. Manteniendo el orden, se sientan en ella como se muestra.

8. S

formas pueden sentarse alrededor de una mesa
circular en cada caso? Escribe una expresion que las
represente.

a
b

C.

d

EEaT -
Representa todos los ordenamientos posibles en la fila y todos los ordenamientos

posibles en la mesa circular.
¢Qué tipo de razonamien-
to utilizaste? Explica.

Por cada ordenamiento en la mesa circular, jcuantos ordenamientos hay-que son
equivalentes con él?

. Considera los ordenamientos alrededor de la mesa: ;jhay
ordenamientos que sean equivalentes entre si?, ;por
qué? Comenta con tus companeros y companeras.

;Qué relacion hay entre la cantidad de permutaciones en fila y la cantidad de orde-
namientos que hay alrededor de una mesa circular? Explica.

egun lo analizado en el item anterior, ;de cuantas

. 7 personas.
. 8 personas.

12 personas.

. 15 personas.

9. Para la fotografia oficial de la temporada, los 11 jugadores de un equipo profesional de
futbol se ubicaran de pie, uno al lado del otro. Sabiendo que el capitan del equipo no es

e

a.

a.

b.

¢Qué aprendihoy? W

Una camiseta de un equipo de basquetbol se compone de dos secciones. La primera
seccion puede ser blanca, roja o verde; la segunda puede ser negra, azul, amarilla,
naranja o café.

L arquero:

iDe cuantas maneras pueden ubicarse para la foto si en cada extremo debe ubicar-
se el capitany el arquero?

. ¢;De cuadntas maneras pueden ubicarse para la foto si el capitany el arquero deben
aparecer juntos?

iCuéntas combinaciones de colores posibles hay?

Si se quiere aumentar el nimero de combinaciones posibles agregando una opcion

de color a una seccién de la camiseta, ja qué seccion conviene mas agregarla?
Explica. Cuaderno
) pagina 124
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Leccion 9

= Tema 2: ;Qué son las permutaciones y las combinaciones?

v/ ¢Qué aprenderé?
A reconocer las variaciones y las
combinaciones, distinguirlas de
las permutacionesy calcularlas.

W/ ¢Para qué?
Para aplicar las permutaciones,
variaciones y combinaciones en
la resolucion de problemas de
probabilidades.

\‘l
= Matemadtica en el deporte —

La idea de la fase por grupos
pretende que cada participante
pueda asegurar un minimo de
partidos jugados que justifiquen
su clasificacion y participacion.
Fue creada a partir de los cam-
peonatos mundiales de futbol,
ya que antiguamente muchos
futbolistas no eran profesiona-
les (tenian sus propios empleos)
y la mayoria de los viajes largos
se realizaban en barco. En

esos tiempos, no era un buen
estimulo obtener el permiso de
viajar para todos, navegar va-
rias semanas, para perder solo
un partido y tener que regresar

inmediatamente.

Y

—

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

@@®® Actividad grupal

Muchos campeonatos, de diversas disciplinas, se organizan en
dos fases: la primera, conocida como “de grupos”, en la que los
primeros lugares de cada grupo clasifican a la siguiente y la se-
gunda, de “eliminacion directa”, donde el ganador permanece en
competenciay el perdedor queda eliminado.

El Campeonato de Futbol Sudamericano Sub-20 se-desarrolla en
dos fases. En la fase inicial se organizan dos grupos de 5 paises
cada uno. Los primeros 3 lugares de cada grupo pasan-a la fase

final.

Consideren los grupos sorteados para el Campeonato Suda-
mericano Sub-20 Ecuador 2017, clasificatorio para el Mundial
de Futbol Sub-20.

Grupo A Grupo B

ﬁ Ecuador, ZArgentina
: Colombia i Uruguay
‘:)’ ‘ Brasil .] Peru
= Paraguay Venezuela
: Chile Bolivia

iDe cuantas maneras puede ordenarse el grupo A?
Comenten y decidan la mejor forma de contar los casos
sin repetirlos ni que falte alguno.

De cada grupo, clasifican los tres primeros equipos a la
segunda fase. Segun estas posiciones se define el orden
de los partidos, por lo tanto, es importante si lo hace en
primer, segundo o tercer lugar. En el grupo A, jqué com-
binaciones posibles hubo para los tres primeros lugares?
Escriban todas las posibilidades.

iCuéntas son todas las combinaciones posibles para los
tres primeros lugares?

;/Como se relaciona esta cantidad con la cantidad de
selecciones que participaron en el campeonato y la de
equipos que clasifican a la segunda fase? Expliquen.
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d. Hay otros torneos en los que, después de clasificar a la segunda fase, se

realiza un sorteo para definir el orden de los partidos, de modo que el orden
en que los equipos clasifiquen no es importante. Si esto hubiera ocurrido en
el Sudamericano Sub-20, jcuantas combinaciones de equipos clasificados
pudieron haber existido en el grupo A?

Hagan una lista de todas las combinaciones.

e. ;Qué relacion existe entre la cantidad de combinaciones que describieron en
los items by d? Expliquen.

f. Sien lugar de fijarnos en los equipos clasificados, nos fijdramos en los que
fueron eliminados, jcudntas combinaciones habria? ;Qué relacién hay con la
cantidad de combinaciones de equipos clasificados? Expliquen.

: A Individualmente Grupalmente

;Como trabajé el taller? Y o

‘ ’ OO0 Oek4)
6 A& il Individualmente Grupalmente
¢Como trabajo mi P

[ companiero(a) el taller? Q () Q Q [ ) Q
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Leccion 9

Y

Un diagrama de arbol permite
representar una secuencia de
realizaciones de un experimento.
En cada etapa, sus ramas indi-
can la cantidad de casos posi-
bles que existen para cada una.

( Glosario )

Factorial: de cualquier nimero
natural n al producto de todos los
numeros naturales menores o
iguales que éL.

n=n+<n-1+.:32-1
Variacion: de m elementos toma-
dosdenennl(conm>n)alos
distintos grupos formados por n
elementos de forma que no entran
todos los elementos ni se repiten,

pero si importa el orden de los

elementos en el grupo. /J

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

Actividades de proceso

1. La profesora Valentina debe seleccionar entre 5 de sus alumnos
(Andrés, Bruno, Carla, Diego y Eugenia) a 3 de ellos, los cuales
representaran al liceo en una competencia. ;Cuantas posibilidades
tiene de hacerlo?

Una forma de resolverlo es mediante un diagrama de arbol, pero tam-
bién es posible imaginar que lo construye para contar las posibilida-
des. Observa.

PASO o Si Valentina tuviera que escoger en orden a sus alumnos, ten-
dria 5 posibilidades para escoger al primero. Luego, para esco-
ger al segundo, tendria solo 4 posibilidades, 3/para el tercero,

2 para el cuartoy 1 para el quinto.
Por lo tanto, en el diagrama de arbol se podrian ver:

5+4-3-2-1=120 posibilidades.

Este producto, 5+-4-3-2-1 corresponde a 5 factorial, que se
escribe bl

PRS0 e Ya que Valentina debe escoger solo a 3 de sus alumnos, el dia-
grama de arbol habria:llegado hasta la tercera etapa, es decir,
habria tenido solo 5«4 - 3 = 60 posibilidades.

Observa que, al “suprimir” las Ultimas dos etapas en el dia-
grama de arbol, se ha debido dividir por 1+2 =2 el nimero de
casos de esas etapas, es decir:

60=120 _5-4-3-2-1_5!__ 5!
2 21 20 (5-3)

Al nimero e llamaremos variacion de 3 objetos

S
(5-3J!
escogidos entre 5, y corresponde a la cantidad de formas en
que se puede escoger, en orden, 3 objetos entre 5 disponibles.
Se anota en este caso como Vg.

PRS0 9 Al considerar estos 60 casos, se estd pensando que escoger,
por ejemplo, a Andrés, Brunoy Carla es distinto que escoger a
Carla, Andrésy Bruno.
Entonces, ya que las 3 personas pueden ordenarse de
31'=3+2+1=46maneras, se debe dividir los 60 casos por estas
6 maneras, para obtener las formas de escogerlos sin importar

el orden: 51
60 _ 10 = 21 __ ol _ 5!
6 30 3te20 (5-3).3!
. 51 o
Al nimero G313l le llamaremos combinacién de

5 sobre 3, y corresponde a la cantidad de formas en que
podemos escoger, sin importar el orden, 3 objetos entre
5 disponibles.



2. Comenta con tus companeros y responde:

a. ;Qué relacion debe existir entre V™ y la cantidad de combinacio-
nes posibles que hay, sin importar el orden? Justifiquen.

b. Sihay 4 elementos, y se quieren escoger los 4 considerando el
orden, jcuantas posibilidades hay? ;Es equivalente a preguntarse
por las permutaciones de 4 elementos? Expliquen.

c. Considerando la pregunta anterior, calcula aplicando la formula

m _ m! . 4 H )
TS o A que equivalen los valoresde m, ny m - n” £ Qué tipo de razonamierj’—7]
d. A partir de lo anterior, ;cudl debe ser el valor de 01?, ;por qué? D DilzEsiEt B 2
En resumen

Sim, n € N, entonces:

* Se llama permutacién de n elementos (se escribe P ] a la canti-
dad de formas en que se pueden ordenar en una fila y se puede
calcular como

P = n!

n

* Se llama variacion de n elementos escogidos entre m{se escri-
be V™) a la cantidad de ordenamientos posibles de n.elementos,
escogidos entre m. La cantidad de ellos se puede calcular como:

m!
Vi = (m - n)!

* Se llama combinacion de n elementos escogidos de entre m a

la cantidad de posibilidades que hay de escoger n elementos de

un total de m, sin que importe el orden en gue son escogidos. wi‘dq/i

La cantidad de combinaciones sewescribe como C7, y se puede
calcular como:

a
b _al_a
m! c b c  bc
Ve _im-n!__ ml
Co = =7 nT ~ al-m-n)!
°la expresiénn!_[%m suele escribirse como (r:) —-que se lee

“m sobre n’~y recibe el nombre de niumero combinatorio.
* Algunas propiedades de los niumeros combinatorios son:
» Cualquier numero sobre 0 es iguala 1.
n
(o) -
e Todo nUmero sobre si mismo es igual a 1.
n —_
(n) = 1

e Un nimero sobre 1 es siempre igual al niUmero.

(0)-

Matematica ¢ 2.° Medio
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Leccion 9

(' Glosario )ﬁ

En un equipo de basquetbol, nor-
malmente, el base es el director
del equipo sobre la cancha.

El escolta es a menudo el mejor
tirador, especialmente a gran dis-
tancia del aro. El alerohabitual-
mente tiene capacidad para llegar
a canasta con rapidez manejando
la pelota. El ala-pivot suele ser un
jugador corpulento que se desen-
vuelve cerca delaro. Por Ultimo, el

pivot acostumbra a ser el jugador
mas-altoy corpulento deliu/iU

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

Actividades de prdctica

1.

Cinco estudiantes se presentan de candidatos para la directiva del
curso. Si se debe escoger a tres de ellos para ocupar los cargos de
presidente, secretario y tesorero, jcuantas son las distintas directi-
vas posibles?

Gustavo tiene una coleccion de 40 revistas de comics, de las cuales
ha decidido regalarle 6 a Florencia, las que ella escoja. ;De cuantas
maneras puede elegir las revistas Florencia?

A partir de un grupo de 10 jugadores disponibles, se.quiere formar
un equipo de futbolito de 7 jugadores. ;De cuantas maneras se
puede hacer?

Un profesor distribuye a sus estudiantes en filas en la sala, de
modo que cada fila tiene 6 puestos. Si en total hay 7 filas, ;de
cuantas formas distintas puede formarse la primera de ellas?

Rosario se cambi6 de departamentoy quiereinvitar a algunos de
sus amigos para que lo conozcan. Como tiene poco espacio, deci-
de invitar a 10 de ellos, pero en‘grupos de 5. ;De cuantas maneras
diferentes puede hacerlo?

Los estudiantes de un curso han organizado una rifa a beneficio de
uno de sus companeros, para el que venderan boletos en toda la
comunidad del colegio. Cada boleto tiene 4 niUmeros impresos, que
estan entre 01 y 30 [ambos inclusive). El dia del sorteo se utiliza-
ra una tdmbola con bolitas numeradas del 01 al 30 y se extraeran
cuatro de ellas sin reposicion. Se adjudicara el premio mayor quien
tenga en su boleto los 4 nUmeros que se sacaron. Si ningun boleto
esta repetido, jcuantos se pueden haber impreso (como méaximo)?

La directora técnica de un equipo femenino de basquetbol debe de-
finiralas jugadoras que integraran la seleccion para un campeona-
to. En su equipo completo dispone de 5 bases, 8 escoltas, 10 aleros,
6ala-pivot y 7 pivot.

a. Enla ndmina final tiene pensado incluir a tres jugadoras por cada
posicion. ;De cuantas maneras puede formar su seleccion?

b. Ella ademas definira para cada posicion la calidad de titular, su-
plente y sparring, es decir, integrante del equipo de entrenamien-
to. Con estas condiciones, jde cudntas maneras puede nominar
la seleccion final?
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8. Ungrupo de 4 amigos se encuentra jugando cartas con un naipe inglés (52 cartas).

Si cada uno de ellos recibe 5 cartas al azar, siguiendo el orden en el que estan senta-
dos, jcuantos posibles repartos hay?

9. Alejandra disend un sorteo en el que se escogeran 12 bolitas de una tombola, de un
total de 20 bolitas, numeradas del 01 al 20. Cada participante del sorteo tendra un
cartdn con 12 nimeros, y resultara ganador quien tenga todos los nimeros escogi-
dos. Marcelo le sugiere que, en lugar de 12 niUmeros, escojan 10, pues habra mayores
posibilidades de ganar, ya que habra menos cartones posibles. ;Estas de acuerdo con
Marcelo?, jpor qué?

10. ;Cuantos numeros de 7 cifras se pueden formar utilizando tres 2 y cuatro 3?

11. Demuestra que si py g son dos nimeros enteros de modo que p > g > 0, se cumple
que<p>= p- +<p—1)

q qg-1 q
12. Una reja de alambre tiene la siguiente forma:
P
A B C D E F G H

Una gota de agua se encuentra en el punto Py en cada uniéon de los alambres puede irse
por la derecha o la izquierda.
a. ;A qué puntos puede llegar enel Gltimo nivel? ;Crees que alguien ha
b. ;De cuantas maneras puede llegar a cada uno de ellos? SIS enuna el

. diferente?, ;por qué?

Explica.
¢Qué aprendi hoy?

N

n En un campeonato de véleibol participan 12 equipos, cada uno de los cuales juga-
ra contra cada rival un solo partido. Al finalizar, se entregaran premios a los tres
primeros lugares.

a. ;Cuantos partidos se jugaran en total?

b. ;De cuantas maneras diferentes puede conformarse el podio?

B Para una representacion folclérica se necesita formar un grupo de 4 estudiantes
de un taller de 8 integrantes. ;Cuantos grupos diferentes se pueden formar? Quqderno
), pagina 126
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Leccion 9

t— Tema 3: ; En qué se aplican las combinaciones?

v/ ¢Qué aprenderé?
A aplicar las combinaciones
en la resolucién de problemas
cotidianos.

W/ ¢Para qué?
Para distinguir las combina-
ciones de las permutaciones
y poder decidir en qué casos
corresponde uno o el otro.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

@@®® Actividad grupal

Cuando se organiza un campeonato de fltbol, en el que los
equipos participantes juegan todos contra todos, generalmente
se intenta que el partido entre los dos equipos que atraen.mas
publico se realice en algunas de las fechas centrales, de modo
que exista una mayor expectativa por el partido, es decir, por una
parte que no se juegue con el campeonato ya definido y, por otra,
que no resulte ser una final anticipada.

Si se esta organizando un campeonato de futbol en el'que partici-
pan 12 equipos:

¢Cuantos partidos se deben jugaren total?

(En cuantas fechas es posible completar el campeonato?,
ipor qué?

En su cuaderno, construyan una tabla en la que se muestre
el desarrollo del campeonato, es decir, cuales partidos se
juegan en cada fecha. Consideren que cada equipo juega solo
un partido por fecha.

Luego, organicen un orden posible para cada partido. ;De
cuantas maneras distintas se podrian ordenar? Expliquen.

Si se prueba haciendo el calendario de los partidos al azar,
icual es la probabilidad de que el partido entre los dos equi-
pos favoritos se juegue entre las fechas 7y 9 (ambas inclusi-
ve)? Justifiquen su respuesta.

: S Individualmente Grupalmente
iComo trabajeé el taller? ) e

\ ,// Q N\ ,,,> Q
;C6mo trabajé mi com- Individualmente Grupalmente

paiiero(a) el taller? / > Q ‘( ) Q



Actividades de proceso

1.

Cada competencia deportiva considera una instancia de desempate
si es necesario determinar un ganador. Por ejemplo, en el tenis, se
recurre al tie break para desempatar los sets. En el basquetbol se
agregan tiempos adicionales de 5 minutos. En el caso del futbol, se
utiliza generalmente la definicion por penales.

Siun equipo cuenta con 11 jugadores al comenzar los penales:

a. iDe cudntas maneras se puede escoger a los cinco primeros
jugadores que patearan, si luego entre ellos definiran el orden
que seguiran?

Ya que los jugadores acordaran el orden en que tiraran después
de ser escogidos, la eleccidn inicial no consideraré el orden.
Por lo tanto, se trata de una de

5 elementos entre 11. En total seran:

b. Sidos jugadores quieren calcular la probabilidad de'ser esco-
gidos ambos entre los cinco primeros tiradores, squé calculos
deben realizar?

Podemos considerar todas las elecciones en las que dos jugado-
res fijos se encuentran presentes. En este caso, el problema se
traduce en escoger solo 3 jugadores.entre los 9 restantes,
es decir:

g__ 91 _ a9

& 31+9-3 36!

La probabilidad, por lo tanto, corresponde al cociente entre los
casos favorables y.los casos totales. Asi:

. R

p. & _ 3l.glu 9L 5.6

BTSN N - TR KT

Por lo tanto, para dos jugadores determinados, la probabilidad de

ser escogidos ambos dentro de los primeros cinco tiradores

o ]

—
( Glosario ;

Ay L

T
Definicidn por penales: serie

de lanzamientos desde el pun-

to penal, para los que ambos
equipos deben comenzar los tiros
con igual cantidad de jugadores.
Primero, se lanzan cinco tiros por
cada equipo, en forma‘alternada,
al cabo de los cuales gana quien
haya anotado mas veces. Si el em-
pate persiste, contindan lanzado

un tiro cada equipo hasta que uno

anota y el otro falla. K_,/J

Recuerda que el factorial de un j
nimero representa una multipli-
cacidn; luego, una expresién con
fraccionesy factoriales gene-
ralmente puede simplificarse.
Observa.

8l 4.6l _ 8l
AT 4177700 T 4T 4

41.6-5-4]
10-9 . 8!
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Leccion 9

2. Enuntorneo de atletismo participan 10 corredoras. Dos de ellas, Emilia y Florencia,
tienen una gran rivalidad y se prevé que ambas obtendran un lugar entre las tres
primeras.

a. ;Cudl es la probabilidad de que esto ocurra?

En primer lugar, se calculan los casos totales para el podio, es decir, la cantidad de
formas en que se puede escoger a tres corredoras, considerando el orden (ya que
es relevante quién es primera, segunda o tercera). Entonces, se trata de la cantidad

de de 3 elementos, escogidos entre 10.
e )
- J

. ;Cuél es la probabilidad de que Emilia supere a Florencia si ambas son finalistas?

Cada caso puede considerarse como un problema de rellenar 3 casilleros, 2 de las
cuales son fijos (las posiciones de Emilia y de Florencia) y el tercero seria ocupado
por alguna de las otras 8 corredoras.

Completa la tabla con los casos en que Emilia le gana a Florencia.

Primer lugar\} Segundo lugar Tercer lugar

Emilia Florencia

Por lo tanto, el total de casos favorablesserd |

Asi, la probabilidad de que ocurra lo descrito serd igual a:

4 )

o J

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica
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3. Eldirector técnico de un equipo de fitbol habia previsto que, en caso de llegar ~  }-J

a los penales, sus dos mejores tiradores patearan el primeroy el Ultimo de los  ~ Usa calculadora
cinco penales. Pero el director fue expulsado durante el partido y el ayudante ’ Para resolver
decidio escoger tanto a los jugadores como el orden de los lanzamientos al

azar. Si solo participaran 10 jugadores por equipo, ;cudl es la probabilidad de que se

cumpla la idea del director técnico?

En primer lugar, como los jugadores fueron escogidos al azar, sin considerar el orden,
los casos totales corresponden a una de 5 elementos esco-
gidos entre 10.

Asi, se pueden escoger de S maneras.

Para calcular los casos favorables a la idea del técnico, sean Ay B sus lanzadores prefe-
ridos, se considera una secuencia de 5 casilleros, con el primero y el Gltimo ya ocupados
por ellos.

Luego, los 3 lanzadores restantes se escogen, sin importar el orden, de entre los 8 juga-

dores disponibles (ademéas de Ay B). Entonces, se puede hacer de D maneras.

El técnico pensd que sus lanzadores preferidos deberian lanzar el primery el Ultimo tiro,
pero sin especificar cual le correspondia a cada uno. Porlo tanto, sus posiciones son
intercambiables de tantas maneras como se pueden ordenar los dos jugadores, 2! = 2.
Asi, los casos favorables son:
! |
20 <20 g 5o
Por lo tanto, la probabilidad de que se cumpla la idea del técnico es:

8!

2-C3_3.51 _

cr ~ 10!
51.5]

En resumen

Los problemas que involucran probabilidades se pueden resolver utilizando variacio-
nes, combinaciones y el principio multiplicativo.

Dependiendo del caso de que se trate, es importante diferenciar si la situacién involu-
cra permutaciones o combinaciones, analizando si el orden es importante o no en la
determinacion de los casos.

Finalmente, se calcula el cociente entre los casos favorables y los casos totales,
simplificando los factores y factoriales presentes seguin corresponda para expresar el
resultado como fraccion irreductible.

Matematica ¢ 2.° Medio | 265
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Leccion 9

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

Actividades de prdctica

1.

En un campeonato nacional de 10 equipos, dos de ellos pertenecen
a la misma ciudad. ;Cual es la probabilidad de que obtengan pues-
tos consecutivos?

Un equipo de véleibol consta de seis jugadores en cancha, pero
el plantel completo es de 9 jugadores. ;Cual es la probabilidad de
que dos de ellos, que son hermanos, sean escogidos para jugar
simultaneamente?

Un grupo de 7 amigos se juntaron a cocinar y almorzar. Acordaron
que, una vez concluido el almuerzo, tres de ellos, escogidos al azar,
lavaran los platos. ;Cudl es la probabilidad de que a Paulinay a
Esteban les toque hacer lo mismo, es decir, que ambos laven platos
0 que ambos no lo hagan?

Considera las letras de la palabra SACABAN.

a. ;Cuantas palabras se pueden formar (cono sin sentido), conside-
rando 5 letras no repetidas?

b. Sise escogen dos letras al azar, ;jcual es la probabilidad de que
sean dos consonantes?

c. Siseescogen dos letrasal azar, jcual es la probabilidad de que
una de ellas sea la A?

d. Sise escogen cuatrode ellas, jcual es la probabilidad de que a lo
mas una de ellas.sea una A?

Se ubica un rey en.un tablero de ajedrez, como se muestra. El rey
solo puede moverse hacia la derecha o hacia arriba, haciendo un
movimiento por vez.

a. ;Cuantos movimientos se deben realizar para llegar a cada una
de las posiciones indicadas por letras en el tablero?

b. Sien cada caso los movimientos se realizan al azar, jcudl es la
probabilidad de llegar a cada posicién del tablero?
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6. Enel poker, se llama “mano” a las cinco cartas que recibe cada jugador. El juego con-

siste en formar alguna de las siguientes combinaciones:

Nombre Descripcion Ejemplo
Escalera Real 5 cartas seguidas, de la misma pinta, Al K| AQ J |10
del 10 al As. L 2 SR SR A
Escalera de 5 cartas sequidas, de la misma pinta, J 10 9 8 7
color sin el As como carta mas alta. Y| Vv | Vv v v
, . 7 7 7 7 4
Poker 4 cartas del mismo valor. v ! s ol &l e
Full 3 cartas de igual valor y otras 2 de igual 515|510/ 10
valor, pero distintas de las anteriores. VvV ¢ | & |9V | &
. . . 8 7 4 3 2
Color 5 cartas de la misma pinta, no seguidas. o alalala
. . ) 9 8 7 6 5
Escalera 5 cartas seqguidas, no de la misma pinta. ol alal vl
, . 6 6 6 Al K
Trio Tres cartas del mismo valor. o v ile &l
Doble par Dos pares de cartas, de los mismos 5 5 3 A A
P valores entre si. LR ALY SR S 4
. 7 7 6 2 | A
Par Dos cartas del mismo valor. o 'Y | e o &

Un jugador ha recibido su mano. Calcula la probabilidad de que tenga:

o o

.o o 0

Q

ué aprendi hoy?

: 5
igual a 28"

Una escalera real.

Un poker de figuras (K, Q o JJ.

Un pdker de cartas de pinta roja.
Un par de niimeros.

Una escalera cuya.carta mas alta sea un 8.

Un full con un trio de figuras y un par. de niumeros menores que 4.

a. ;Cuantas bolitas hay de cada color?

b. ;Cudl es la probabilidad de que las tres bolitas sean blancas?
c. iCuales la probabilidad de que salgan mas bolitas rojas que blancas?
d. ;Cual es la probabilidad de que salgan méas bolitas blancas que rojas?

En una tdmbola hay 8 bolitas en total, rojas o blancas y se extraeran tres de ellas si
reponerlas. Se sabe ademas que la probabilidad de que salgan tres bolitas rojas es

~

n

Cuaderno
) pagina 128
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Evaluacion de proceso

n Identifica si cada situacion tiene asociada una variacion (V), una permutacion (P) o una

~ I >

combinacién (C).

Situacion Respuesta

Los nimeros que se pueden formar
con los digitos 3,5y 7.

Los nimeros de tres digitos que se
pueden formar con los digitos 3,5y 7,
sin repetir.

Los pares de nimeros que se pueden
elegir entre los digitos 3,5y 7.

Los votos de 10 profesores para elegir
al mejor estudiante entre 5 alumnos.

Las parejas de estudiantes que se pue-
den formar con 5 alumnos.

Los rankings de 3 estudiantes, hechos a
partir de 5 de ellos.

En un restaurante se ofrecen diferentes alternativas para los elementos que compo-
nen un almuerzo. Es posible elegir entre tres entradas, cinco platos de fondo y seis
postres, ademas de agua mineral, bebida o jugo. ;De cuantas maneras diferentes se
puede formar un mend?

Una familia, compuesta por el padre, lamadre y sus tres hijos, se sentara al azar en
los 5 asientos disponibles de un teatro. ;Cual es la probabilidad de que los padres se
sienten uno al lado del otro?

En un matrimonio, 4 parejas quieren tomarse una foto en fila junto a los novios, de
manera que cada persona esté junto a su pareja. ;De cuadntas formas pueden orde-
narse para la foto si los.novios deben quedar en el medio?

Historia,.geografiay ciencias sociales. Las placas paten- L
tes de vehiculos en Chile se forman con cuatro letrasy dos ) Usa calculadora
digitos, los que deben cumplir las siguientes condiciones: Para explorar

e No seusan las vocales, ni las consonantes M, N, N o Q.
e El primer digito debe ser distinto de cero.

a. ;Cuantas posibles placas patentes hay?

b. Sise pudiera usar las letras My N, ;cuantas mas patentes posibles habria?

En una fiesta de Ano Nuevo, todas las personas presentes se abrazaron entre si una
vez. Si en total se dieron 120 abrazos, jcuantas personas habia?

En un curso hay 25 estudiantes, de los cuales 10 son hombres y 15 son mujeres.

Se quiere formar una comision organizadora, que debe estar formada por 3 hombres
y 4 mujeres. Calcula la cantidad de comisiones posibles que se pueden formar si se
quiere que aquella:

a. se forme completamente al azar; c. incluya a Pablo y Gabriel;
b. incluya a Fernando y Emilia; d. incluya a Maria y Claudio, pero no a
Teresa.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica
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B Calcula en cada caso el valor de x.

a. V10=720
b. C%="56

c. Vr=1680
d. Cx=5005

n De un naipe inglés (52 cartas, sin comodines] se extraen 3 de ellas. Si los ases se
consideran como numero 1, calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

a. Que todas las cartas sean figuras.
b. Que haya mas figuras que niumeros.
c. Que haya mas numeros que figuras.

m Una empresa de juegos de azar quiere realizar un sorteo con una témbola con'nu-
meros del 1 al 30, y cartones con 5 nimeros impresos, sin repeticiones-entre car-
tones. Se extraeran 5 niUmeros al azary se otorgara un premio a quienes obtengan
4 05 aciertos. Al presentar este sorteo al directorio de la empresa, se plantean las
siguientes sugerencias:

e Aumentar a 32 los nimeros de la tdmbola, manteniendo el criterio de entrega de
los premios.

e Aumentar a 6 los nUmeros extraidos e impresos, y premiar a los que obtengan
50 6 aciertos.

e Disminuir a 28 los nimeros de la tdmbola, y premiar solo a quienes tengan cinco
aciertos.

a. ;Cudl es la probabilidad de ganar un premio con las condiciones iniciales del
sorteo?

b. ;Con cual de las sugerencias es mas dificil' ganar un premio?, jcual es la probabili-
dad correspondiente?

c. ;Con cudl de las sugerencias es mas facil ganar un premio?, jcual es la probabili-
dad correspondiente?

Evalta tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @

‘ Realicé permutaciones de hasta cinco elementos, con material Q O O
concreto.o pictéricamente.

Me evaluo

&) Combiné las permutaciones con el sorteo al azar, con o sin Q Q Q

reposicion.

@ Resolvi problemas de juegos de azary de la vida cotidiana, apli- O Q Q

cando combinatoria y permutaciones.

@ Evalué el proceso y comprobé resultados y soluciones dadas de un
problema matematico. Q O Q

&) Mostré una actitud critica al evaluar las evidencias e informacio-
nes matematicas y valorar el aporte de los datos cuantitativos en Q Q Q Cuaderno
la comprensién de la realidad social. ) pégina 130
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AT

Variable aleatoria

Exploro

1
7
/
)
/

. Qué conocimientos tienes sobre variable aleatoria? Escribe tres ideas.

Al lanzar diez veces una moneda, ;qué eventos se podrian contar? Explica.

§

Aprenderé a: Necesito recordar...
Definir y utilizar una variable aleatoria asociada a = Técnicas de conteo aso-
un experimento: ciadas a experimentos
= |dentificando los casos posibles y determinan- aleatorios. B
do las posibilidades para cada uno. = Concepto de funcion y sus
= Determinando la probabilidad de cadacaso elementos..l
posible segln la probabilidad de'cada resultado ~ Construcugn, lectura ki
y la cantidad de casos. interpretacién de graficos de

= Analizando la funcién de distribucién de proba- barras.

bilidad de una variable aleatoria.

= Representando graficamente la funcién de
distribucion.

¢Qué-debo saber?
1. Elenajuega a lanzar tres monedas simultaneamente.
a. ;Cuéantas posibilidades hay de obtener caras?

b. Determina una funcidén f(x] que indique la cantidad de posibilidades de obtener x caras en
cada caso. ;Cudl es el dominioy el recorrido de la funcién?

270 | Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica
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Antes de la implementacion de la Prueba de
Seleccion Universitaria (PSU], los estudian-
tes rendian la Prueba de Aptitud Académica.
Entre los principales cambios se encuentra

la modificacion al reglamento de puntuacion,
implementado en 2014. Con anterioridad a esta

fecha, cada respuesta incorrecta descontaba =3 s Wl ¢ ) & ‘I |
0,25 puntos (se otorgaba 1 punto por respuesta & b s S X =) \‘:‘f

correctay 0 por omitir), con objeto de evitar
que los estudiantes se arriesgaran a respon-
der al azar cuando no supieran con certeza la
respuesta.

Para evitar que los alumnos contesten al azar o por descarte (en lugar de que lo hagan apli-
cando sus conocimientos), al confeccionar una prueba de seleccion multiple, se incluyen
muchos aspectos: se procura que las alternativas tengan una elaboracion similar -ya que en
general los estudiantes prefieren las respuestas mas elaboradas que otras mas simples-, que
no haya alternativas evidentemente descartables y que las letras correspondientes a las alter-
nativas no sigan algln patrén establecido (por ejemplo, ABCDEABCDEABCDE).

2. Marcelo ha respondido cierta cantidad de preguntas de una prueba con certeza.
Para lograr el puntaje que necesita, requiere dos respuestas correctas mas, pero le
quedan cuatro preguntas, cada una con 5 alternativas, y no sabe qué responder.
Decide entonces responderlas al azar.

a. ;De cuantas maneras puede responder estas 4 preguntas?
b. ;jCual es la probabilidad de que una pregunta respondida al azar sea correcta?

c. ;De cuantas maneras puede ocurrir que dos de las respuestas sean correctas?,
icomo lo puedes calcular?

d. ;Cudles la probabilidad-de quelogre su objetivo de obtener al menos dos respuestas
correctas mas?, jqué casos debes considerar? Explica.

Me evaluo Evalda tu trabajo marcando el nivel de desempeno.

Indicador @
O

. Apliqué diversas técnicas de conteo asociadas a experimentos

aleatorios.
@ Comprendi el concepto de funcién y sus elementos. Q Q Q
&) Describi relaciones y situaciones matematicas, usando lenguaje O O O

matematico, esquemas y graficos.

L@ Tomé decisiones basado en conocimientos matematicos. Q Q Q pggﬁ‘ae';ngz
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Leccion 10

v/ ¢Qué aprenderé?

A definiry utilizar una varia-
ble aleatoria, asociada a un
experimento.

W/ ¢Para qué?

Para elaborar diversos anélisis a
partir de un mismo experimento
aleatorio, segun lo que interese
estudiar.

Ayuda /
K\f/ j

En un diagrama de arbol, se
lama rama a cada una de las li-
neas que simbolizan los caminos
a diferentes posibilidades. Los
extremos de las ramas se juntan
en nodos, que simbolizan resul-
tados particulares en una etapa.
El final de cada rama se conoce
como hoja. Recuerda que las se-
cuencias de resultados posibles
se presentan considerando el
orden de ellos.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

_J

t— Tema 1: ;Qué es una variable aleatoria?

@@ Actividad en pareja

Una partida de ajedrez se puede ganar, empatar (conocido como
“tablas”) o perder. En un torneo de ajedrez, cada jugador se en-
frenta una vez contra cada uno de los demas, y a cada jugador se
le asignan tres puntos por la victoria, un punto por un empatey
ninguno por la derrota. Resulta vencedor del torneo quien acu-
mule mayor puntaje. Esta forma de otorgar los puntos se conoce
como “Regla de Bilbao”, ya que fue implementada por primera
vez en esta ciudad el ano 2008, durante un Torneo de Maestros.

muzsy / Shutterstock.com

Construyan un diagrama de arbol para representar los
resultados posibles de tres partidas, para un jugador especi-
fico, de modo que cada nodo del arbol contenga tres ramas,
correspondientes a cada resultado. Utilicen las letras G, Ey P
para indicar si la partida es ganada, empatada o perdida.

;Cuéntas ramas tiene este diagrama de arbol?

Seleccionen tres ramas del arbol, describan en palabras
el desarrollo de los partidos y calculen la cantidad de
puntos obtenidos.

.De cuantas maneras el jugador puede obtener 3, 4y
7 puntos?

En el colegio, se desarrolla un torneo de ajedrez con 4 juga-
dores utilizando la “Regla de Bilbao".

iCuéntas partidas deben jugarse en todo el torneo?

[ J

iCuéntos puntos puede obtener, como maximo, un jugador
que participa en el torneo?

t 1




, . | ) ZStRoLL0
c. ;Cuantos puntos puede obtener, como minimo, un jugador que participa en el

torneo?

[ J

d. ;Es posible que un jugador obtenga 8 puntos?, ;por qué? Expliquen.

e. ;Cudles son todas las posibles cantidades de puntos que puede obtener un
jugador? Escribanlas y describan en cada caso un resultado que permita
obtener dicha cantidad.

[ /

f. Sise sabe que un jugador obtuvo 3 puntos, jes posible saber cuales fueron
sus resultados? Expliquen.

" —— Individualmente Grupalmente
;Como trabajé el taller? N Y ' 3
oo OO0 OENS

Iy [y Individualmente Grupalmente

¢Cdémo trabajo mi = 22N

compaieroa) el taller? C) L) Q () O

Y
= Matemdtica e historia =

Leyenda del ajedrez

Hace mucho tiempo reinaba en parte de la India el rey Sheram. En una de las batallas en
las que participd su ejército perdid a su hijo, y.-eso lo dej6 profundamente triste. Nada de lo
que le ofrecian sus subditos lograba alegrarlo.

Un buen dia, un tal Sissa se presentd en su corte y pidié audiencia. El rey la aceptd y Sissa le
presentd un juego que, aseguro, consequiria divertirlo y alegrarlo de nuevo: el ajedrez.

Después de explicarle lasreglas y entregarle las piezas y el tablero, el rey comenzé a jugar
y se sintidé maravillado:jugd y jugd y desaparecié en parte su pena. Sissa lo habia logrado.

Sheram, agradecido por tan preciado regalo, le dijo a Sissa que como recompensa pidiera lo
que deseara. Este rechazd esa recompensa, pero el rey insistid y Sissa pidié lo siguiente:

“Deseo que ponga un grano de trigo en el primer cuadro del tablero, dos, en el segundo,
cuatro en el tercero, y asi sucesivamente, doblando el nimero de granos en cada cuadro,
y que me entregue la cantidad de granos de trigo resultante”.

El rey se sorprendié bastante con la peticion creyendo que era una recompensa demasiado
pequefa para tan importante regalo y aceptd. Mandé a los calculistas de la corte que calcu-
laran la cantidad exacta de granos de trigo que habia pedido Sissa, es decir:

14+2+4+8+ .. +283 426

Cual fue su sorpresa cuando estos le comunicaron que no podia entregar esa cantidad de
trigo ya que ascendia a:

18446 744073709551615 granos de trigo

Elrey se quedd de piedra. Pero en ese momento Sissa renuncié al presente. Tenia suficiente
con haber conseguido que el rey volviera a estar felizy ademas les habia dado una leccién
matematica que no se esperaban.

(N Y,
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Leccion 10

(' Glosario )

Variable aleatoria: funcion que
toma sus valores de acuerdo con
los resultados de un experimento
aleatorio. Asi, su dominio es el
espacio muestral y el recorrido
corresponde a valores numéricos
segun se defina la funcién.

Se utiliza la notacion X(x).

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

Actividades de proceso

1.

Una tdmbola contiene 24 bolitas, numeradas del 1 al 24, de las cua-
les se escogen 3 al azar. Francisca, Felipe y Jorge apuestan sobre
los nimeros de estas bolitas.

* Francisca dice que una de las bolitas tendra el numero 18.

e Felipe dice que al menos dos de las bolitas contendran ndmeros
pares.

e Jorge dice que una bolita tendra un nimero multiplo de 3.

Al extraer las bolitas, aunque los resultados posibles son los mis-
mos, las variables aleatorias que observa cada uno son diferentes.
Sus apuestas se pueden interpretar de modo que se representen
usando numeros. Observa.

a. A Francisca le interesa cuantas de las bolitas obtenidas tienen el
numero 18. ;Qué valores puede tomar estavariable?

b. A Felipe le interesa la cantidad de nimeros pares obtenidos.
¢Qué valores puede tomar esta variable?

c. AlJorge le interesasi el nimero de la bolita es multiplo de 3.
¢Qué valores puede tomar esta variable?

Considera el experimento aleatorio “preguntar a una persona cual
es su plato favorito”. En ese contexto, determina si cada una de las
siguientes variables corresponde o no a una variable aleatoria.

a. X: cantidad de letras que tiene el nombre del plato.
b. X=0si son solo verduras, X=1 si es solo carne, —

X' =2 sinocorresponde a ninguno de los casos
anteriores.

c. X: nombre del plato.
d. X: costo de preparacion, en pesos, del plato.

e. X: cantidad de calorias que tiene el plato.

f. X:lugar donde se vende el plato.



3. Eneltorneo de ajedrez descrito (pagina 270), la regla de Bilbao para el resultado de

cada partida corresponde a una variable aleatoria X.

a. ;Cudleseldom(X]?

b. ;Cuéles son todos los valores posibles para X(x)? Explica.

c. ;De cuantas maneras es posible obtener 5 puntos?

Aveces, la combinatoria nos puede ayudar a contar las posibilidades correspondientes a
uno de los valores del recorrido. En este caso:

Es como contar de cuantas q Casos
Puntos Corresponde a Calculo .
maneras se puede escoger Posibles
0 Perder las 3 partidas. 0 elementos de 3. (8) = 1
Ganar una partida 'y 1 elemento de 3. <3> -3
empatar las otras 2. 1
3 4
Empatar las 3 partidas. | 0 elementos de 3. (g) =1
Ganar una partida,
4 empatar unay perder El orden de 3 elementos. 3! 6
una.

d. Explica con tus palabras la forma de calcular las posibilidades para los casos res-
tantes utilizando combinatoria. Compara tu explicacion con tus companeros.

e. Completa la siguiente tabla.

Puntos 0 2 3 4 5 6 7 8 9

Posibilidades

En resumen

Una variable aleatoria es una funcién que, a cada posible resultado de un experi-
mento, le asigna un numero real. Por lo general, se denotan las variables aleatorias
con letras mayusculas X, Y, Z, etc.

La ventaja del concepto de variable aleatoria es que nos permite centrar la atencion
en alguna caracteristica comln que tengan los elementos del espacio muestraly
que pueden ser de nuestro interés, mas que los resultados mismos del experimento
aleatorio.
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Leccion 10

V-
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La rayuela consiste en lanzar
un tejo metdlico circular sobre
una caja inclinada rellena con
arcilla desde 14 metros de
distancia. Este receptaculo esté
dividido por la mitad por una
lienza tensada dispuesta a lo
ancho de la cancha. Los jugado-
res se van alternando los tiros
y el tejo que queda més cerca
de la lienza obtiene los puntos.
Si le acierta a la lienza -jugada
conocida como ‘quemada’-se
adjudica doble puntaje. Los
puntos se van anulando si son
iguales entre los contrincantes,
por lo que los partidos pueden
tener una duracion indefinida.

_J

P —

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica

Actividades de prdctica

1.

Para el experimento “lanzar 4 monedas simultaneamente”, se defi-
ne la variable aleatoria X: nimero de sellos obtenidos.

a. ;Qué valores puede tomar X?
b. ;Cual es el dominio de la variable aleatoria X?

c. Determina los eventos correspondientes a X = 3. jCuéntos son los
casos posibles?

d. ;Cuales son los eventos para los cuales X =17, jcdmo los podrias
describir?

e. ;En qué casos se cumple 1 < X < 37 Explica.

Dado el experimento “comprar una caja con 10-ampolletas”, decide
si las siguientes son variables aleatorias. Si fuera asi, identifica los
posibles valores que cada variable puede tomar.

a. X: cantidad de ampolletas quemadas.

b. Y: suma de los watts de todas las ampolletas.
c. Z: color de las ampolletas.

d. W:fecha de embalaje de la caja.

Lauray Antonio practican rayuela, pero no recuerdan cdmo se
otorgan los puntajes. Entonces, deciden que cada uno lanzara tres
veces, por turnos, y.ganara quien mas aciertos haya logrado. Co-
mienza lanzando Laura.

a. Representa en un diagrama de arbol los posibles resulatados del
juego de Laura. ;Cuantas posibilidades hay?

b./;Decuantas maneras es posible que gane Laura?, ;y que gane
Antonio?

Gladys trabaja haciendo el control de calidad de una partida de tor-
nillos. Para esto, extrae consecutivamente 5 tornillos de cada cajay
registra si estan dafados o en buen estado.
