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INTRODUCCION

En el contexto actual, el Ministerio de Educacion ha asumido desde su inicio como
tarea primordial el apoyar a todos los estudiantes, docentes, equipos directivos,
sostenedores y apoderados del pais de modo que puedan, durante la suspension de
clases y en el retorno a clases, apoyar el desarrollo de los aprendizajes esenciales
que nos permitan reducir las brechas educacionales provocadas por la pandemia.

El aprendizaje y el desarrollo del pensamiento matematico es de vital importancia
para los estudios de nuestros estudiantes, pues ayuda a comprender la realidad
y proporciona herramientas necesarias para desenvolverse en la vida cotidiana.
Esta se trabaja sistematicamente ensefiando habilidades y contenidos desde los
primeros niveles de educacion hasta afianzarse en los niveles superiores.

Dada su relevancia, la Unidad de Curriculum y Evaluacion pone a disposicion
para los estudiantes de 4° aflo de Ensefanza Media este manual que les permitira
repasar y ejercitar de manera autonoma las habilidades y conocimientos adquiridos
en Matematica desde séptimo a tercero medio fundamentalmente.

El manual de repaso de Matematica esta estructurado de acuerdo con los mismos
ejes de las Bases Curriculares de Matematica: Numeros; Algebra y Funciones;
Geometria y Probabilidades y Estadistica. Primero se presenta el repaso de la
parte tedrica, luego modelos de ejercicios resueltos con sus soluciones y finalmente
algunos ejercicios para practicar. Ademas de 4 miniensayos, uno por cada eje.
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¢Cémo usar este Manual?

. Lee la parte tedrica y los ejercicios resueltos, no resuelvas las guias de ejercicios,

sin antes haber hecho esto.

. Resuelve la guia de ejercicios del capitulo, aquellos ejercicios que no puedas

resolver, déjalos para un segundo intento, no consultes a tu companero(a) o
profesor(a) inmediatamente, o invalidaras algo muy importante en tu proceso de
aprendizaje. El esfuerzo que realizas para poder resolver un ejercicio permite
que los contenidos, teoremas, propiedades etc., que pasan por tu mente queden
mas «frescos» y fortalecidos en ella.

La gran mayoria de los ejercicios que no resuelven los estudiantes no es debido
a que no sepan los contenidos o codmo resolver los problemas, sino a que no
los recuerdan, por lo tanto, un buen método de preparacion es el anterior para ir
recordando lo olvidado.

. Si al resolver un ejercicio notas que te equivocaste, detente a revisar paso a paso

donde esta tu error, este proceso es muy importante ya que te permite detectar
posibles errores de concepto que debes corregir al momento.

. No es conveniente que resuelvas ensayos sino hasta haber completado por lo

menos el capitulo de geometria, no sacaras mucho provecho si no tienes todavia
en tu mente una buena provision de contenidos.

. Engeneral se ha procurado que los ejercicios de cada capitulo estén «graduados»,

por lo tanto, no deberias tener problemas en los primeros ejercicios de cada guia.
Si los tuvieras solicita apoyo de tu profesor ya que requerirdas mas ayuda que la
que te pueda brindar este texto.
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NUMEROS REALES
Capitulo

1

Los numeros irracionales como 1 = 3,1415926...,

se pueden aproximar por una serie de nimeros
racionales. Por ejemplo, Leibniz, matematico aleman
(1646-1716) descubrié que T = 4(1 —% " % —; . ).
Este tipo de aproximaciones permite que calculadoras
cientificas y computadores puedan trabajar con

nameros que tengan infinitas cifras decimales.

CONCEPTOS CLAVES
> Numeros racionales > Numeros reales
> Numeros irracionales > Aproximaciones

» Conversion a fraccion

7
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/| CONJUNTOS NUMERICOS

Los conjuntos numéricos mas importantes son los siguientes:

CONJUNTO NUMERICO
NuUmeros naturales

DESCRIPCION
N={1,23,..}

Numeros enteros

Z=1{.-3,-2,-1,0,1,2,3...}

Numeros racionales

Son aquellos numeros que se pueden expresar como fraccién, como
los numeros decimales finitos, periédicos, semiperiddicos y enteros.

Q={§/a,be2yb¢o}

Numeros irracionales

Son aquellos numeros que no se pueden expresar como fraccion, como
\/5, 243 - 1, m, etc., se caracterizan por tener infinitas cifras
decimales sin periodo, este conjunto numérico se designa con la
letraQ'o 1.

Numeros reales

Se designa con la letra R y es la unién entre los racionales e irracionales.

R=Qu Q'

Numeros complejos

Son de la forma a+bi donde a y b son numeros reales e i es la unidad
imaginaria, si b=0 se obtiene un numero real, por lo tanto los complejos
incluyen a los numeros reales.

C={z=a+bi/ aybeR}

Resumiendo, tenemos el siguiente esquema:

7 C )
| R |
Q Q
\5
Q...
3-2V2 o= 21182
n=3,1415926...
racionales / \ irracionales
\_ Y,

Observacion:

. , ’ . . 4 .
No son numeros reales las raices de indice par de negativos, como V-9, V-16, etc., ni tampoco

8 cuando se divide por cero.
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// CONVERSION DE DECIMAL A FRACCION

En los racionales los decimales pueden ser finitos, infinitos periddicos o infinitos semiperiddicos, a
continuacion veremos como se pueden convertir a fraccion:
* Decimal finito
Se escribe en el numerador el nimero que forman sus cifras sin considerar la coma 'y en

el denominador van un uno seguido de tantos ceros como cifras decimales tenga.
. 32 1283

Ejemplo: 0,32 = 100° ;1,283 = 1000

* Decimal infinito periodico
Si no tiene entero, se escribe en el numerador el nimero que forman sus cifras sin la
coma y en el denominador van tantos nueves como cifras periddicas tenga.
En el caso que tenga entero, se coloca en el numerador la resta entre el numero que
forman todas sus cifras (sin la coma) con el entero y en el denominador van tantos
nueves como cifras periddicas tenga.

78 145-1 144 16

Ejemplo: 0,78 = 99 : 1,45 = 99 - 99 ~11°

* Decimal infinito semiperiddico
Si no tiene entero, se escribe en el numerador la resta entre el nimero que forman sus
cifras (sin la coma) con el anteperiodo y en el denominador van tantos nueves como
cifras perioddicas seguido de tantos ceros como cifras tenga el anteperiodo.
En el caso que tenga entero, se coloca en el numerador la resta entre el nUmero que
forman todas sus cifras (sin la coma) con el nimero que forman las cifras que no tienen
periodo y en el denominador van tantos nueves como cifras periddicas seguido de tantos
ceros como cifras tenga el anteperiodo.

35-3 =£=ﬁ_42§=428—42 _ 386 _193
920 90 45 7 90 90 45

Ejemplo: 0,35 =

¥/ PROPIEDAD DE CLAUSURA

La propiedad de clausura de un conjunto con respecto a una operacion, se refiere a que si se toman
dos elementos de un conjunto y se realiza una operacion, el resultado que se obtiene esta en el mismo
conjunto.

Las cuatro operaciones basicas en los numeros reales tienen la propiedad de clausura, si sumamos,
restamos, multiplicamos o dividimos dos reales obtenemos un numero real, a excepcion de la division
por cero que no esta definida.

Los numeros racionales también tienen la propiedad de clausura para sus cuatro operaciones, excepto
al igual que en el caso anterior, la division por cero.

Los numeros irracionales no tienen la propiedad de clausura en ninguna de sus cuatro operaciones.

Ejemplos: 2 — V2 y V2 son irracionales, pero si los sumamos resulta 2 que es racional.

V3 ++2 y V3 -2 son irracionales, pero si los multiplicamos, obtenemos (V3 2 — (¥2)=3-2=1, que es
racional, etc.

Al operar un racional con un irracional, siempre se obtiene un irracional, con dos excepciones, si se

multiplica por cero se obtiene cero (que es racional) y al dividir por cero, lo que no esta definido. 9

Prohibida su reproduccion total o parcial.



10

/[ APROXIMACIONES DE NUMEROS REALES

Existen diversas formas de aproximar un nimero, esto puede ser por redondeo, truncamiento o
aproximar por defecto o por exceso.

Redondeo

Se considera la cantidad de cifras indicada y se observa si la cifra que sigue es superior 0
no a cinco, en el caso en que esta sea menor que cinco se dejan las cifras que teniamos

y si es mayor o igual que cinco se aumenta en uno la ultima cifra.

Ejemplo: redondear a la milésima el nimero 3,2568

Como redondeamos a las milésimas consideramos tres cifras decimales 3,256, como la cifra
que viene es mayor que 5 (es un 8), implica que la ultima cifra se aumenta en 1, por lo tanto la
aproximacion a la milésima es 3,257.

Truncamiento

En este caso solo se consideran las cifras pedidas sin importar las cifras que vienen a
continuacion.

Ejemplo: truncar a las diezmilésimas es numero 1,467897

Si estamos considerando hasta la diezmilésima, esto significa considerar hasta la cuarta cifra
decimal y no considerar las cifras restantes, por lo que nos queda 1,4678.

Por defecto

Este tipo de aproximacion significa dejar un nimero con la cantidad de cifras pedidas, menor que
el numero dado, pero lo mas cercano posible.

Ejemplo: aproximar por defecto a las milésimas el nimero 3,67864

A las milésimas significa considerar tres cifras decimales, como el nimero tiene que ser menor
que el numero dado, entonces tiene que ser 3,678.

Por exceso

Este tipo de aproximacion significa dejar un numero con la cantidad de cifras pedidas, mayor que

el numero dado, pero lo mas cercano posible.

Ejemplo: aproximar por exceso a las diezmilésimas el nimero 3,67864

Alas diezmilésimas significa considerar cuatro cifras decimales, como el niUmero tiene que ser mayor
que el numero dado, entonces tiene que ser 3,6787.

// ORDEN EN LOS NUMEROS REALES

Esto se traduce que si tenemos un conjunto de numeros reales, siempre podemos ordenarlos, para ello
existen diversas técnicas, algunas de ellas las veremos a continuacion.
Si queremos comparar dos fracciones podemos multiplicar cruzado para compararlas:

a
b

C

— <= <> ad < bc (siempre que b,d > 0) en el caso en que sean mas de dos fracciones podemos

d

proceder como se ilustran en los primeros dos ejemplos.
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Ejemplo 1

Ordenar de menor a mayor las fracciones
923

20’5’8

Para poder compararlas podemos intentar igualar denominadores, para ello calculamos el m.c.m. entre

ellos y amplificamos las fracciones para que todas queden con igual denominador.

En este caso, el m.c.m. entre 8, 5y 20 es 40, por lo tanto amplificamos para que todas las fracciones

queden con denominador 40:
9 9-2 18 2 2-8 16 3 3-5 15

como 1516 18 3.2_9
omo 40 40 40,360 lene que 8 5 20°

En el caso en que fuese complicado igualar denominadores, se puede intentar igualar numeradores, o

bien convertir las fracciones a decimal.

Ejemplo 2 5 3 _
Ordenar los numeros: 128 Y 0,42
. . s . = — 42-4 38 19
Si convertimos a fraccion el decimal 0,42, obtenemos 0,42 = o0 = 90 = 25 - En este caso el tratar
3

de igualar numeradores o denominadores entre las fracciones: 8 12V 2568 tedioso, por lo tanto lo
mas aconsejable es convertir a numero decimal.

5 3 19 . —
12 < 5:12=0,41666...; g < 3:8=0,375y 45 sabiamos que era 0,42.
_ 3 5 _
Como 0,375 < 0,41666...< 0,42, tenemos que 8 < 12 <0,42.
Ej lo3
Jempro 1412 V2 V2 1

Ordenar los numeros reales: P = , Q= R =—=——-, de menor a mayor.
! 2 TR YR !

En este caso podemos intentar racionalizar primero las expresiones dadas.

_4+V2 _(1+\2)-V2 _N2+2 2 2 (2+1) _2+42

2 T w22 2 RaT iz (2

N2 (2621 _(2-1p
V2+1 (2+1)-(2-1)  (2)7-1 e

V2 +2

P =2+2

Para poder ordenar ,2+12 y3-— 2V2, se puede reemplazar V2 por 1,4 y comparar:

2
V2+2 14+2 34

2 2 2

= :1,7;2+\/§z3,4y3—2\/§z3—2-1,4:0,2,porlotantoR<P<Q.

1
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EJERCICIOS RESUELTOS

; Cuantas veces cabe 32 - 10" en 1,28 - 10°?

Solucioén: .

1 .
Debemos efectuar la division 32107 para ello transformaremos 1,28 - 10°°

6 ana . 4n® 1,28-10° _ 128-10% .
Tenemos que 1,28 - 10° =128 - 10 , entonces 32-107 ~ 32107 , simplificando 128

con 32y restando los exponentes de 10°y 107, obtenemos 4 - 10" =4 - 10" = 0,4.

Una aproximacion de V5 es 2,236067977, utilizando este valor calcula V20 redondeado

a la milésima.

Solucién:

Tenemos que V20 = V4 - 5 = 2V5 | sj multiplicamos 2-2,236067977 obtenemos 4,47212...,
observamos que la cuarta cifra es un uno, como esta cifra es menor que 5, el redondeo a la
milésima resulta ser 4,472.

Siay b son digitos, ¢ cual de las siguientes fracciones corresponde a 0,ab + 0,ba?

Solucion:
_a

Si 0,ab lo convertimos a fraccion tenemos 0,ab = 90 donde representa un nimero

de dos cifras, es decir equivale a 10a + b, por lo tanto O,aB = = 10a ;Ob —a = gag-'o- b,

por otro lado 0,ba = [ba] - a = 10b+ta-b -a+9%
90 90 90

3= at+t9% , 9a+b_10a+10b _a+b
90 90 90 9

entonces 0,ba + 0,b
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Sean a y b enteros mayores que 1, con a > b, entonces al ordenar las fracciones

a a+1

, , de menor a menor resulta:
b-1 b-1

T
o |T

Solucion:

Como a > b > 1, tenemos que as, 1 yg <1, por lo tanto >g ahora si comparamos

b

oo

a a
- con

b b_ 1’ tenemos que

a > 2 a que a tiene un denominador menor vy los
b-1 b Y3 H y

numeradores son iguales.

a+1
Por otro lado b_ 1 > b

Entonce39<§< a <a+1
a b b-1 b-1"

a . :
T ya que el numerador es mayor y los denominadores son iguales.

13
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EJERCICIOS DE PRACTICA

2 -1
1 1
_ 2 _ (_ 2 _ (_ 2 . s 2 =
1. (-3)2 — (-2)2 — (-1)2: 4, <2> +<2>
A) 14 A) -6
B) 4 B) -3
C) 6 C) 4
D) 12 D) 6
E) 14 E) 8
3 1 5 0,2)"=
573
2. — =
2+% A) 4
B) 4,5
A 9 C) 45
1 D) 4,9
B) g E) 5
16
C) o5
6 Six=0241y=5"-10" y z = 12000,
1
D) 3 entonces X? =
1 -8
E) A) 10
B) 10°
B c) 10*
3. La cuarta parte de 0,2 es: D)  10°
_ E) 107
A) 0,04
B) 0,05
C) 0,05 7. De los siguientes numeros reales, ¢cual es
D) 05 el menor?
E) 08
A) 38-10°
B) 390-10"
C) 4200-10°
D) 04-10°
E) 041107

14

Prohibida su reproduccion total o parcial.



10.

11.

Las cinco milésimas partes de 62,5
aproximado por defecto a las milésimas es:

A) 0,312
B) 0,313
C) 0,310
D) 3,125
E) 3,124
5] -

5
A)  —100
B) 10
C) 100
D) 1.000
E) 10.000

1\ 72y
El resultado de <§> +<§> , €S un numero:

A) entero.

B) decimal finito.

C) decimal periédico.

D) decimal semiperiddico.
E) irracional.

En la recta numérica, ¢,cual de los siguientes
numeros esta mas cerca del cero?

A) 0,25
B) -021
C) -03
D) 0,23
E) 0.2

13.

14.

Si el producto 0,24 - 0,75 se divide con 2

3
resulta :
A) 0,03
B) 0,5
C) 0,12
D) 0,27
E) 0,42

Se puede determinar que la expresion

a+b

, con a, b y ¢ numeros enteros y c#0,

representa un numero entero positivo, si:

(1) c(a+b)>0
(2) ayb son multiplos de c.

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

¢, Cual de las siguientes expresiones

corresponde a un numero racional NO entero?

A) (0,2)7
B) 39
0,02
C) 0,2
py 232
0,04
g 08
0,1

15
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15. ¢Cual de los siguientes niumeros NO esta  18.

entre 1,06y 1,1?

A a2
B) o
) i
D) 2%
E) 15%

16. Los tres primeros atletas en una carrerade 149.

100 metros planos, fueron Pedro, Felipe y
Andrés los cuales obtuvieron las siguientes
marcas: 12,27, 12,02” y 13,1” respectivamente.
¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) verdadera(s)?

I) Felipe fue el vencedor.
[I)  Pedro llegd después de Andrés.
[lI) Felipe llegd 18 centésimas de
segundo antes que Pedro.

A) Solo |

B) Solo lll
C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lilyll

17. La superficie de nuestro pais sin considerar
el territorio antartico es aproximadamente
de 755.000 km?2,

Si una hectarea es 10.000 m?, entonces
¢jcuantos millones de hectareas tiene la
superficie de nuestro pais?

A) 7550
B) 755
C) 755
D) 7,55

16 E) 0,755

Prohibida su reproduccion total o parcial.

¢ Cual(es) de las siguientes expresiones
da(n) como resultado un numero entero?

) (10" +10?)"
102 + 1
0 q0++102
|||) 10*+10°®
10°

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollylll

E) Lilyll

a=023-103b=5-10%¢c=0,3-1075,
entonces ab + bc redondeado a la
centésima es:

A) 1,16
B) 1,17
c) 11,51
D) 11,52
E) 0,17



20.

21.

La poblacién de algunos paises de América
del Sur se muestra en la siguiente tabla:

Pais Poblacion
Argentina 43823000
Bolivia 11066000
Chile 18286000
Perd 31660000

¢ Cudl(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

I) La diferencia entre los dos mas
poblados es superior a los
1,215 - 107 habitantes.

II) La suma entre los dos menos
poblados es superior a 29,4 - 10°
habitantes.

[l) Entre todos superan los

1,048 - 108 habitantes.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lillyll

En una cierta mina se extrajeron en cierto
mes 3,7 -10* kilos de mineral y al siguiente
se extrajeron 4,2 -10° kilos.

Siuna tonelada son 1000 kg, ¢, qué variacién
hubo, medido en toneladas, entre lo extraido
entre ambos meses?

A) 5

B) 38,3

C) 383

D) 416,3
E) 383000

22.

23.

24,

En su viaje de vacaciones, una persona
recorrera un trayecto en tres dias.

Si el primer dia recorrié 2 el trayecto y el

segundo dia los % de lo que recorrio primer
dia, entonces ¢cual(es) de las siguientes

afirmaciones es (son) verdadera(s)?

[) El tercer dia anduvo mas que
en el primero.

II) Entre el primerdy segundo dia
recorrio el 70% del trayecto.

[lI) El segundo y tercer dia anduvo

o mismo.
A) Solo|
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lillyll

¢ Para cual(es) de los siguientes numeros
reales, su raiz cuadrada es un numero
racional?

) 16,9-10°
i) 1.960.000
|||) 196 - 103
169 - 107

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollylll

E) Lillyll

Si el producto 0,22 - 0,16 se redondea a
dos decimales resulta:

A) 0,02
B) 0,03
C) 0,04
D) 0,05
E) 0,35

17
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25. Si el producto 0,22 - 0,16 se trunca a dos 28. Sia=02-10°yb=15-10".
decimales resulta: ¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) FALSA(S)?

A) 0,02
B) 0,03 ) a-b=3-10"°
C) 0,04
D) 0,05 ) a’+b=1,54-10°
E) 0,35
1) 5=1540“
26. Seanay b dos nimeros racionales que se
ubican en la recta numérica, tal como se A) Solol
muestra en la siguiente figura: B) Sololl
- . . L . ~ C) Sololll
A4 s o a1 D) Sololyll
E) Solollylll
¢, Cual(es) de las siguientes desigualdades
es (son) siempre verdadera(s)?
29. sSiP=024,Q= 121 yR= ﬁ, entonces al
) a-b<2 500 45
ordenarlos de menor a mayor, resulta:
) -1<a+b<1
A) P<Q<R
Iy 1_%>2 B) P<Q<R
a C) Q<R<P
A) Solo | D) R<P <Q
B) Sololl
C) Sololyll E) Q<P<R
D) Sololylll
E) Lillyll

30. ;Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?
27. Frecuentemente una aproximaciéon de n en
las calculadoras cientificas es 3,141592654; ) 0,32+0,8=1,12
si a y b son respectivamente las aproximaciones ) 02-0,15=0,06
por exceso a la milésima y por defecto a la
centésima de este valor, jcual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

Iy 0,36-0,45=0,16

A) Solol
) a=>b B) Sololl
) a-b=500" C) Sololyll
I a+b<6,28 D) Solollyll
E) Lyl
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
18 D) Sololyll
E) Lillyll
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31.

32.

33.

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

I) Eldoble de 0,05 es 0,1.
I)  Elinverso multiplicativo de 0,6
es 1,5.
)  Eltriple de 0,23 es 0,7.

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl

Sean m y n numeros enteros, se puede
determinar que m? — n? es divisible por 6
si se sabe que:

(1)  m+ nes multiplo de 3.
(2) m-nespar.

A) (1) por si sola

B) (2) porsisola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Siay b son digitos, entonces @ =

’

A) a-b
10

B) 10a-b
10b

C) 10a+Db
10b

D) 1Ma+b
100b

E) 9a+b
10b

34.

35.

Siay b son digitos, ¢ cual de las siguientes
fracciones es siempre igual al resultado de
0,ab-0,a?

A) b%a
Sy =
C) %
D) a;b
5 5

Enlafigura, el punto Ase ubica en el decimal
0,27ye|Benel0,32.Sieltrazoﬁsehadividido
partes

puntos P, Q y R. ;Cual de las
siguientes afirmaciones es (son)

en cuatro iguales por los

verdadera(s)?

) P se ubicaen el numero real

2,825 - 10",

II)  Q se ubica en el numero real
2,95-10™".

[l) R se ubica en el numero real
3,075 - 10",

—o—0o o 0o o —

A P Q R B

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lyl

19
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36.

37.

38.

Sean x = 0,0025  ~_ 25 103 = 0,25
200 Y7 2-10° ’ %7 20000’

icual de las siguientes afirmaciones es

verdadera?

A) x<z<y

B) y<z<x

C) z<y<x

D) x=y=z

E) Ninguna de ellas.

)

Se tienen los nimeros reales: x =

& )

2 4
Y22 1T 2 2 -1
¢ Cual de las siguientes afirmaciones

es (son) verdadera(s)?

) Elmayoresy.
iy y>z>x
i w>z>x.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lilyll

Sea a un numero real, se puede determinar
que a es racional, sabiendo que:

(1) (a+2)*-(a-2)*esracional.

()

ar 2 es un racional distinto de 1.

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Prohibida su reproduccion total o parcial.

39.

40.

41.

Si n es un numero entero, ¢ cual(es) de las
siguientes expresiones corresponden a
numeros racionales?

) (V5 ++3)"- (Y5 —3)
) (W2 +¥3)-2V6)
iy (2 =1 (3 +2V2)

A) Solo |

B) Solo I
C) Sololyll
D) Sololylli
E) Lllyll

¢Cual(es) de los siguientes numeros
corresponden a nimeros racionales?

, 50
V8
Iy (1++2)
1) A
16
A) Solol
B) Sololl
C) Sololylll
D) Solollylll
E) Lillyll

Simy n son numeros enteros, se puede
determinar que m+n es par, sabiendo que:

(1) m-nespar.
(2) m2+2mn +n?es par.

A) (1) por si sola

B) (2)porsisola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional



42.

43.

.Cual(es) de las siguientes afirmaciones 44.

es (son) siempre verdadera(s)?

[) Si el perimetro de un triangulo
equilatero es racional, entonces
las medidas de sus lados son
racionales.

) Siempre el area de una
circunferencia es irracional.

[l) Si la longitud de el lado de un
cuadrado es irracional, entonces
su area es racional.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Sololyll

D) Sololyll

E) Ninguna de ellas.

SiA=0,2-10% B=200-10*y
C =2000 - 105, s cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) B=10A
) B=C
A_C
1) B-A
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lilyll

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) siempre verdadera(s)?

I)  Elpromedio entre dos irracionales
es irracional.
Il) Ladiferencia entre dos racionales
es racional.
[lI)  Silasuma de dos numeros es

racional, la diferencia también.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

SiP=+v8,Q=132 yR =12, ;cudl(es)
de las siguientes expresiones corresponde(n)
a numeros racionales?

) P+Q
PQ
I R
i PQR
A) Solo|
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll
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46.

47.

Siqy rsonmultiplosde p,cong#ry p =0,
entonces ,cual(es) de las siguientes
expresiones es (son) siempre numeros
enteros?

q-r
I
) p
2 2
oy I
p
ny -
q-r
A) Solo|
B) Solol
C) Sololyll
D) Solollylll
E) LIyl

a, b y ¢ son numeros racionales, cuya
ubicacién en la recta numérica se muestra
en la siguiente figura:

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) a?<b?<c?

| —

)

o=
o=

[~ ®

' a2 " b2 ¢

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll

Prohibida su reproduccion total o parcial.

48.

49.

Sean a y b dos numeros enteros y distintos,
se puede determinar que la solucién de la
ecuacion en x, ax-bx=a+b es un numero
entero negativo, sabiendo que:

(1) (a—Db)esun divisor de (a+b).
(2) a?-b%*<0

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

, X+y . -
Sia-= X—y’ ¢cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Six#y, entonces a>1.
) Siy<0<x,entoncesa<1.
) Six<y<0,entonces a>1.

A) Solol

B) Sololl

C) Solo llI

D) Solollyll
E) Lyl



RESPUESTAS CAPITULO 1

1. 2.E 3.C 4.D 5.B 6.D 7.D 8.A 9.C 10. A
1. 12.D 13.C 14.C 15. E 16. D 17.C 18.D 19.B 20.D
21. 22.D 23.E 24.C 25.B 26. E 27.C 28.C 29.E 30.D
31. 32.C 33.E 34.B 35.E 36.D 37.E 38.D 39.E 40.C
41. 42. A 43.C 44.B 45. A 46.C 47.D 48.C 49.D
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POTENCIAS Y RAICES

Capitulo

2

El simbolo de raiz cuadrada lo utilizé por primera vez en 1525 el matematico polaco
Cristoph Rudolff. En un principio era una “r’ de “root” (raiz en inglés) que con el transcurso

de los afnos se fue transformando.

CONCEPTOS CLAVES

> Base y exponente » Conversion entre potencia y raiz
> Racionalizacion

24
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Y/ DEFINICIONES

Definicion de potencia

Si a es un numero real y n es un numero entero positivo, entonces la potencia a" se define

como el productoa-a-a- ... a(n—veces).

1
También se definea®=1ya™" = a (a#0).

Definiciéon de potencia de exponente racional.

Una potencia de exponente fraccionario es equivalente a una raiz:

6. Igualdad de potencias

A"=B"—>A=B (conA#0,A#1,B#0,B#1)

a" = Yam
¥/ PROPIEDADES
1. Producto de potencias de igual base 7.
Am_ An =Am+n
2. Divisién de potencias de igual base 8.
An n-m
An A
3. Potencia de potencia 0.
(An )m = Anm
4, Producto de potencias deigual exponente  4().
A"-B" = (AB)"
5. Divisién de potencias de igual exponente
; 1".
A" [A
B" \B
12.

Eliminacion de raiz
VA" = |A|, en el caso que A> 0,
se tiene que VA" =A

Producto de raices de igual indice
VA - VB =VAB

Division de raices de igual indice
VA \/g

VB~ VB

Amplificacion y simplificacion de indice
con exponente

WA = YA VAT = "VA™

Raiz de raiz

(¥R ="~

Ingreso de factor dentro de una raiz

A-YB=YA"-B (A>0 siAes par)

(*) Se entendera la validez de las propiedades siempre que las raices existan, es decir estan definidas

en los reales.

25
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/| RACIONALIZACION

La racionalizacion consiste en eliminar las raices que estan en el denominador de una expresion
fraccionaria. Veremos aca solo los casos mas utilizados.

A) En el denominador aparece solo una raiz cuadrada y no hay adiciones ni sustracciones.
Para eliminar la raiz del denominador, se amplifica por la misma raiz que aparece.

Ejemplo:
Racionalizar @

Amplificamos la fraccion por V8.

4-V8 48 V8  \4:-2 _2@_@
V8-v8 8 2 2 2

B) En el denominador aparecen adiciones y sustracciones donde uno o ambos términos son
raices cuadradas.
En este caso, se amplifica la fraccion de modo de formar una suma por su diferencia.

Ejemplo:
Racionalizar 3_+3

Amplificamos la fraccion por 3 + V3 para formar una suma por su diferencia.

9-(3+V3)  93+V3) 93+V3) 3(3+43)
3-V3)-(3+V3) = 3 -(V3)y 6 2

C) En el denominador aparece solo una raiz de indice superior a dos y no hay adiciones ni sustracciones.
Para eliminar la raiz del denominador, se amplifica por una raiz del mismo indice de la que aparece,
con un exponente tal que al sumar con el exponente de la raiz que aparece resulte un multiplo del indice.

Ejemplo:
Racionalizar 10
2

Amplificamos la fraccién por /22, asi al multiplicar ambas raices se eliminara la raiz que aparece.

1047 _ 1032 _ 10 4F _ 5 37
Z oz Z 2 2
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EJERCICIOS RESUELTOS

327 _ 325
229 _ 227 =

Solucién:
Cuandosetieneunasumaounarestadepotenciasdeigualbase,sedebefactorizarporlamenorpotencia.
En la diferencia 3% — 3%, se factoriza por factor por 3?°, entonces nos queda, 3%-(3% - 1).
Enladiferenciaque se ubicaen eldenominador, factorizamos por 2%, entonces resulta 22’-(22—1), por
lo que la fraccion dada queda de la forma:

3277 _325  3%(32-1) 3%.g 325.28 325.93 34 (

24
29 527 — n27/02 T 521 a7 = 27 = 5z O bien 3 (prop. 5)
2% % T (2 _q) 227.3  2¥.3  3:27 " 2% 2

&
N)

2

Solucién:

Como las raices que aparecen tienen distinto indice, se pueden igualar amplificando el indice con el
exponente (prop. 10), igualando todos los indices a su m.c.m que es 6:

En 127, se amplifica el indice y el exponente por 2, Y27= 322, en V2 se amplifican por 3, V2= 32° .

2 @

2
GZZ-W 6[n2. n3 6[05 6[25 o
\/_5/5 = '\/ 2 22 = \/7, por prop. 2: \’27 = \/2_, simplificando el indice y el exponente, prop.10

resulta V22

Por lo que la expresion dada es equivalente a: , por propiedades 8 y 9:

3. Sim>0ym>n, entonces V4m2— 4mn + n? — yn2— 2mn + m? =

Solucion:

La expresion Y4m2— 4mn + n? se puede poner de la forma: 4/(2m - n)?, comom >0y m > n, se
tiene que 2m > n, por lo que 2m — n > 0, por prop. 7; y(2m — n)?= 2m — n.

La expresién Yn?— 2mn + m? es equivalente a y(n — m)? pero m > n, por lo que n —m < 0,

por prop. 7, \(n—my = [n—m| = m - n.

Entonces V4m2—4mn +n2 —Vn2-2mn+m2 =2m-n)—-(mMm-n)=2m-n-m+n=m.

27
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. #+3+3=

A) 3
B) 3°
c) 3
D) 9
E) 9

2. 50-\18-8=

A) 0
B) 24
Cc) &2
D) 40
E) 60

3 210 + 211 —
A) 221
B) 222
C) 4«
D) 610
E) 3. 210
V8 -6

4 =

V3

A) 2
B) 4
C) 6
D) 8
E) 16

28
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V2020
\0,2020
A) 104
B) 102
C) 102
D) 10"
E) 10

(0,00036)* : (6000)3=

A)  67°-10°

B) 6°-10"

C) 6%-10%

D) 6°-10%

E) 6°-10%

Sean los nimeros:a=+v2 ;b= 1 c=14.

V2

Al ordenarlos de menor a mayor, resulta:

A) c-b-a
B) a-b-c
C) a-c-b
D) b-a-c
E) b-c-a

(V2 -1y - (1 +72)*=

A)  -4+2
B) 242
C) V2
D) 2
E) 0



V20 ++45 _ 12. 1 1 -
V5 V2 -1 2
A) 5 7
B) 7 Ay THN2
c) 5 1
D) V13 B 2
E) 2+3V5 1
C) 3
Dy 2* V2
24+ 2° _ E
561 o7
26+ 27 B - 2+2
A) 24 2
B) 27 1 +%
Cc) 2 13. Elresultado de — Y2 es un numero real
, V21
D) 2 que esta entre:
E) 23
A 1y2
B) 2y3
Se puede determinar la potencia a", con C) 3y4
a y nracionales y a#0, si se sabe que: D) 4y5
(1) an=9 E) Sy 6
1
3N—=_ _°
2 a 57

14. (3 +V2)' (2 -\3)'=
A) (1) por si sola

B) (2) porsisola A)  3V2-243

C) Ambas juntas, (1)y (2) B) V2 +43

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2) C) 30

E) Se requiere informacién adicional D) 2 -3
E) 3-+2

15. SiP=44++7 +V4 -7, entonces P? =

A)

B) 8

C) 14

D) 16

E) 242 29
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16. (20 -2y =

17.

18.

19.

A) 2™
B) 4
C) (0,25)
D) (0,25)"

E) (0,5)2+2n

La resta 2" — 1 NO es divisible por:

A)
B)
C) 5
D) 13
E) 25
21.
El resultado de 240 + 23° + 236 es divisible por:
)] 8
) 10
) 100

Es (son) correcta(s):
A) Solo |l 22.
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

2T+ 20 4
Si 32 = 9 entonces el valor de 2x + 1 es:
A) 5
B) 15
C) 14
D) 13
E) 11

Prohibida su reproduccion total o parcial.

20. ;Cual(es) de las siguientes expresiones es

8 7
(son) equivalente(s) al cuociente % ?
) (1,5
I  (0,6)°
36
1) 5
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyl
E) Lillyll
V75 4 V48
V3
A) 3
B) 9
C) 3
D) 2V3
E) 43

Sean los nimeros: x =V3 —V2;y=V3++2;

3
z = —, entonces xyz =

\/E
A) 1+6
B) V3 +42
C) 3
D) 6
2
E) 6



23. Siab=+3 yb=+3-12, entonces a: 26.

24,

25.

A) 3+46
B) 3+43
C) V3++2
D) -(1++2)
E) -2

¢ Cual de las siguientes expresiones NO es
equivalente a 2V6?
A) N72

V3

B) VW12 - V443 27.

C) V2v7+2 ‘\2N7_2

D) (V2++V3++5) (V2 ++3-+5)

E) (3+v2)'-(3-+2)

28.

A) 1
B) JT
C) %
D) ?T
E) %

Se puede determinar el signo de la potencia
a", con a un numero racional distinto de
cero y n un numero entero, si se sabe que:

(1) a™<o0
(2) a2n+1 < 0

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Si A=2"+2" entonces 4%+ 4" =

A) A +4
B) A’-4
C) A*+2
D) A’-2
E) A’

Se puede determinar la cifra de las
unidades de la potencia 3", con n un entero
positivo, sabiendo que:

(1) n=4k+3, con k entero positivo.
(2) n=2k+3, con k entero positivo.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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29. (V3 -~2)-\5+ 26 = 33. Seana y b niUmeros reales y n un numero

entero. Se puede determinar que a™>b",

A) 1 sabiendo que:
B) 2
g; ;/56 (1) a>b
(2) ay b son positivos.
E) 7
A) (1) por si sola
30. Six>0, entonces B)  (2) por si sola
WX+ 9+Vx - VVx+9—-Vx = C) Ambasjuntas, (1)y (2)
D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
A) 3 E) Se requiere informacion adicional
B) 9
Cc) 3
D) 2V3 34. ;cCual(es) de las siguientes expresiones
E) 33 es (son) equivalente(s) a la expresion
\/42n+3 + 422 4 g2 ?
2 n
31. Sia>0,entonces Var_ 1) 9-4
Va 1)) 18"
N 1) (0,25)"-9
B) +a
c) +a A) Solo |
B) Sololl
D 3
E) ? C) Sololyll
) Ya D) Sololly Il
E) Lyl
32. ¢, Cudl(es) de las siguientes igualdades es
I?
(son) verdadera(s)’ 35. Sio<a<?2, entonces
G0 Va?-4a+4 +Va’+4a+4 =
) 3:43°=3
, A) 2a
1)) % =33 B) 4a
C) 2
1)) I3 -3 =43 D)
E) -2
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
32 E) Lyl
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36. Si m>n>0, ;cual(es) de las siguientes

expresiones es (son) equivalentes a

V4n2 — 12mn + 9m? ”

o an?

2n —3m

\(3m + 2n)(3m — 2n)

oz — 4n?
1)) _
2n +3m
3m—2n
) 3m + 2n
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll
37. La expresion
9(m — n)?

con n > m es equivalente a:

A)  5(m+n)
B) n-m
C) m-n
D) 7(m+n)
E) 5(m-n)

38. si p > 3 y n es un entero positivo tal que
n > p, ¢cual de las siguientes expresiones

representa el numero mayor?

A) p"

B) np"

C) (+1)°
D) (-p)
E) p

\J4(m? + n2 — 2mn)

39.

40.

41.

Si 0 <p <1yn es un entero par negativo,

¢cual

de las siguientes expresiones

representa el nUmero menor?

A)
B)
C)
D)
E)

np"

pn+1
(p+ 1)
(_p)n+1

Sea a un numero racional y n €s un nimero
entero. Se puede determinar que a™'>a",
sabiendo que:

(1) a>0
(2) n>0
A) (1) porsisola
B) (2) por si sola
C) Ambasjuntas, (1)y (2)
D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
E) Se requiere informacién adicional
Six=;—\/§,y=g,z=\/1T_0yw=\/1?_8,
entonces:
A) z<x<w<y
B) z<w<y<x
C) z<w<x<y
D) w<z<x<y
E) y<x<w<z
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42. ;Cuadl(es) de las siguientes afirmaciones 43.
es (son) verdadera(s)?

2

B2 _

1
V3 ++42

V5+2 _V3+\2

)

4 3
wy  32*2 33
2V5+1 2
Solo |
Solo Il
Solo 1yl
Solo 11y IlI
Ly I

44.

SiA=2V3 +2,B=2V7 -1y C =138,
entonces:

A) A<B<C
B) A<B<C
C) B<A<C
D) B<C<A
E) C<A<B

Si a y b son numeros reales positivos,

tales que % + g = 62, entonces 3/a*tb _

Vab
A) 2
B) 3
Cc) 5
D) 8
E) 27

RESPUESTAS CAPITULO 2

34

Prohibida su reproduccion total o parcial.

1. A 2.A 3.E 4.B 5.B 6.D 7.E 8.A 9.A 10.B
11.B 12.D 13.D 14. E 15.C 16. D 17. E 18. E 19. E 20.C
21.A 22.D 23.A 24 E 25.A 26.C 27.D 28.A 29. A 30. A
31.E 32.B 33.E 34.C 35.D 36.D 37.C 38.B 39.A 40. E
41.C 42. A 43.C 44. A



LOGARITMOS

Capitulo

3

John Napier (o Neper), matematico escocés
(1550-1617), fue el primero que definid y
desarrollé los logaritmos, método matematico
que permitié simplificar enormemente el
calculo numérico lo que tuvo enormes
repercusiones en todos los campos de la
matematica aplicada, en especial enlos
calculos astronémicos.

CONCEPTOS CLAVES

> Base del logaritmo > Relacién entre logaritmo y potencia
» Argumento del logaritmo

35
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/| DEFINICION

Definicion de logaritmo
Sean a 'y b numeros positivos con a # 1, se define log, b, como el numero real con el que hay que elevar a
para obtener b, es decir:

[Iogab=n<—>a"=b ] (a,b>0ya#1)

Donde a se denomina la base del logaritmo y b el argumento.
¥ PROPIEDADES

1. Ellogaritmo de uno es cero.
log,1=0

2.  Ellogaritmo de la base es uno.
log,a=1

3. El logaritmo de una potencia de la base equivale al exponente de esa potencia.
log,a" =n

4, Propiedad de la inversa del logaritmo.
a®"=n

5. El logaritmo de un producto equivale a la suma de los logaritmos de los factores.
log, (ab) =log_a +log b

6. El logaritmo de un cuociente equivale a la diferencia de los logaritmos de los términos.
a
Iogn<5>: log, a—log b

7. El logaritmo de una potencia equivale al producto entre el exponente y el logaritmo
de la base de la potencia.
log. x" =p - log, x

8. Propiedad de cambio de base.
log, a

log, a=
9n log, n

9. Propiedad de igualdad de logaritmos
log,a=log. b—a=b(abn>0yn#1)
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sip= Ioga\/ﬁ; 2 =log,qylog 0,64 = 2, entonces pqr =

Solucioén:

Como p = log, V2, por definicién de logaritmo:
1

1

B 1
8p=\/§ —>23p=22—>3p=§—> p=§

Analogamente: 2 =log,q — 3°=q — q=09.

ol

log 064=2 — r?=0,64 — r=0,8=
de un logaritmo).

(el valor de r negativo se descarta, por ser la base

ol
1
alo

()

Por lo tanto: pqr =

2. Silog Va=0,4 (a > 0), ¢ cudl(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) logaz=1,6
)  logVa =0,2
)  log (10a)=1,8

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl
Solucioén:

Se tiene que logVa = 0,4 , por lo tanto:
1

log az =04 — % loga=0,4 (prop.7) — loga=0,8
En |, log a2= 2 log a (prop. 7), pero log a = 0,8, por lo tanto log a2 = 1,6 (verdadera)

En I, log Va =‘11 log a (prop. 7), por lo tanto log Va= J—llog a =‘11 - 0,8 = 0,2 (verdadera)

En 1, log (10a) = log 10 + log a (prop. 5), pero log 10 = 1 (prop. 2), por lo tanto
log (10a)=1+loga=1+0,8 =1,8 (también es verdadera), respuesta E) I, Il y llI
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3. SilogVm =pylog <m> = g, entonces log Ymn =
n

Solucioén: 1 1
Por prop. 7: log 'm = > log m, pero log Vm = p, por lo tanto > logm=p —logm = 2p.

Por otro lado: log <%> =log m —log n = q (prop. 6)
Como log <%> = q, tenemos que log m — log n y sabemos que log m = 2p,

por lo que se deduce que logn=2p —q. 1
La expresion pedida, log Ymn, por propiedades 7 y 5 es equivalente a 2 (log m + log n)
reemplazando log m y log n por los valores obtenidos, tenemos que:

q

Ymm =1 _1 5.4
log Ym —4(|ogm+logn)—4(4p—Q)—P—4-
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. Silog, 8 = x, entonces x = 5. Si a es un numero real mayor que uno,
entonces log a®*=
A) -3
B) 2V2 A) 12
c) 3 B) 6
D) 4 C) 3
E) 5 D) 4
E) 3
2. Si log, x = —2, entonces x =
6. Si a es un numero real mayor que uno,
352
A -9 entonces log, <\/\/€> =
B) -6 a
C) 01 A -6
D) 03
E) B) 6
3  log,(0,25) +log,9 = c 1
6
A) -1
1
B —
) 0 D) &
C) 1
D) 3 7
E —
E) 4 ) 6
4 log,\0,1 = 7 Silog (x + 1) = 2, entonces x =
A) -1 A) 19
5 1 B) 21
) C) 99
c) 2 D) 101
E) 1.023
D) -2
2
E) 3
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8.  Silog (x+2)=1, entonces log,x = 11.  Sip=log,v2,4=log 16y 2=log,r, entonces
¢cual(es) de las siguientes afirmaciones es

N (son) verdadera(s)?
B) 3
C) 4 1 pr = 2q
D) 0,25 ) par=8
E) 0,125 n  r=q
A) Solol
9. Sean P =log, ¥4, Q =log, {4 y R = log, 2, B) Sololl
¢cual(es) de las siguientes afirmaciones es C) Sololyll
(son) verdadera(s)? D) Solollyll
P E) Lyl
) Q= 2
0 r=P 12. 10og2+1log8-log4 =
3
n  PQ=R A) log4
B) log6
A)  Solo | C) log8
B) Sololl D) log 1%
C) Sololyll E) '°9<§>
D) Solollyll
E) Lllyll

13. Six>1,log (x+1)+log (x—1)=

10. log, <%> = 2, entonces x = 2; 2 :Zg ?X ,
A)  -45 C) 2logx-—1
B) -5 D) log (x2— 1)
C) 25 E) logx + log 2
D) 55
S

’ 14.  log, (log, (log, 125)) =
A) 2
B) -2
c) 1
D) 1
E) 0
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15.

16.

17.

log,(log, (log, Y4°)) =
A -1

B) 1

C) 0

D) 2

E) log2

Si log Vm = 0,24 y log n® = 0,69, entonces

on(2)-

A) -0,
B) 0,16
C) 025
D) 0,35
E) 0,71

¢, Cual(es) de las siguientes expresiones
es (son) equivalente(s) a la expresion:

log <b_a2> ?
02
) 2loga+logb-2logc

) logb + 2log (%)

1)) 2log (ab)-2log c

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl

18.

19.

20.

Si a, b y ¢ son numeros reales positivos,
entoncesloga—-logb-2logc =

o sl

o (2
0 ol%)
o (2
o (2

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) log, G) =_2

) Silog, 25 = 2, entonces x = 5

1)) Silog, x = 8, entonces x = 32

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lllyll

Si ay b son numeros positivos, se puede
determinar que a=b?, si:

(1) loga=2logb

(2)  log (%) =0

A) (1) porsisola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) o (2)

E) Se requiere informacion adicional
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6+ 3 24. ;cCual(es) de las siguientes afirmaciones
21. log <@ +\/§> - es (son) verdadera(s)?
A)  +log3 ) log (0,5)<0
3 |2 3 ) (log 23) - (log 23) 2 0
) log ) log 2 - log (0,3) < 0
C) 2log3
D) log6 A)  Solo |
E) log2 B) Sololl
C) Sololyll
D) Solol yli
22. Si3loga=2logb, ;cudl(es) de las siguientes E) LI
afirmaciones es (son) verdadera(s)?
) b=ava 25. Silog @) = 0,18, ;cudl(es) de las siguientes
igualdades es (son) verdadera(s)?
2
) log, b = 3
) log @ = 0,36
nm 1o a_3> =0 _
) <b2 ) log (0,8) = %
A)  Solo | 1) log V1,5 =0,9
B)  Solo |l
A) Solo|
C) Sololyll 5 sl
D) Solo | y [l C) Solo | y 1
E) 1yl D) Solol yli
E) Ninguna de ellas.
23. log x* + log (2xy) + log y*= 26. Silog 2 = a, scudl(es) de las siguientes

igualdades es (son) verdadera(s)?
A)  3(log x + log y) + log 100

) log (0,25) = - 2a

B) log <%> ) log8=da
1)) log (0,5) = 5
C) Z2log(x+y)
A) Solo|
D) log <%> B) Sololl
C) Sololyll
E) 3log (xy) + log 2 D) Solol ylli
E) 11,1
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27.

28.

29.

Si x >y >0, ;Cual(es) de las siguientes
expresiones es (son) equivalente(s) a

log (x* - y?)?
) 2logx—-2logy

1) log (x +y) +log (x —y)

2
n log x
log y?
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololl ylil
E) LIL1I

Si a, b y ¢ son numeros reales positivos,
la expresion: 2 loga + 2logb - 2 log c
es equivalente a

) log (a—cbf
) 2log (%)

1] log (ab)? — log c?

A) Sololyll
B) Sololll

C) Sololyll
D) Sololl yll
E) LIL1I

Silog 2 =uylog 3 =v, entonces log 18
en términos de u y v es:

A) 2u+tv
B) 2v+u
C) uv?
D) 3v+u
E) 2uv

30.

31.

32.

1

Si log m2=ny2Iog\/5=q,entonces
Iog<m>=
p
A 5 *4
n
n_g
C) 2 2
n_g
D) 2 4
E) 2n-4q

Si log,b =3, entonces log ,a =

A) 6
B) %
C) %
D) %
E) 2

La masa de un material radioactivo medida
en kilos, esta dada por la expresion
m(t)=4-(0,2)', donde t es el tiempo medido
en afos. ¢ Cuantos afos deben transcurrir
para que la masa del material quede reducida
a dos kilos?

A) log 2,5
B) log 5
log 2

C) log5-log2

log 2
1-log 2

D)

E) Todas las anteriores.
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33.

34.

35.

Silog2=aylog3=Db, jcual de las
siguientes afirmaciones es FALSA?

A) log 144 =4a+2b
B) log(4,5)=2b-a

C) log(0,8)=3a-2b
D) logVi2=a+ b

2
b
E) log(1,5)= a

¢,Cual de las siguientes afirmaciones

es (son) verdadera(s)?
) 2Iog\/_=‘11rlog2
1) 2log (V2 -1)=log (3 - 212)

) log (V3 ++/2) +log (V3 -+2)=0

A) Solo|

B) Sololll

C) Sololyll
D) Sololl ylli
E) Lllyll

Si log x*= 2 , icudl de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) x = 3100

) log x'? =16

) log <%>=%

A) Solo |

B) Sololll

C) Sololyll
D) Solol ylIil
E) Lllyll
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36.

37.

38.

Silog, 5 = a, entonces log 2 =

1
A) a
2
B) a
C) a+1
a
1
D) a-1
1
E) a+1

Seax= log, g,y =log, pyz=log, p?,
conp>qypyqnumeros reales positivos
menores que uno. ¢ Cual de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

A) x<y<z
B) x<z<y
C) y<x<z
D) y<z<x
E) z<x<y

Si a es un numero real positivo, se puede
determinar log a sabiendo que:

(1) log (10a) —loga =1
(2) log (10a) +loga =3

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional



39.

40.

Sip>1, entonces ¢cudl(es) de las siguientes  41.

afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) log,p>log, (p+1)
1) log, p > log, \p
1) log, (p + 1) > log,p + 1

Solo |
Solo Il
Solo 'y lll
Solo Il y 1l
L1yl

Si ay b son numeros reales positivos, se
puede determinar ab sabiendo:

(1) log a +log b =1
(2) log a +log b =2 —log (ab)

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacion adicional

Si x > 0, entonces ¢ cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) siempre verdadera(s)?

) log (10x) > log x
) 2 log x > log x

) log, x > log, x
A) Solol
B) Sololll
C) Sololylll
D) Sololl yll
E) Lllyll

RESPUESTAS CAPITULO 3

1.C 2.C 3.B 4. A 5.B 6.D 7.C 8.B 9.E 10. A
11.E 12. A 13.D 14.D 15.C 16. C 17.C 18. A 19.C 20.D
21. A 22.D 23.E 24.D 25.A 26. A 27.B 28.E 29.B 30.B
31.D 32.D 33.E 34.E 35.D 36. E 37.D 38.B 39.D 40.D
41.A
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MINIENSAYO N1
EJE NUMEROS

Tiempo: 70 minutos

1.  Silos tres cuartos de 0,2 sumadocon 0,8se 4. Sip=0,5-10"',9=5-102yr=50-10",
aproximan por defecto a las milésimas, la entonces se cumple:
ultima cifra decimal de esta aproximacion es:

A) p=q>r
A) 0 B) p<q<r
B) 3 C) p<r<qg
C) o D) g<p<r
D) 6 E) p=q=r
E) 7

5. Seanlosnumerosa=01-10%b=4-10"

2+3" . . o
02+3 es un numero: yc=2-1072 ;cual de las siguientes

2. Elresultado de

-2 afirmaciones es FALSA?
A) entero positivo. A) El menor es a.
B) entero negativo. B) El mayor es b.
C)  decimal infinito periédico. C) ab=c
D) decimal infinito semiperiddico. D) b’<c
E) decimal finito. E) c=20a

3. ;Cualde los siguientes nimeros tiene mayor 6. Si a=0,2,b=0,04yc=0,035, entonces

valor numérico? ab + c aproximado por exceso a la centésima
es:
A) 04 A) 0,02
B) 15 B) 0,03
23 C) 0,04
C) 7 D) 0,05
E
D) 9 ) 0,06
20
E) 043
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8 10

El resultado de —;—; corresponde a:
2°-2

A) Un numero racional no entero mayor
que uno.

B) Un ndamero racional no entero menor
que uno.

C) Un numero entero positivo mayor
que 6.

D) Un numero entero positivo menor
que 6.

E) Un numero entero negativo.

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) 0,5-0,2=0,1

0,32 _
0,16

1) 2

1) 0,23 +0,76 =1

A) Solo |

B) Solo |l

C) Solo lll

D) [, 1yl

E) Ninguna de ellas.

10.

Una familia viajara desde un punto A a un
punto B de la carretera, distantes 457,2 km,
haciendo detenciones en los puntos C y D.
En C se encuentra un servicentro el que
se ubica a 208,6 km del punto de partida y
en D hay un restaurant que se ubica 123,3 km
mas al sur de servicentro.

¢Cual de las siguientes afirmaciones es
FALSA?

A) El restaurant se encuentra a mas de
331 km del punto de partida.

B) Desde el restaurant al punto de
destino hay mas de 125 km.

C) Entre el servicentro y el punto de
destino hay mas de 250 km.

D) Hay una mayor distancia entre el
restaurante y el punto de destino que
del restaurante al servicentro.

E) De los tres tramos del recorrido, el
mayor es el del punto de partida al
servicentro.

Sean m y n numeros enteros positivos, se
puede determinar que m + n es par, sabiendo
que:

(1) m—nespar.
(2) mn es par.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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11.

12.

13.

¢ Cual de las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

1) 22527
1)) (0,5°=2°
1) (0,2)°>25

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo |y I

D) Solo Iy 1l

E) [, 1y 1l

Un padre deja como herencia a sus tres

hijos, un fundo de A hectareas, al hijo mayor

le deja los % y al segundo le deja los % del

resto, ¢ cuanto recibe el tercer hermano?

A4
B) 14—5A
C) %A
D) %A
E) %

El cuociente 0,3 : 0,16 corresponde a un
numero:

) Racional.
) Entero positivo.
1)} Decimal infinito.
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo |y I
D) Solo 'y Il
E) Ninguna de ellas.

Prohibida su reproduccion total o parcial.

14. Siay b son digitos, entonces 0,ab — 0,ba =

15.

16.

€ bg_oa

¢ Cual de los siguientes numeros tiene el mayor
valor numérico?

I
|
N

A) (02
B)  (0,02)
c) (03)°
D) (05)°
E)  (1,25)°
(02)°-(35)" =
A)  (0,07)°
B) (0,7)°
c) (07)°
D) (0,7)°
Ey (07)°



17.

18.

19.

2+ 2 20.

3+ 3

Ol WIN

x

~—

N
x

WIN WIN

S
N~

E)

N
A
WIN
~—

Al ordenar de menor a mayor los numeros:

a=2+V3 ; b=2V3: c:gseobtiene:

A) a-c-b
B) a-b-c
C) c-b-a 21.
D) c—-a-b
E) b-a-c

Sabiendo que una milla es equivalente a
1,609 km, un automoévil que recorre un
trayecto de 4,5 millas, su equivalente en km
aproximado por defecto a las milésimas es:

A) 7,230
B) 7,239
C) 7,240
D) 7,241
E) 7,242

¢, Cual(es) de las siguientes magnitudes
corresponde(n) a un numero racional?

1)

Solo |
Solo |l

La longitud del lado de un
cuadrado cuya diagonal
mide V8 cm.

El lado de un triangulo
equilatero cuya altura mide
43 cm.

El radio de una circunferencia

cuya longitud es & cm.

Solo 1yl

Solo Iy Il

L 1y 1l

¢, Cual(es) de
es (son) verdadera(s)?

)

10

las siguientes igualdades

(V5 +V3) - (V5 - 3) =2

3

2\/§+3:2\/§_3

W6 +v2 - V6 -2 =2

Solo |
Solo Il
Solo 1yl
Solo Iy 1l
Lyl
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22. Utilizando que log 5 es aproximadamente 24. Sean m y n numeros reales, se puede
0,69897, /cual(es) de las siguientes

: m .
_ . determinar que — > 1, sabiendo que:
aproximaciones es (son) verdadera(s)? n

) log 25 redondeado a la (1) m>n
milésima es 1,400. 2) n>0
1) log 2 redondeado a la

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

centésima es 0,31.

1)) log 50 redondeado por exceso
a la cuarta cifra decimal es
1,6990.

E) Se requiere informacioén adicional

A) Solo |

B)  Sololll 25. Si log a = 0,12, ¢cudl de las siguientes
afirmaciones es FALSA?

C) Sololyll

D) Solo Iy lll A) log a= 0,24

E) [, 1yl

B) log Va=0,6

23. Se tienen 8,94 - 10 gramos de un material
radiactivo, el cual se divide en tres partes
iguales en tres contenedores distintos. Si al

C) log(10a)=1,12

material que esta en uno de los contenedores D) log <5> =-0,12
se saca una centésima de gramo y se agrega 10
a uno de los otros, ¢ cuantos gramos, de este E) log <—> =0,88
material, redondeado alas milésimas, tiene el a
contenedor que contiene mas de este material?
A) 0,004 26. Sean a y b dos nimeros reales positivos,
B) 0,031 tales que log Va = 2 y log b = 3, entonces
b2
C 0,040 lo <a_> -
) 9100
D) 0,129
E) 0,130
A) 0,72
B) 1,44
C) 2,2
D) 20
E) 70
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27.

28.

29.

Si a es un numero real positivo, ¢ cual(es) de

las siguientes igualdades es (son)
verdadera(s)?
) Va_y
a
Iy Sa-Va=%a
a3
m ==
a
A) Solo |l
B) Solo 1lI
C) Solo 1yl
D) Solo Iy 1l
E) [, 1y 1l
8 _ 46
El resultado de —-—— es un numero que es
divisible por:
) 7
I 12
1) 24
A) Solo Il
B) Solo 1lI
C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1y 1l

Seala ecuaciénen x, ax+ b =c,donde a,by
€ son numeros enteros y a # 0. Se puede
determinar que x es un numero entero,
sabiendo que:

(1) (c — b) es multiplo de a.
(2) c y b son multiplos de a.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

30. Sean los numeros reales, x = (2 — \2)
y = (2 + V2)", scudl(es) de las siguientes
expresiones es (son) racional(es)?

)] X+Yy
) (x-y)
m X
y
A) Solo |
B) Solo Il
C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) [, 1yl

31. La cantidad de mg de un medicamento que
permanece en la sangre de un individuo esta
dado por la expresion m, - 270’2, donde t es
tiempo medido en horas. ¢ Alas cuantas horas
el medicamento se habra reducido a la
cuarta parte?

A)
B)
C)
D)
E)

= 00 O A~ DN

c’—d’
32. Si ——— > 0, ;cudl de las siguientes
2

a
expresiones es siempre equivalente a

2 2.
—d
Iog<c a’ >?

A)  2log (%)

B) log_.(c* - d)

C) 2 log <9> -2 log <Q>
a a

D) 2logc—-2loga

E) log (c+d)+log(c—d)-2loga
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33. ;Cual de las siguientes afirmaciones es 35.

FALSA?

A) V(¥3 - 2)* es un namero irracional
menor que uno.

B) N2 -2 - V2 +42 es un numero
irracional positivo.

C) (\8 —2)° es un namero irracional
positivo.

D) (V18 —V8)’ es un numero racional.

E) m es un numero irracional

negativo.

34. Sip>q>1,icudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) siempre verdadera(s)?

) Iogpq<1
36.

)  log(p°-q°)>0

Iy log <g><o
A) Solo |
B) Solo |l
C) Solo 'y lll
D)  Solollylll
E) LIyl
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En una red de usuarios de internet, se ha
detectado que una noticia falsa, cada un
minuto se cuadruplica la cantidad de
cibernautas que la han leido. Si inicialmente
tres usuarios leyeron esta noticia, ¢a los
cuantos minutos 6000 personas la habran
leido?

| log 2000
) log 4
) log, 2000
" log2+3
) 2log 2
A) Solo |
B) Solo |l
C) Sololyll
D) [, [y
E) Ninguna de ellas

Si x e y son numeros racionales entre -1y 0
tales que y < X, ¢cual(es) de las siguientes
expresiones es (son) numeros racionales
menores que —17?

y — X
) _xy
X+y
Xy
A) Solo |
B) Solo Ill
C) Solo |y I
D) Solo |y lll
E) L1yl



37. Sia’=Db? con ay b son reales positivos y

38.

distintos a uno, entonces ¢cual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

) log. b=1,5

1) log, a=0,6

loga 2
I %:5
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 1y I
D) Solo 1y lll
E) L1yl

Sea la ecuacion en t, ab' = ¢, donde a,b yC
son numeros reales positivos y b = 1, entonces
ccual de las siguientes expresiones
corresponde a t ?

AT
T
D) log ﬁ)é It())g a
E) log <a—%>
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EJE

ALGEBRA Y FUNCIONES




OPERATORIA ALGEBRAICA
Capitulo

4

Al-Juarismi, matematico de origen persa que
vivié en el siglo IX, desarroll el Algebra, rama de
la Matematica que generaliza la Aritmética, cuyo
estudio son los numeros y sus operaciones.

CONCEPTOS CLAVES
> Factor o divisor > Ecuacion de primer grado
> Producto notable > Sistemas de ecuaciones

» Factorizacion
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¥/ PRODUCTOS NOTABLES

Los productos notables mas importantes son los siguientes:

* Suma por su diferencia

(@a+b)a-b)=a*-b?

e Cuadrado de binomio

(a+b)*=a*+2ab + b*; (a—b)*=a’ - 2ab + b

¢ Producto de binomios con término comun

(ax + b)(ax + c) = (ax)’ + (b + c)ax + bc

e Cuadrado de trinomio

(@a+b+c)P?=a*+b’+c?+2ab + 2bc + 2ac

e Cubo de binomio

(a+b)’=a’+3a’ + 3ab’ + b*; (a — b)’ =a’ — 3a’b + 3ab® — b’

Visualizacion geométrica de algunos productos notables:

El cuadrado de lado a + b se ha dividido en cuatro

sectores cuyas areas son las siguientes:

Area 1: a2, Area 2: ab, Area 3: ab, Area 4: b2.
Por lo tanto: (a + b)>= a2 + ab + ab + b? de donde

se concluye que (a + b)? = a? + 2ab + b2

Cuadrado de binomio: (a + b)> = a? + 2ab + b? —— a+b ———

OO
ONIOIL

a b

a+b

* Suma por su diferencia: (a + b)(a—b) =a%-b?

En la figura de la izquierda se tienen dos cuadrados de lados a y b respectivamente.

Si esta figura se recorta, se puede formar el rectangulo de la derecha, cuyos lados son (a + b) y (a — b).

Por lo tanto el area sombreada de la izquierda: a2 — b? es igual al area del rectangulo de la
derecha (a + b)(a — b), por lo tanto (a + b)(a — b) = a2 — b

—— a-b JE—

| I

b a
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Cubo de binomio: (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b*

El cubo de arista (a + b) de la figura, se ha dividido en 8 cuerpos, los
volumenes de cada uno de ellos son los siguientes:

Vi=a? V2=a%b, Va=ab? Va=a%, Vs = a’b, Ve = ab? Vs =b?*y Vs = ab%
La suma de los 8 volumenes seria igual al volumen del cubo inicial
que es (a + b)?, con lo que se concluye que (a + b)® = a*+ 3a%b + 3ab? + b?




Y/ FACTORIZACION

La factorizacion consiste en expresar sumas y restas en productos.
Las factorizaciones que mas se utilizan son las siguientes:

» Diferencia de cuadrados a’-b?*=(a+b)a-b)

» Factorizacién de trinomio cuadratico [x?+bx+c=(x+p)(x+q),conp+q=bypg=c
» Suma de cubos a*+bd=(a+b)a*-ab+b?

» Diferencia de cubos a*-b®=(a—-Db)@*+ab+Db?

// ECUACION DE PRIMER GRADO

Supongamos que tenemos la ecuacion de primer grado ax — b = 0, al despejar x, obtenemos que

b
X= 5, entonces tenemos tres casos:

SiaZ0yb=0, entonces x=0.
Si a # 0, entonces x tiene una Unica solucion.
Sia=b =0, entonces x tiene infinitas soluciones.

// SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas es de la forma:

ax+by=c \
a'x + b'y = ¢'|donde a, b, ¢, @', b’y ¢’ son numeros reales y x e y son las soluciones.

“y, " “wy N

Al encontrar las soluciones para “x” y para “y” lo que estamos encontrando es el punto donde se
intersectan las rectas cuyas ecuaciones son las que aparecen en el sistema.

En el siguiente capitulo veremos los métodos de reduccion, igualacién y sustitucion que permiten resolver
este tipo de sistemas.

Aca estudiaremos la relacion que existe entre los coeficientes y las soluciones del sistema.

Existen tres casos:

(1) Sistema compatible indeterminado
En este caso las ecuaciones representan dos rectas paralelas coincidentes, por lo que se obtendran
infinitas soluciones. Esto ocurre cuando son proporcionales los coeficientes de las rectas:

c . . oo .
—=—==—= ¢ 00 soluciones « sistema compatible indeterminando
c
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(2) Sistema compatible determinado

En este caso las ecuaciones representan dos rectas secantes, por lo que se obtendra una Unica

., n [Tl]

solucion. Esto ocurre cuando no son proporcionales los coeficientes de “x” y de “y” de las rectas:

bl

a.b 5 solucién tnica <« sistema compatible determinado ]
al

(3) Sistema incompatible

En este caso las ecuaciones representan dos rectas paralelas no coincidentes, por lo que no existira

(1] Gy, 6

solucion. Esto ocurre cuando son proporcionales los coeficientes de “x” y de “y “ de las rectas, pero

no con los términos libres.

B

Ejemplo:

O'|c'

C . . . . . .
E <> no existe solucion « sistema incompatible ]

(p+1)x—2py=8

Determina el valor de p, para que el sistema 3, _ 5y = 4 tenga infinitas soluciones.

Solucioén:

Estamos aca ante el caso (1), un sistema compatible indeterminado, entonces debe ocurrir que

-2
% = _5p = % de la primera proporcion: p31 @ si multiplicamos cruzado y resolvemos, obtenemos
que p=>5, de la segunda proporcion 2P _ 4§1 multiplicando cruzado y resolviendo, también obtenemos

que p=5, luego para este valor el sistema tendra infinitas soluciones.

Ejemplo:
(k+1)x—-3y=12

Determina que condicion debe cumplir k, para que el sistema kx—4dy =5

tenga una unica

solucion.
Solucion:

Si el sistema tiene una unica solucion, corresponde a un sistema compatible determinado (caso 2), por

lo tanto se debe cumplir que % #* % , multiplicando cruzado y resolviendo, obtenemos que k#-4.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. La figura esta formada por dos cuadrados de lados a y b y dos rectangulos sombreados.
¢ Cual(es) de las siguientes expresiones corresponde(n) al area sombreada?

) (a+b)—(a’+b?) %Z
) 2(a+b)b-2b°

iy  (@+b)’—(a-by X
2
A) Solo | T
5) ool .
C) Sololyll —a—
D) Sololly Il
E) LIyl

[Pl

Tenemos que en los rectangulos sombreados sus lados miden “a@” y “b”, por lo tanto el area de
cada rectangulo es ab y el area de la figura sombreada seria 2ab.

I) EIl area sombreada corresponde al area del cuadrado mayor (cuyo lado mide a + b)
restada con las areas de los cuadrados blancos que son a? y b? es decir
(a + b)>—(a% + b?), por lo tanto | es correcta.

II) Sidesarrollamos la expresion 2(a + b)b — 2b?, obtenemos 2ab + 2b? — 2b? = 2ab, por lo
tanto es correcta.

) Si desarrollamos la expresién (8 +P)*— (@ =b)* se tiene

2
2 _ _ h)2 2 2 _ (n2 _ 2
(@a+b)*—(a-b) =a* 2ab + b* - (a” — 2ab + b%) = 4ab = 2ab, por lo tanto también
2 2 2
es correcta. Respuesta E) |, Il y Il
2. Las aristas de dos cubos miden respectivamente (a+b) y (a-b) unidades.

¢ Cual es la diferencia, en ese orden, en unidades cubicas, entre sus volumenes?

Solucion:

El volumen de cubo de arista a es a3, por lo tanto el volumen del primer cubo es (a + b)?,
segun el producto notable de un cubo de binomio, tenemos que

(a + b)® = a®+ 3a%b + 3ab? + b? mientras que el volumen del segundo cubo es

(a—b)®=a®*- 3a%b + 3ab? — b3, restando ambos volumenes, tenemos:

(@+b)*—(a—Db)*= a®+ 3a% + 3ab? + b® — (a® — 3a%b + 3ab? — b*) = 6a%b + 2b* = 2b(3a? + b?).

59

Prohibida su reproduccion total o parcial.



60

¢, Cual(es) de las siguientes expresiones es (son) factor(es) de la expresion (a — b)® + 2b(a — b)??

) ab

) a+b

l a?->b?
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololylll
D) Solollyll
E) Lyl
Solucién:

La expresién dada (a — b)® + 2b(a — b)?, se puede factorizar por el factor comun (a — b)’, entonces
nos queda: (a — b)’(a — b + 2b) = (a — b)’(a + b), observa que esta Ultima expresién tiene como
factores o divisores a las siguientes expresiones: (a—b), (a+b)o (a—b)(a+ b)=a%?-b? sin
embargo ab no es uno de los factores.

Por lo tanto Il y Ill son correctas, respuesta D.

Sia+b=8yab=2, entoncesa’ +b* =

Solucién:

Si elevamos al cuadrado la expresiéon a + b = 8, obtenemos (a + b)* = 64, desarrollando el
cuadrado de binomio: a° + 2ab + b’ = 64, si reemplazamos ab = 2, se tiene que a° + b’ + 4 = 64,
por lo tanto a” + b> = 60.
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EJERCICIOS DE PRACTICA
1. (x-yP-(@x+y)?=

A)  -3x% + 2xy + 2y?
B) —-3x(3x + 2y)

C) -3x*+2y°

D) -3x?

E) -3x(x+ 2y)

2. ¢(Cuantovalea?—ab+b? sia=-2yb=-17?

A)
B)
C)
D)
E)

|
(&)}

N O v -

A) x
B) —x
C) —x-4
D) —x+4
E) x-4
4. La factorizacion de la expresion

x? —y2 - 3x — 3y es:

A)  (x-y)x+y-3)
B) (x+y)x-y+3)
C) x+y)x-y-3)
D) (x-y)x-y+3)
E) (x-y)l(x+y+3)

¢, Cual(es) de las siguientes expresiones

es (son) factores de x® + x%y — xy? — y3?

) (x+y)
) x2+y?2
1y x2-—y?

Solo |
Solo Il
Solo 'y ll
Solo 'y I
[, 11yl

Six=2ey=-1, entonces el valor numérico

de 2x—-(x—-y—-(x—-y—(x +y))) es:

A)
B)
C)
D)
E)

-1

a ~r WO =

Si 4p?-4qg®=T72y % =1, entonces

p+q=
A) 6
B) 9
c) 12
D) 15
E) 24
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8. Six-y=4,entonces3-2x +2y= 12. Sia-b=5, entonces a2+3a+b?-2ab-3b =

A) -5 A) 10
B) -4 B) 28
C) 30
C) 4
) D) 40
D) 5 E) Falta informacion para determinarlo.
E)y M

9. Sienlafigurase tiene un cuadradodelado 13. Sea la ecuacién en x, ax-a?=bx-b?, con

a+b, entonces ¢ cual(es) de las siguientes a # b, entonces la solucién de la ecuacién
expresiones corresponde(n) al area esx=
sombreada?
A) a-b
) 4ab 5 o
+
) (a+b)}—(a-b) ) @
) 2b(a + b) + 2b(a - b) c) ©
a+b a
T D) b-a
A) Solo | 2b .
B) Sololl ! E) a+b
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl 14. Enlafigura, ABCD y PBRS son cuadrados,
—2b — ¢cual(es) de las siguientes expresiones

representa(n) el area de la figura sombreada?
10. @x-z-(x+z/-(x-2z)(x +2) =

I) X2_y2

A) 2x*-6xz + 372 I (x=y)y + (x-y)x

B) 2xX*+Z7° 1 (x-y)*+2(x-y)y

C) 2X2 —22 D C

D) 2x*—6xz-2Z°

E) 2x*-6xz+Z s R‘

y

11. Sia=-4,a=2c y a?- 2ac + 3bc = 12, ‘

entonces b = A P B

A)  -10 A) Solol

B) -2 B) Sololyll

o 2 C) Sololll

D) 10 D) Solollylll

g 10 E) Lyl

3
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15.

16.

17.

Si (2,3) es solucion del sistema de ecuaciones  18.

ax+(b-1)y=2

4x - (b +2)y =5 [, ¢cudl de las siguientes

afirmaciones es FALSA?

A) a=4
B) a+b=3
C) a-b=2
D) a-3b=7
E) 2a-b=9
19.
Una bandeja contiene A huevos y en cada
caja vienen B bandejas. Si el valor de C
cajas es $D, ;cuanto vale cada huevo?
CD
A3 AB
D
B) % ABC
AD
) %c
ABD
D) $—(—
B) % ABD
20.

Para un matrimonio estan invitadas (3p —2q)
personas y no asisten (q — p), ¢, cuantas
asistieron?

A) 2p+q

B) 2p-2q
C) 4p-2q
D) 2p-3q
E) 4p-3q

Sea el sistema de ecuaciones

(P+2)x—(p+5)y=15

px —(p+2)y=10 , i.cuanto debe

ser el valor de p para que el sistema tenga
infinitas soluciones?

A) 3
B) 4
C) 5
D) -4

E) No existe tal valor.

Un vehiculo tiene un rendimiento de A km/L.
Si el litro de bencina vale $B, ;cuanto se
gastara en bencina si se debe recorrer
un trayecto de C km?

N
B) $°%°
) s’y
D) $os
E) $5

La solucién de la ecuacion:

(x—a)’ - (x—b’=(b+a)b-a)esx=

A) a-b
B) a+b
C) -a+b
D) -a-b
E) a*-b°
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21.

22,

23.

Sea el sistema de ecuaciones
(k+3)x—-2y=3

(k+1)x+ 10y =-15, ;qué condicion debe
cumplir k para que el sistema tenga una

Unica solucién?

A) k¢§
B) ki—%
C) k#-7
D) k=—%

E) No existe tal valor de k.

Si mx+n?=m?-nxconm#n, ;cualde
las siguientes expresiones representa a x?

A) m2+n?
B) (m+n)
C) (m-n)y
D) m-n
E) m+n

Sea la ecuacion en x, ax=p+bx, ¢ cual(es) de
las siguientes afirmaciones es (son) siempre
verdadera(s)?

[) Sia=b, no tiene solucion.
[I) Sia#b, existe una unica solucion.
)  Sip=0y a=b, tiene infinitas

soluciones.
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lyl
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24,

25.

Si el area de un rectangulo es 2x* + x — 6,
¢.cual(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) verdadera(s)?

[) Siunlado mide x + 2 el otro mide
2x — 3.
II)  Siunladomide 2x—3superimetro
es 6x — 2.
[ll)  Esimposiblequeunladomidax+1.

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl

Sea el sistema de ecuaciones

(2r+1)x —4ry =12
(r+1)x—(2r—1)y =3[, ¢para qué valor

de r el sistema NO tiene soluciones?

TN

NN

- 1

C) Distintoa—-—.

) istinto a 2

D) Distintoal.
4

E) No existe tal valor.



Sea la ecuacion en x, ax+ab?=bx+a?b, se 29. En el prisma de base cuadrada de la figura,

puede determinar el valor numérico de x, la arista basal mide a unidades vy la arista
sabiendo que: lateral mide b unidades.
¢, Cual(es) de las siguientes expresiones
(1) a=#b corresponde(n) a su area en unidades
(2) ab=12 cuadradas?
) 2a(a+2b)

A) (1) porsisola ) a?—4b%+ (a + 2b)?
B) (2) por si sola s

C) Ambasjuntas, (1)y (2) ) 2((a +b)" - b)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

A) Solo | b
El drea de un cuadrado es (a®> + 6a + 9) B) Sololl
unidades cuadradas, si el lado aumenta C) Sololyll
en 2 unidades, entonces una expresion D) Solollyll a
que representa la variacion del area del E) Iyl

nuevo cuadrado con respecto al area del
cuadrado original en unidades cuadradas, es:
30. E largo y el ancho de un rectangulo miden

A) 4a+16 (2x + 3) y (x — 2) metros respectivamente.
B) a+5 Si el largo disminuye en 2 metros y el ancho
C) 10a+25 en 1 metro, entonces la variacion del area
D) a2+ 10a+25 del nuevo rectangulo respecto del primero,
E) 16 en metros cuadrados es:
En un terreno rectangular de largo A) 4x+3
(2x + 3) metros y ancho (x + 5) metros, B) 3-4x
se construye una piscina rectangular. c) 2
Si la piscina tiene alrededor de ella una )
franja constante de 2 metros de ancho, D) 3
¢ecual es el area de esta franja, E) 5
en metros cuadrados?
A) 2x+6
B) 12x+16 31. Sim*-n®*=32ym-n=2, entonces mn =
C) 12x+14
D) 6x+12 A 12
E) 6x+18 B) 12

C) 4

14
D) 3

E) Falta informacion para determinarlo.
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32. Siay b son positivos tales que a > b,

a?Z+b?2=39yab =18, entonces a®> - b? =

A)
B)
C)
D)
E)

12
15
48

33.

Sea la ecuacion en x, ax — b = bx, esta
ecuacion tiene una uUnica solucioén si:

(1) b#0
(2) a#b

A) (1) por si sola

B) (2) porsisola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

RESPUESTAS CAPITULO 4
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Capitulo ECUACION Y FUNCION CUADRATICA

Apolonio de Perga, (262 a.C? - 190 a.C?), en
su gran obra, conocida como “Las Codnicas”,
realizé un amplio estudio acerca de las curvas
que se originan al cortar un cono por un plano,
estas curvas se denominan secciones conicas,
que pueden ser un circulo, una elipse, una
parabola y una hipérbola.

En este capitulo estudiaremos particularmente
las parabolas, que son las curvas que resultan
al graficar funciones cuadraticas.

CONCEPTOS CLAVES

<
> Ecuacioén cuadratica > Funcion cuadratica
> Foérmula general > Relacién entre los coeficientes de la ecuacion y la grafica.
» Discriminante » Forma candnica de una funcion cuadratica.
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¥/ RESOLUCION DE ECUACION CUADRATICA

Una ecuacion cuadratica es de la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son numeros reales y a # 0.
Para resolver una ecuacién de este tipo, existen diversos métodos, entre los mas importantes,
tenemos:

* Factorizacion
» Completacion de cuadrados
* Uso de formula general

Ejemplo 1

Resolver la ecuacion x> — 10x + 24 =0

Esta ecuacion se puede resolver facilmente, si factorizamos el trinomio x> — 10x + 24, para ello
determinamos dos numeros que sumen —10 y multipliquen 24, estos son — 4 y —6, luego

la factorizacion del trinomio es (x — 4)(x — 6), entonces la ecuacién queda (x — 4)(x — 6) = 0.

Como el producto es cero uno de los factores debe ser cero, porlotantox-4=0 o x-6=0, de
donde se concluye que las soluciones son 4 0 6.

Ejemplo 2
Resolver la ecuacion x> - 8x - 20 =0
Esta ecuacion la resolveremos mediante una completacion de cuadrados.
Esta técnica consiste en formar un cuadrado de binomio, para ello procederemos de la siguiente
forma:
x2-8x-20=0

Tomamos la mitad del coef. de x, y lo elevamos al cuadrado, en este caso -8 : 2= — 4, (- 4)>=16
por lo tanto formamos un 16 al lado izquierdo, para ello debemos sumar 36 a ambos lados de la
ecuacion:

x2-8x-20=0 /+36

x?—8x+ 16 = 36

El lado izquierdo corresponde al desarrollo del cuadrado de binomio (x — 4)?, por lo que la ecuacién
queda:

(x—4)*=36
Extrayendo raiz cuadrada a ambos lados:
X —4 = +V36

Porlotanto, x—-4=6 o0x-4=-6, luego las soluciones son x=100 x = -2.

(*) La formacion del cuadrado de binomio explicado de esta forma resulta cuando el coeficiente
de x? es uno, de no ser asi debes dividir previamente la ecuacién por este coeficiente.
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Ejemplo 3

Resolver la ecuacion 2x? + 5x — 12 =0

Esta ecuacion la resolveremos utilizando la férmula general.

Dada la ecuacion de segundo grado: ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son niumeros reales y a # 0,
podemos hallar sus soluciones, utilizando la férmula:

—b + Vb? - 4ac
2a

X =

En este ejemplo, a=2,b =5y c =-12, entonces las soluciones son:

_5:V5-4 2 (12) _5xV120_sxtt . . _-5+11 3 511
X = 52 = 7 =— oesdecirx,=— =5y x,=—

Y/ DETERMINACION DE UNA ECUACION CUADRATICA DADAS
SUS SOLUCIONES

Supongamos que las soluciones de una ecuacién cuadratica son x1 y Xz, por lo visto en la técnica
de factorizacion, la ecuacion debe ser de la forma (x - x,)(x — x,) = 0, desarrollando, obtenemos
la ecuacion:

[ X2 = (X, + X)X+ X, ~%X,=0 ]

Esta corresponde entonces a la ecuacion cuadratica cuyas soluciones son X, y X,.

¥/ NATURALEZA DE LAS SOLUCIONES

Sabemos que las soluciones de la ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ =0, con a # 0,

~b + VP —dac

las podemos hallar con la férmula x = 2a , la cantidad subradical se denomina
discriminante y se designa con la letra A.

Dependiendo del signo del discriminante, tenemos los siguientes casos:

Signo de A Tipo de soluciones
Positivo Reales y distintas
Cero Reales e iguales
Negativo No reales

(*) En el caso en que las soluciones no son reales, estas serande laformap+qiyp—-qgiconpyq
numeros reales y q#0, es decir seran complejas conjugadas.
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¥/ GRAFICO DE UNA FUNCION CUADRATICA

Una funcidén cuadratica es de la forma: f(x) =ax*+ bx +c (cona,byc e R ya#0)y su grafica
es una parabola.

e Concavidad

Las ramas de la parabola se abren hacia arriba o hacia abajo, dependiendo si el signo de a es
positivo o negativo:

a>0 a<o
las ramas se abren hacia arriba las ramas se abren hacia abajo

* Interseccidn con eje y

La interseccioén de la grafica con el eje y es el punto (0,c):
\7

(0.0

xy

* Interseccién con eje x

Las intersecciones de la grafica de la funcion cuadratica, llamados ceros de la funcién, corresponden
a las soluciones de la ecuacion cuadratica asociada a la funcion, estos pueden ser dos, uno o ninguno,
dependiendo del signo del discriminante, como lo habiamos visto anteriormente.

= Y X X >
X1 XZ X 1 2 X

<V

b*-4ac<0 b?-4ac=0 b?—-4ac>0
La parabola no intersecta La parabola es tangente La parabola intersecta al eje
al eje x al eje x x en dos puntos
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Considerando el signo del coeficiente cuadratico y del discriminante, tenemos entonces los

siguientes casos:

A<O

A>0

a>0

A

qV

a<o0

=<V

x VY

B

=<V

* Vértice y eje de simetria

El vértice es el punto mas bajo en la grafica cuando a > 0 y es el punto mas alto cuando a < 0.

La abscisa del vértice corresponde a x = — b y su ordenada se puede calcular mediante

b . _
y—f< 2a),obleny—

El eje de simetria es una recta que pasa por el vértice y es paralela al eje y, su ecuaciéon es x = —

—A _ 4ac—b?

4a

4a

eje de simetria

yﬂ

Bl

XV
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¢ Maximo o minimo
Tanto el minimo como el maximo de la funcién cuadratica se encuentran en el vértice, pero habra
un minimo cuando a > 0 y un maximo cuando a < 0.

Caso a>0 Caso a<0
yA

<V

Aca la funcion tiene un minimo y su valor es Aca la funcion tiene un maximo y su valor es

f(- L\ o pien 4ac—b? £ 2\ o pien 4aCc = b
2a 4a 2a 4a

 Dominio y Recorrido
El dominio de la funcion y = f(x) corresponde al conjunto de todos los valores de x y el recorrido
corresponde a todos los valores de las imagenes.
El dominio de una funcién cuadratica corresponde al conjunto de los reales, Dom f=R .
Mientras que el recorrido de la funcién cuadratica f(x) = ax?+ bx + ¢, depende del signo de a:

Caso a>0 Caso a<0

o
XV

ot 3)]

b
Recorrido: [f <— %a ) o0 [ Recorrido:
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TRASLACIONES A LA GRAFICA DE UNA FUNCION CUADRATICA

«

Traslacion vertical

Si a una funcién cuadratica se le suma una constante positiva “k”, entonces su grafico se traslada

“k” unidades hacia arriba y si se le suma una constante negativa “k”, el grafico se traslada “k” unidades

hacia abajo.

S P

yA

Ejemplos:

-3

[t Bl ity

Traslacion horizontal

Si a la variable “x” de una funcion cuadratica se le suma una constante positiva “k”, entonces su grafico

se traslada “k” unidades hacia la izquierda y si se le suma una constante negativa “k”, el grafico se

traslada “k” unidades hacia la derecha.

Ejemplos:

2
3
<
|
x
%
1
>
A X
2X 1 1 1 1 1 1
Xl N=o
> ' ' ' ' ' '
JE S S SN SRS U £ SIS T
- - ILIlILIlILIlIlMAlILIl
T A .
eedacadacadaacadaaD cede e
2 Lol r ot Yo !
e — _
- - cmedacadaaa R PR .
T Stk Ee
A A
N R =[P [ [ [
! R
=TT TN
RSN DR RN DR (R
O N R Ay O
+ 1 1 1 1 '
R Lk Bt REEt LpT OOk SEE
T A
I ' ' | I ' '
e o R e TR
S A R T
| | | |
N
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Y/ FORMA CANONICA DE LA FUNCION CUADRATICA

Una funcién cuadratica de la forma: f(x) = a(x — h)*+ k se denomina la forma canénica de una funcién
cuadratica.

Por lo visto anteriormente, si h y k son niumeros reales positivos entonces la grafica de

f(x) = a(x - h)* + k corresponde al grafico de f(x) = ax trasladado “h” unidades la derecha y

“k” unidades hacia arriba.

) YA
Ejemplos: y = (x+4Y — 1

<y

Ly =+ 1) -2
EJERCICIOS RESUELTOS
1. ;Cual es la ecuacion de segundo grado, cuyas soluciones son los nimeros reales “THNS ';\/5 y
—1-+5 ’
2
Solucion:

Habiamos visto que si x, y X, son las soluciones de una ecuacién de segundo grado, la ecuacion es:
(X =X, )(x = x,) =0, o bien x* - (x, + x,) X + x, - X, = 0.

1-V5  1+V5 _-2

En este caso, x, +x, = —— > 5> =1
1.5 1+y5 _(1P-(E) . | .
X% =—— 5 = ) = -1, luego la ecuacion es
74 X2 (X, +X)X+X X,=0 < x2+x-1=0
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Sea la ecuacién cuadratica en x, ax? — 2x + a = 0, ¢jcual es el conjunto que determina todos los
valores de a para los cuales la ecuacion tiene soluciones reales y distintas?

Solucion:

Para que la ecuacion tenga soluciones reales y distintas debe ocurrir que el discriminante debe
ser positivo:

b°’-4ac>0 —» 4-4-a-a>0 > 4—-4a2>0 — a2<1 — —1<a<1,luego la respuesta es
el intervalo ]-1, 1] .

Sea la funcion f definida en los reales, mediante f(x) = x? + 6x + a, ¢ cudles de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Sia=9,lagrafica es una parabola que intersecta al eje x en un solo punto.
II) Sia<9,entonces la parabola intersecta en dos puntos al eje x.
[l1) Sia>9, entonces la parabola no intersecta al eje x.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lillyll
Solucion:

En |, si la gréafica intersecta al eje x en un solo punto, entonces su discriminante debe ser cero:
A=b?-4ac=0 —- 36-4-1-a=0 — a=09, entonces | es correcta.

En I, para que la parabola intersecte en dos puntos al eje x, debe ocurrir que el discriminante

debe ser positivo:

A=b?-4ac>0 — 36-4-1-a>0 — a<9, entonces Il es correcta.

Inversarmente, si la parabola no intersecta al eje x, debe ocurrir que el discriminante debe ser

negativo:
A=b?-4ac<0 —- 36-4-1-a<0 — a>09, entonces lll es correcta.
Respuesta, E) |, 11y lll.
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¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones es (son) siempre verdadera(s) con respecto a la funciéon
definida en los reales mediante f(x)=x2+ p, con p # 0?

I) El eje de simetria de la grafica es el eje y.
I) Sip >0, entonces el discriminante asociado a la funcién cuadratica es positivo.
)  El maximo de la funcién es p.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl
Solucion:

Sabemos que el grafico de f(x) = x2 + p, corresponde a la grafica de g(x) = x?, desplazada “p”
unidades hacia arriba o hacia abajo dependiendo si p es positivo 0 negativo.

yA

f(x) = X2+ p

\ /f(x):xz—p
;

\V/

(p > 0)

Observa que en ambos casos, el eje de simetria es el eje y, entonces | es verdadero.
Si p > 0, el grafico se trasladd “p” unidades hacia arriba, luego no intersecta al eje x, de lo que se

deduce que su discriminante es negativo, por ende, Il es falso.

El coeficiente de x2 en la funcién, f(x) =X+ p es positivo, luego sus ramas se abren hacia arriba,
por lo tanto posee minimo y no maximo, luego Il es falso.
Respuesta: A) Solo |
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1.

Las soluciones de la ecuacion 2(x — 1)2=5
estan representadas en:

A 135
2

By -1xY5
2

5

C) 11@

_ S
D) 1%
E) 11\/5

2

¢En cual de las siguientes ecuaciones
cuadraticas, las soluciones son reales e
iguales?

A) x2-4x=-1
B) x*-2x=-4
C) 2x*-9=0
D) 2x2+x=1
E) 4x2+4x=-1

¢En cual de las siguientes ecuaciones
cuadraticas, las soluciones no son reales?

A) x2+x=1
B) x2-2x=4
C) 2x2-5x=-2
D) x2+x=2

E) x*+4x=-8

Con respecto a las soluciones (o raices) de
la ecuacion x? + 4x = 32, 4 cual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

[)  Son racionales.

[I)  Son positivas.

[l)  Son numeros enteros.

Solo |
Solo |y I
Solo |y lll
Solo Il'y Il
L1yl

Si una de las soluciones de la ecuacion en
X, 3x? + 5kx + 2 =0 es -2, entonces k =

Si x es la solucién de la ecuacion —x =

x—4’

¢cual es el menor valor posible para la

expresion: —
A) -4

B) -3

c) -1

D)

E) 3
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7. ¢, Cual(es) de las siguientes ecuaciones no 10. cCon respecto a las soluciones de la ecuacioén

tienen soluciones en los numeros reales? 2
X +

1 = 4, ;cual de las siguientes
) 2(x-22+3=0 -

afirmaciones es verdadera?

) —Sx-1p+1=0
2 A)  Son reales de distinto signo.

nmy 2 <X + 1>2+ 5=0 B)  Son racionales positivas.

C) Noson reales.

A)  Solol D) Son racionales negativas.

B) Solol E) Ninguna de ellas.

C) Sololyll

D) Sololylll 11. Las soluciones de la ecuacion en x,

E) Lyl 2x2 —4x + k = 0 son reales y distintas,
entonces:
A) k>2

8. ¢, Cual de las siguientes ecuaciones tiene

como raices (o soluciones)a (2 ++/5)y

(2-+5)? B) k=<2

A) x2-4x+9=0 C) k<2

B) x2+4x+9=0 1

C) x-4x+1=0 D) k<3

D) x2-4x-1=0

E) x*-2x-1=0 E) k>1

12. Las soluciones de la ecuacidn en x,

9.  ;Cudl de las siguientes ecuaciones tiene bx*—bx+b+1=0,conb#0, son reales e
raices (o soluciones) (a + b) y (a — b)? iguales, entonces b =
3
A) -3
A) x2t+ax+a?-b2=0 ) 4

B) x?2-ax+a?-b?=0 B 3
) 2
C) x?2+2ax+a?-b2=0
4
D) x2-2ax+a2-b2=0 ¢ 3
E) x?2-2ax+a?+b2=0 4
D) ~3

E) No existe tal valor de b.
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13.

14.

15.

Dada la ecuacion en x,
(k=1)x2+2(k-2)x+(k-1)=0, ¢qué

valor debe tomar k para que las raices o
soluciones sean reales e iguales?

A) g
B) ‘%
o) -3
D) ;—

E) No existe tal valor de k.

La ecuacion en x,
(k—2)x* +2(k —4)x + k —4 =0, con k un
numero real distinto de 2, tiene dos soluciones
gue no son numeros reales, entonces:

A) k>4
B) k=4
C) k<4
D) k>2
E) k<2
Sea la ecuacion cuadratica en X,

a(x — b)’+ b = ¢, se puede determinar que
las soluciones de esta ecuacidon son reales
y distintas, sabiendo que:

(1) c>b
(2) a(b-c)<0

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

16.

17.

18.

Dada la ecuacion x2 + 10x — 15 = 0, ;qué
numero real p se debe sumar a ambos
lados de la ecuacién para completar el
cuadrado de un binomio en el lado izquierdo
de ella y cuales son las soluciones de
esta ecuacion?

A) p =40y las soluciones son
(-5-115)y (- 5+ V115).

B) p=-10y las soluciones son
(10-+5)y (10 +5).

C) p =40y las soluciones son
(-5-40)y (-5 +40).

D) = — 25y las soluciones no son reales.

E) p =25y las soluciones no son reales.

a y b son numeros reales, ¢ cual(es) de las
siguientes ecuaciones en x, tiene(n) siempre
solucion(es) en el conjunto de los
nuameros reales?

) (x-by —%= 0, con ab>0.
) ax?+b=a,cona>b.
) ax?+b=0,conab<0.

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lllyll

El area de un rectangulo es 50 cm? y su
perimetro es 30 cm. ¢ Cual de las siguientes
ecuaciones permite determinar su largo “x™?

A) x2-15x-50=0
B) x2+15x+50=0
C) x2-15x+50=0
D) x2-30x+50=0
E) x2+30x+50=0

79

Prohibida su reproduccion total o parcial.



80

19.

20.

21.

Se tienen tres numeros consecutivos donde
el menor es “x”.

Si el doble del producto de los dos menores
tiene 20 unidades mas que el cuadrado
del mayor, ¢cual de las siguientes ecuaciones

permite determinar el menor de los términos?

A)  2x(x+1)+20=(x+2)?
B) 2x(x+1)-20=(x+2)
C) 2x(x+1)=(20+x +2)?
D) 2x(x+1)=20-(x+2)
E) 2x(x+1)=(20-(x +2))?

La edad de un hermano es el doble de la
edad del otro mas cuatro afnos.

Si el producto de sus edades es 160, ¢4 cual
es la edad del mayor?

A) 8 afos
B) 10 afios
C) 16 afios
D) 20 afios
E) 24 afios

En un rectangulo, el largo mide 2 cm mas
que el ancho. Si los lados se aumentan
en 2 cm, se forma un segundo rectangulo
cuya area sumada con la del primero resulta
288 cm?. ; Cuanto mide el ancho del rectangulo
original?

A) 8cm

B) 10cm
C) 12cm
D) 14cm
E) 18cm
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22,

23.

24,

Las aristas de un cubo disminuyen en 2 cm,
disminuyendo el volumen del cubo en 296 cm?.
¢,Cuanto median inicialmente las aristas?

A) 4cm
B) 6cm
C) 8cm
D) 36cm
E) 48cm

Un namero tiene dos cifras, tales que la de
las decenas tiene una unidad mas que
el doble de la otra. Si al nUmero se le suma
el producto de las cifras resulta 94, entonces
scual es la diferencia de las cifras?

A)
B)
C)
D)
E)

0 N B~ W DN

Por el arriendo de una casa en la playa, a
un grupo de amigos le cobran $60.000 porel
fin de semana. Para cancelar este valor lo
dividieron en partes iguales, pero
posteriormente dos de ellos no pudieron
asistir por lo que la cuota tuvo que subir en
$ 1500 para reunir el total del arriendo,

entonces 4 cuantos amigos iban a ir al
comienzo?

A 7

B) 8

C) 10

D) 12

E) 15



25.

26.

27.

Un campesino ha plantado lechugas en filas,
poniendo en cada una de ellas la misma
cantidad, de modo que la cantidad de
lechugas por fila supera en dos a la
cantidad de filas.

Al otro ano decide aumentar en cuatro la
cantidad de filas y disminuir en dos la
cantidad de lechugas por fila.

Si la cantidad de lechugas plantadas durante
los dos afos es 756, ¢cuantas fueron
plantadas en cada fila en el primer afio?

A) 20
B) 22
C) 24
D) 25
E) 26

La gréfica de la funcién f definida en los
reales mediante f(x) = x> + a, pasa por el
punto (a, 2), entonces el (los) valor(es) de
a es (son):

A) Solo 1
B) Solo -1
C) 201
D) Solo -2

E) No existen tales valores.

Con respecto a la parabola de ecuacion:
y = —x? + 4x — 3, se afirma que:

I) Intercepta al eje y en (0,-3).
II) Intercepta al eje x en dos puntos.
[l)  Su vértice es el punto (-2,-7).

¢, Cual(es) de las afirmaciones anteriores es
(son) verdadera(s)?

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lyl

28.

¢, Cual de los siguientes graficos representa
mejor a la funciéon cuadratica: y = x? - 6x + 9 ?

A) yA
\
0 X
B) yA
/
0 X
C) yh
\
0 X
D)
yﬂ
/
0 X
E) yA
// o\ x
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29. ;Cual de los siguientes graficos representa

mejor a la funcioén: f(x) = (x + 2)?+ 1?

A) yﬂ
0 X
B)
yﬂ
0 X
C)
yﬂ
A
D) yﬂ
\ |/ .
N/
yﬂ
E)
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30.

31.

32.

¢,Cual de las siguientes funciones definidas
en los reales, tiene como grafico la parabola
de la figura?

A g = (x-3)+ 1
B)  h(x)=—(x—3) -1

©) I09=(x-3¢+2

D) k(x)=2(x-2)(x—-4)

E)  mx)=3 (x-2)(x-4)

Sea la funcion f definida en los reales,
mediante f(x) = ~2(x — 3)(x — 5), entonces

las coordenadas del vértice de la parabola
asociada a su grafica son:

A)  (4,-2)
B) (4,2)
C) -1
D) (4,1)
E) (2,-6)

¢, Cual de las siguientes afirmaciones es
FALSA con respecto a Ila funcion
f(x) = —(x* + 4) si el dominio son todos los
nuameros reales?

A) La gréfica no intersecta al eje x.

B) El vértice de la parabola asociada a
esta funcién esta en el gje .

C) El vértice de la parabola asociada a
esta funcioén esta en el eje x.

D) Su grafica tiene al eje y como eje de
simetria.

E) Elvalorde x donde alcanza su maximo
esx=0.



33.

34.

35.

¢, Cual de las siguientes funciones definidas
en los reales, tiene como recorrido
los reales menores o iguales que —-17?

A)  g(x)=(x-3)2-1
B) h(x)=—(x—3)+1
C) jx)=-(x-1y+2
D) k(x)=—(x—1)2-2
E)  t(x)=—(x—4)*— 1

Sea f una funcidon cuyo dominio es el
conjunto de los numeros reales, definida por
f(x) = a(x — 2)*> + 1, con a un numero real
distinto de cero. ¢ Cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Sia> 0, elvalor minimo de f se
alcanza para x = 2.

II) Sia<0,elrecorrido defes]-oo, 1].

) Sila grafica pasa por el origen,

1
entonces a = - —.

4
A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollyll

E) Lillyll

Se puede determinar la funcion cuadratica,
definida en los reales mediante f(x) = ax?+ c,
sabiendo que:

(1) Lagrafica asociada a esta funcion
pasa por el punto (1,4).
(2) Suminimoesy=1.

A) (1) porsisola

B) (2) porsisola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

36. ;Cual(es) de las siguientes afirmaciones

37.

38.

es (son) verdadera(s), con respecto a las
funciones de la forma f(x) = (a — 1)x?—a con
dominio los numeros reales?

) Sia>1, entonces la grafica de
la funcién es una parabola que
se abre hacia arriba.

II) Lagraficadefintersectaalejede
las ordenadas en el punto (0, —a).

) Sia<1,entonceselminimodela
funcién es -a.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll

Sea f una funcidon cuyo dominio es el
conjunto de los numeros reales, definida por
f(x)=ax*+(a+2)x+2,cona=0.

¢, Cual de las siguientes relaciones se debe
cumplir, para que la grafica de la funcion
intersecte al eje x en un solo punto?

A) a=-2
B) a=2
C) a*-4a+4>0

D) a?-4a+4<0
(a+2)2-8
2a

E) —(a+2)+

Sea f una funcion definida en los reales
mediante f(x) = x2 — 4bx — 2, con b # 0,
entonces el valor de x donde la funcion
alcanza su valor minimo es:

A)  2b

B) -2b

C) b

D) 4b2+2
E) -4b>-2
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39.

40.

41.

¢, Cual es el conjunto de todos los valores
de a, para que la funcion definida por
f(x) = (x — a)* + 4a, intersecte al eje x en dos
puntos?

A) 10, oof
B) ]-oo, 0]
C) ]-,0]
D) O, oof
E) O

La gréfica de la funcién
fix)=(@-2)x*+2(@-1)x+a-1,cona#2
y dominio los numeros reales, intersecta en
dos puntos al eje x, si:

A) a<1
B) a=1
C) a=>1
D) a>2
E) a<2

Sea la funcion definida en los reales,
mediante f(x) = a(x — h)? + k, con a#0.

Se puede determinar el eje de simetria
de la parabola que representa a la grafica
de esta funcién sabiendo que:

(1) h=3.
(2) El vértice de la parabola es el
punto (3,2).

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Prohibida su reproduccion total o parcial.

42.

43.

Sea la funcion cuadratica f(x) = x2 — ax — 2a2
con a#z0 y dominio el conjunto de los
nameros reales. ¢ Cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

I) La grafica intercepta al eje x en
dos puntos, para todo valor de a.

[I)  Elvalor minimo de la funcién es
_9a?
1
lll) La grafica asociada a esta

funcién pasa por el punto

(-2a, —4a3).
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lyl

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) siempre verdadera(s) con respecto a
la funcién definida en los reales mediante
f(x) =ax? + bx + ¢, cona # 0?

) Sib=0,elminimoesy=c.
[I) Sic=0,unode los ceros de la
funcién es x = —g .

) Sib=0yc=0,entonces su
grafico intersecta a los ejes en

el origen.
A) Solo|
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll



44,

45.

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) siempre verdadera(s) con respecto
a la funcién definida en los reales mediante

f(x) = (x —p)*?

) ElI vértice de la parabola
asociada a su grafica esta en
el eje x.

II) La ordenada del punto donde la

grafica intercepta al eje y es

positiva.

El eje de simetria de la grafica

es la recta de ecuacion x = p.

1

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lillyll

Sea f una funcién definida en los reales
mediante f(x) = x> — ax + 6, con a # 0.
Si el valor de x donde la funcién alcanza su
valor minimo es -2, entonces a =

A) 4

B) -8

C) -4

D) 40-4

E) 32032,

46.

A)
B)
C)
D)
E)

47.

La funcién h(t) = pt — 5t°, modela la altura
(en metros) que alcanza un proyectil al ser
lanzado verticalmente hacia arriba a los t

segundos. Se puede determinar esta
funcién si se sabe que:
(1) A los 2 segundos alcanza
una altura de 30 metros.
(2) La altura maxima la alcanza

alos 2,5 segundos.

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacion adicional

Las ganancias de una empresa, medidas

en millones de dodlares, se modelan segun
la funcidn cuadratica

G(t) = —% (t- 9)*+ 12, donde tes la

cantidad de afos desde que fue inaugurada.
¢, Cudl de las siguientes afirmaciones es
FALSA?

A) Alos 9 anos se obtuvo la maxima

ganancia.

B) Al primer afio no obtuvo ganancia.

Alos 8 y a los 10 afios obtuvo la

misma ganancia.

D) Después de los 9 afios sus ganancias
empezaron a disminuir.

E) Laganancia anual siempre fue inferior
a 12 millones de délares.
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48. La altura h(t) alcanzada, medida en metros, 49. Se puede determinar el valor numérico

de un proyectil se modela mediante la del maximo de la funcién cuadratica
funcion h(t) = 20t — 5t2, donde t es la f(x) = —x*+ 2ax — a, si se conoce:

cantidad de segundos que transcurren

hasta que alcanza.digha alturg. . (1) El valor numérico de la abscisa
¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones es del vértice de la parabola

?
(son) verdadera(s)? asociada a la grafica de esta

funcion.
(2) El valor numérico de uno de los
ceros de esta funcion.

) Alos 4 segundos llega al suelo.
) A los 2 segundos alcanza su
altura maxima.
[lI) Al primery tercer segundo

después de ser lanzado alcanza A) (1) por si sola
la misma altura. B) (2) por si sola
C) Ambas juntas, (1)y (2)
A) Solol D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
B) Sololl E) Se requiere informacion adicional
C) Sololyll
D) Sololly il

E) LIyl

RESPUESTAS CAPITULO 6

1.C 2.E 3.E 4.C 5.C 6.B 7.D 8.D 9.D 10.B
11.B 12.D 13. A 14. A 15.B 16. C 17.D 18.C 19.B 20.D
21.B 22.C 23.C 24.C 25. A 26.C 27.C 28.D 29.B 30.E
31.B 32.C 33.E 34.E 35.C 36.C 37.B 38.A 39.B 40.C
41.D 42.C 43.D 44.D 45.C 46. D 47. E 48. E 49.D
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Capitulo FUNCIONES

6

Leonhard Euler (1707 — 1783),
matematico suizo, considerado
uno de los matematicos mas
importantes de todos los
tiempos, el nimero irracional
e=2,71828..., se designha con
esta letra en su honor. Fue el
primero en introducir la notacion
f(x) para designar a las funciones.

CONCEPTOS CLAVES
N
> Dominio y Recorrido > Traslacion de graficos
> Imagenes y preimagenes > Funcién compuesta
> Gréficos de funciones
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/[ CONCEPTO DE FUNCION

Una funcién f definida de A a B relaciona los elementos de A con los de B, de modo que

(1) Todo elemento de A esta relacionado con un elemento de B.
(2) Todo elemento de A se relaciona con un unico elemento de B.

A se denomina el conjunto de partida y B el conjunto de llegada, al elemento del conjunto de partida
se llama preimagen y al elemento con que se relaciona de B se llama imagen y se designa con la
letra y.

Si la funcion la designamos con la letra f, entonces la notacion y = f(x) hace alusion que “y” es la
imagen de “x”(0 que “X” es la preimagen de “y”). El conjunto de las preimagenes se llama dominio
y el conjunto de las imagenes se llama recorrido.

En un sistema cartesiano, la imagen la pondremos en el eje vertical o eje de las ordenadas

y la preimagen en el eje horizontal o eje de las abscisas.

YA y =f(x)

El grafico de la funcién esta formado por
puntos (x,y) donde y = f(x).

=<V

/' GRAFICOS DE FUNCIONES IMPORTANTES

Es importante comprender y recordar las graficas de las siguientes funciones:

* Funcién lineal y afin

y=mx y=mx+n
y“ yﬂ
Dom f: R Domf: R
Rect f: R Rect f: R
X X
f.lineal (pasa por el origen) f.afin (no pasa por el origen)
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Funcion constante

yﬂ

\|/

Xy

* Funcioén potencia

y=X

yﬂ

y= k Dom f: R
Rec f: {k}

Funcioén cuadratica (vista en cap. anterior)

Dom f: R

\/

y=ax’ +bx+c

4ac — b’ _ 4ac-b* |
Rec f: P ,o|l sia>0 o |-, sia<0
a

Funcion raiz cuadrada

y =X (neZ)
Dom f: R
Rec f: ]RZ;
X
F. Potencia Par
y =Vx
y
//
L

4a

Dom f: R

Rect f: R

F. Potencia impar

* corresponde a la funcion inversa de la funcion cuadratica

Dom f: [RS
Rec f: R,
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/' COMPOSICION DE FUNCIONES

Supongamos que tenemos las funciones fy g, se denomina la composicion f o g, diremos “f” compuesto
con “g”, a la funcion que resulta de que primero actua la funcién “g” y sobre esta imagen obtenida
actua posteriormente la funcién “f".

Por definicion, se tiene que (fog)(x) = f(g(x)).

Por ejemplo, supongamos que tenemos las funciones f(x) = x> + x + 5 y g(x) = 2x + 3, entonces
(fog)(x) = f(g(x)), si sustituimos g(x) por 2x + 3, nos queda f(2x + 3), ahora sustituimos 2x + 3 en

la “x” de la funcion f:

f(2x + 3) = (2x + 3)* + (2x + 3) + 5, desarrollando y reduciendo términos obtenemos que

(fog)(x) = 4x* + 14x + 17.

Ahora calcularemos (gof)(x), tenemos que (gof)(x) = g(f(x)) = g(x*+ x + 5) =2(x*+ x + 5) + 3=2x>+ 2x + 13.
Como habras observado, en general la composicién de funciones no es conmutativa, es decir

(fog)(x) # (gof)(x).

/| TRANSFORMACIONES A LAS GRAFICAS DE FUNCIONES

Veremos a continuacién como algunos cambios en la ecuacion de una funcion modifica el grafico de
esta.

+ Traslacion vertical
Si en la funcién y = f(x) le sumamos o restamos una constante positiva “k” a f(x) entonces la
grafica se traslada respectivamente hacia arriba o hacia abajo en “k” unidades.

Ejemplo:
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Traslacion horizontal
Si en la funcion y

f(x) le sumamos o restamos una constante positiva “k” a la variable “x”

entonces la grafica se traslada respectivamente hacia la izquierda o hacia la derecha en “k”

unidades.

Ejemplo:

Reflexién en torno al eje x

Sienlafunciény

f(x), cambiamos el signo a f(x) entonces la grafica se refleja en torno al gje x.

Ejemplo:

yA

e
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Reflexiéon en torno al eje y
Si en la funcién y = f(x), cambiamos el signo de “x” entonces la grafica se refleja en torno al eje y.

Ejemplo:

-----------------------------------------------------

EJERCICIOS RESUELTOS

1.

Sea la funcion f, cuyo dominio es el intervalo [h, o[, definida por f(x) =Vx —h + 2.
Si la preimagen de 6 es 4, ¢ cual es el valor de h?

Solucion:

Segun la informacion dada, tenemos que f(4) = 6, o bien, que x = 4 si y = 6, reemplazando esto
en la ecuacion y = Vx—h + 2, obtenemos 6 = V4 —h + 2, si transponemos el 2 y elevamos
al cuadrado a ambos lados de la ecuacion, se tiene 16 =4 — h , por lo tanto h = -12.

Sean las funciones definidas en los reales mediante f(x) = ax’ y g(x) = ax’, con a#0, 4 cudles de las
siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Sia>0yx<1,entoncesf<g.
[I) Las graficas se intersectan en dos puntos.
) Sia<O0yx>1,entoncesg<f.

Solucién:
En la siguiente grafica se muestra el caso en que a > 0, observa que si x < 1, entonces f > g,
luego | es falsa.

y

Prohibida su reproduccion total o parcial.



Il) Es verdadera, ya que tanto para a>0 y a<0, las graficas se interceptan en el (0,0) y en el (1,1).

Yy

Caso a>0 Caso a<0

[ll) Sia<0y x>1, observa en la siguiente grafica que efectivamente g < f, luego lll es verdadera.

g‘l'-.f

Conclusioén, Il y lll son verdaderas.

Un técnico cobra un costo fijo por la visita a domicilio mas un cierto valor por hora trabajada. Se

sabe que por 3 horas cobra $57.000 y por 4 horas $72.000. Determina la funcién que modela el costo

segun la cantidad x de horas trabajadas.

Solucion:

Supongamos que por la visita a domicilio cobra $a y que cobra $b por cada hora de trabaijo,
entonces el costo por t horas de trabajo esta dado por la funcién C(t)=a+bt.

Tenemos que para 3 horas cobra $57.000, entonces a+3b=57000, por 4 horas cobra $57.000,
entonC('es a+4b=?2.000. ' a+3b = 57000

Resolviendo el sistema de ecuaciones: a+4b = 72000 | obtenemos que b=15.000 y a=12.000,

luego la funcion que determina el costo a cancelar por x horas de trabajo es C(x)=12000+15000x.

Un modelo para la temperatura T, en grados Celcius (°C), de un liquido esta dada por
T(t) = 80 — 2t, donde t es el tiempo transcurrido en minutos.
¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

[) Alos 12 minutos la temperatura del liquido sera de 56 °C.
II) Para que la temperatura del liquido llegue a 0° C se requieren mas de 30 min.
IlI) Latemperatura disminuye a razén de 2 °C por minuto.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll
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Solucion:

En |, para obtener la temperatura que habra a los 12 minutos, basta reemplazar t por 12 en la
funcion dada: T(12) =80 — 2 - 12 = 56, por lo tanto | es correcta.

En Il, reemplazamos la temperatura por 0 °C, 0 = 80 — 2t, despejando t se obtiene t=40, luego a
los 40 minutos el liquido tendra 0 °C, luego Il es correcta.

La funcion T(t) = 80 — 2t, es de la forma y=mx+n, es decir es una funcién afin con pendiente

m igual a -2, esto indica que la variable dependiente, en este caso la temperatura, disminuye 2
°C por cada unidad que aumenta la variable independiente, en este caso el tiempo, luego llI

es también es correcta.

Respuesta, E) |, 1l ylll.

X+ 2
3

Sea la funcion f definida en los reales, mediante f < >= x* — 6x, entonces f(x)=

Solucioén:
Lo que haremos para resolver esta situacion es hacer un cambio de variable.

X+ 2

Para ello a la expresiéon la designaremos con una nueva letra, por ejemplo u, entonces:

X+ 2 ., . .
u= 3 en esta ecuacion despejamos X, con lo que obtenemos x=3u-2, entonces la expresion
dada f < X ; 2 ) = x? — Bx, se transforma en f(u) = (3u — 2)°~ 6(3u — 2) , desarrollando y reduciendo

términos, obtenemos f(u) = 9u®—30u + 16, ahora cambiamos “u” por “x” y obtenemos

finalmente que f(x) = 9x° - 30x + 16

Sea f una funcion definida en los reales mediante f(x+2)=2f(x)+5. Si f(6)=59, entonces f(0)=

Solucion:

Como aca no tenemos explicitamente la funcion f, lo que haremos es darnos diversos valores
para “x” de modo de relacionar las preimagenes 0 y 6.
Si nos damos el valor x=4, en la expresion dada podemos formar al lado izquierdo f(6) cuyo

valor conocemos, entonces:

(1) Six=4 — f(6)=2f(4)+5
(2) Six=2 — f(4)=2f(2)+5
(3) Six=0 — f(2)=2f(0)+5

En (1) reemplazamos f(6) por 59 y despejamos f(4) lo cual nos da 27, reemplazamos f(4)=27
en (2) y despejamos f(2) lo que da 11, reemplazando f(2)=11 en (3), despejamos f(0) y obtenemos 3.

Respuesta f(0)=3
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. Sif(x) = x* - 2x — 3, entonces f(2) + f(-1) =

A)
B)
C)
D)
E)

2. Sea la funcion f(x) = 2x + 3, entonces
f(a+b)—f(b) =

A)
B)
C)
D)
E)

2a

2a+6
2a-3
2a-b
2a-b+6

3. Sif(x)=ax+b, scudnto valenay b
respectivamente, si f(2) = -1y f(3) = -2?

A)
B)
C)
D)
E)

—-1y-1
-1y1
-2y -1
-2y1
-3y5

4. En la figura adjunta se muestra la grafica

de la funcion f definida en los reales.

¢Cual de las siguientes afirmaciones
es FALSA?
y
2
-2 4 X
A) El maximo de la funcién es 2.
B) Elrecorrido de la funcién es |-« , 2].
C) Laimagende 6 es —1.
D) Las preimagenes de 1 son -1y 2.
E) Todo elemento del recorrido tiene
2 preimagenes.
5. Sea la funcién definida en los reales

mediante f(x)=ax", se puede determinar a

y n sabiendo que:

(1) f(2)=-16
(2) f(3)=-54

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacién adicional
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Sean las funciones f y g que se ilustran en 8.

el diagrama siguiente:

f g
A i ST
¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) verdadera(s)?

) gof(2)=2
) gof(1)=4
Ny gof(3)=2
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

Sean las funciones f y g definidas en
los reales mediante f(x) = 2x-1 y g(x) = x5,
entonces  jcuadl de las  siguientes
afirmaciones es FALSA?

A) (gof)5)=81

B) (fog)(x)=2x*1

C) Existe mas de un valor de x de modo
que (g o f)(x) = (fo g)(x)

D) Elrecorrido de (f o g)(x) es el intervalo
[-1, oof.

E) Elrecorrido de (g o f)(x) es el intervalo
[0, oof.

Prohibida su reproduccion total o parcial.

Sea f una funcion cuyo dominio es el conjunto
{2,4,6}, definida por f(x) = x—1, sea g una
funcién con dominio {1,3,5}, definida por

g(x) = x+1 y sea h una funcién con dominio
{1,2,3,4,5,6} definida por h(x) = 2x. ¢ Cual(es)
de las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

[) 2 no pertenece al dominio de

fo(goh).
II) 2 no pertenece al dominio de
go (foh).
[l) 2 no pertenece al dominio de
ho(fog).
A) Solo|
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lillyll

9. En la figura se muestra la grafica de la

funcion f definida en:

¢, Cual de las siguientes afirmaciones es
FALSA?

A) (fof)(2)=2
B) (fof)(4)=4
C) (fof)(1)=4
D) (fof)(5)="1
E) (fof)(3)=3



10.

11.si

12.

Sean las funciones f y g definidas en el
conjunto de los numeros reales mediante
f(x) = x* si x>1y 2x — 3 si x<1; g(x) = —x+2
six>0 y 3x°— 2 si x<0
¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) fog(2)=-3
) gof(3)=-7
) go(fog)(-1) =1

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl

f y g son funciones definidas en el
conjunto de los numeros reales mediante
f(x+2)=3x+1 y g(x+2)=2x-1, entonces
(fog)x) =

A)  (3x—1)(2x - 3)

B) 6x-20
C) 6x-6
D) 6x-5
E) 6x-15

Sean fy g funciones definidas en los reales,
se puede determinar (fog)(5), sabiendo
que:

(1) g(5)=-10y f(-10) = -3.
(2)  (fog)(2x+1) = —4x+5

A) (1) por sisola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

13.

14.

Sea la funcidn f definida por f(x) = V2x + k,
cuyo dominio es el intervalo [—g , oo[. Sila

preimagen de 5 es 11, jcual es el valor de k?

A) 17
B)

Cc) 3
D) 14
E) 111

;Cual de las siguientes graficas
representa mejor a la grafica de la funcién

f(x)= V2 —x + 3?

A) / 3
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15.

16.

Sea la funcion f definida por f(x)= —vx — 2 -3,
;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

I) Eldominiodefeselintervalo[2, ool.

[I) El recorrido de f es el intervalo
-3, .

[II)  El'minimo valor que alcanza f es -3.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Iyl

Sea f una funcién, con dominio el conjunto
de los numeros reales, definida por
f(x) = (x+2)4 +1.Sim, n p,qyrson
funciones, todas con dominio el conjunto de
los numeros reales, ;con cual de las
siguientes traslaciones se obtiene la grafica
de f?

A) Trasladar la grafica de m(x) = X+ 1,
dos unidades horizontalmente hacia
la derecha.

B) Trasladar la grafica de n(x) = (x+3)4 +1,
una unidad horizontalmente hacia la
izquierda.

C) Trasladar la gréafica de p(x) = x*, dos
unidades horizontalmente hacia la
derecha y una unidad verticalmente
hacia arriba.

D)  Trasladar la grafica de q(x) = (x+2)* + 4,
tres unidades verticalmente hacia
arriba.

E) Trasladar la grafica de r(x) = (x+4)4 +5,
dos unidades horizontalmente hacia
la derecha y cuatro unidades
verticalmente hacia abajo.
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17.

18.

Sean las funciones f(x) = x* y g(x) = x?
definidas en los numeros reales,
;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

[) Sus graficas se intersectan
en dos puntos.
) Six<1,entoncesf<g.
[l1) Sip>1, entonces la preimagen
de p segun f es mayor que la

preimagen segun g.

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll

Sean las funciones f y g definidas en los

nuameros reales, mediante f(x)= gx—1 y

2g(x)-3x+5=0, ¢ cual(es) de las siguientes

afirmaciones es (son) verdadera(s)?

I) Sus graficas corresponden a
rectas paralelas.

II) La gréfica de f(x) — g(x)
corresponde a una recta
paralela al eje x.

1)  5f(x) — 2g(x) corresponde a una
funcioén lineal.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll



19.

20.

Una funcién lineal f es de la forma f(x) = px,
con p#0, definida en el conjunto de los
numeros reales.

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) siempre verdadera(s)?

) La imagen de p es un numero
real positivo.

II)  Laimagen de una suma es igual
a la suma de las imagenes.

) La imagen de un producto es
igual al producto de las imagenes.

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl

Sean f una funcion definida en los reales
mediante  f(x)=\x-h -k, se puede
determinar el valor numérico del minimo
de la funcion, sabiendo:

(1) El valor numérico de f(h).
(2) Elrecorrido de la funcion.

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

21.

22.

En una piscina hay 1.500 litros y el desagle
bota medio litro por minuto.
La funcién que describe la cantidad de litros

(L) que habra en la piscina a las “x” horas
después de abrir el desaglie es:

A L(x) = 1 __X
) L(x)=1500 - 7

B) L(x)=1500 ‘%
C) L(x)= 1500 — 30x
D) L(x)= 1500 — 120x

E) L(x) = (1500 — 30)x

;Cual de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s) con respecto a la
funcion f definida por f(x)=x*—-9, para x>3?

[) Modela el area de un rectangulo
de lados (x+3) cm y (x-3) cm.

II) Modela el érea que resulta
de restar el area de un cuadrado
de lado 3 cm al area de un
cuadrado de lado x cm.

[l) Modela el &rea que resulta de
restar el area de un cuadrado
de lado V5 cm al area de un
rectangulo de lados (x+2) y (x-2) cm.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lllyll

99

Prohibida su reproduccion total o parcial.



23.

24,

Un pediatra indica que hay que administrarle
a un nifo 0,025 gramos de un medicamento
por cada kilo que este tenga. Segun esto,
¢ cual de las siguientes funciones modela la
cantidad de gramos que habria que
administrarle a un nifio que pesa m gramos?

A) m-0,025

m
B)  0.025

C) 1000 -m-0,025

m
D) <agg 0025

E) 0,025 - 1000
m

En una casa hay un desperfecto en el baro,
para su reparacion se piden presupuestos
a los maestros Juan y Pedro. Juan cobra
una UF por la visita mas 0,2 UF por hora
de trabajo, mientras que Pedro cobra
0,3 UF por hora trabajada. ¢Cual de las
siguientes afirmaciones es FALSA?

A)  Siel trabajo es inferior a 3 horas,
Pedro es mas econdémico.

B)  Siel trabajo durd 12 horas, Juan es
el mas economico.

C) Si el trabajo dura 10 horas, ambos
cobran lo mismo.

D) Siel maestro contratado fue Juan
y cobrd 2 UF, entonces trabajo 5 horas.

E) Para trabajos inferiores a 10 horas,

Juan es el mas econdémico.

Prohibida su reproduccion total o parcial.

25.

26.

Para el envio de un paquete, la empresa
“Tunquén” cobra un cargo fijo de $1.500
mas $300 por kilémetro recorrido, mientras
que la empresa “TransCargo” cobra $400
por cada kildmetro recorrido. ¢ Cual(es) de
las siguientes afirmaciones es (son)
siempre verdadera(s)?

) Si el envio es inferior a 15
kilbmetros es mas economico
Transcargo.

Il) Para 15 kildbmetros, ambas
empresas cobran lo mismo.

ll) Si el envio es superior a 15
kilbmetros es mas economico
Tunquén.

A) Solo|
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lillyll

La poblacion p(t) de peces en una piscina
de cultivo se ha modelado segun la funcién:

t
p(t) = 50 - @) donde t es la cantidad de

meses transcurridos. ¢ Cual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

[)  Alinicio habian 75 peces.
) A los dos meses habian menos
de 120 peces.
ll) A los tres meses su poblacién
inicial se habra mas que triplicado.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lilyll



27. Latemperatura T medida en grados Celcius

28.

(°C) de una habitacién se modela a través

de la funcién T(t) donde t es la cantidad de
horas transcurridas desde el momento que se
inicié la medicion.

SiT(t)=18+2t,con 0<t<6yT(t) =54 - 4t,
con 6 <t < 10, 4cual de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) La temperatura subié 2 °C por hora
durante las seis primeras horas vy
después bajo 4 °C por hora durante
las siguientes 4 horas.

) ElI méximo de la temperatura
alcanzada durante Ila medicion
fue 30° C.

() ElI' minimo de la temperatura
alcanzada durante Ila medicion
fue 18° C.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollyll

E) Lyl

Una persona deposita $p en un banco que
ofrece un interés mensual de 0,5%.

Si el capital se reajusta todos los meses,
¢cual de las siguientes funciones determina
el capital reajustado C(t) después de t meses?

A) C(t)=1,005"p -t
B) C(t)=(1,05)-p

C) C(t)=(1,005) - p
D) C(t) = p(1 + 0,005t)
E) C(t)=(0,005) - p

29. En el siguiente grafico se ilustra la temperatura

T(t) de una habitacién entre las 8 y las 18
horas. ¢, Cual de las siguientes afirmaciones
es FALSA?

Temperratura (°C)

8 12 18 Fora (t)

A)  Lafuncién que modela la temperatura
entre las 8 y 12 horas es T(t) = 2,5t-10.

B) A las 10 la temperatura de la
habitacion era de 15° C.

C) Lafuncién que modela la temperatura

entre las 12y 18 horas es
nn=-%4+3a

D) Entre las 8 y las 12 horas la
temperatura sube 2,5° C por hora.

E) A las 15 horas la temperatura era

superior a los 16° C.

En una empresa, el costo de producir una
cierta cantidad de articulos, comprende
un costo fijo mas un costo por cada
articulo. Si se sabe que el costo de producir
20 articulos es $512.000 y el costo de
producir 40 articulos es $524.000, ¢ cual de
las siguientes funciones, modela el costo
C(x) de producir x articulos?

A)  C(x)=600x

B) C(x)=500000x

C) C(x)=500000+600x
D) C(x)=500600x

E) C(x) =600+500000x
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31. Elnivel del agua en un estanque cilindrico
es de h metros y baja en forma continua
q metros por hora, ¢ cual de las siguientes
afirmaciones es FALSA?

A)  La funcién que modela la altura H
del agua en el estanque (en m) a

las x horas es H(x) = h—gx.

B) La cantidad de horas que hay que
esperar para que la altura baje a

la mitad es L.
2

q
C) Después de % horas no habra agua

en el estanque.

D) Alos 45 minutos la altura del agua
sera 4h -39
4

E) Paraque laaltura original del agua se
reduzca en un 10% hay que esperar

Sh horas.
10q
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32.

A una funcion teatral asisten 120 personas
donde todas ellas cancelaron su entrada.

Si los adultos pagaron 50 US$ y los
estudiantes 20 USS$, ;cual de los siguientes
graficos representa mejor la recaudacion
obtenida, si x es la cantidad de estudiantes
que asistieron?

y

A) 6000

2400 ,
g4y
20 x
y
6000
B)
2400 }----1
i
20 X
y
6000
C)
T 20 %
y
6000
D)
o e
120 x
y
6000
E)
2400 f----- ,
| :




33.

34.

35.

Si f es una funcion definida en los reales tal 36. Sean las funciones f y g, ambas con

X+ 1

quef< 5 >=x—1,entoncesf(x+1)=

A)
B)
C)
D)
E)

Sea f una funcién definida en los reales

mediante f<
A) -3

B) -2

C) 3

D) 2

E) 1

X+ 1
2x -2
2x +1
2x

2x -1

XxX—-5
1-X

> = x+1, entonces f(3) =

37.

Sea f una funcidén definida en los reales,

mediante f(x + 2) = 2f(x) + 3, Si f(8) = 61,

entonces f(4) =

A)
B)
C)
D)
E)

3

5
6,5
13
30,5

dominio en los numeros reales, definidas
por f(x)=ax? y g(x)=ax3, con a un numero
real distinto de cero, ¢cual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Sia>0y 0<x<1, entonces
f(x) > g(x).
II)  Sia<0y x<0, entonces f(x) < g(x).
[ll) Las gréficas de fy g se intersectan en

dos puntos.
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lillyll

Sean las funciones f y g con dominio
en los numeros reales, definidas por
f(x) = x* y g (x) = X3, ;cudl(es) de los siguientes
conjuntos cumple(n) con que todos sus
elementos  satisfacen la  desigualdad

f(x) < g(x)?

) [-1,0[
Iy 10,1]
my 11,1

A) Solol

B) Solo lll

C) Sololyll
D) Solollylll

E) Ninguno de ellos.

RESPUESTAS CAPITULO 7

1.C 2.A 3.B 4. E 5.C 6. E 7.C 8.D 9.D 10. E
11.B 12.D 13.C 14. E 15. A 16. E 17.C 18. E 19.C 20.D
21.C 22.E 23.D 24. E 25.E 26.D 27.C 28.C 29.E 30.C
31.E 32.E 33.D 34.C 35.D 36. E 37.E
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TIPOS DE FUNCIONES
Y FUNCION INVERSA

Capitulo

7

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
matematico, jurista, bibliotecario y politico
aleman.

El término “funcion” se le atribuye a él,
este lo utilizé para designar a cantidades
cuyas variaciones estan regidas por alguna
ley, concepto que no coincide con la
definicién actual.

Leibnitz y Newton, alguno de los
matematicos mas importantes de todos
los tiempos, contribuyeron enormemente
al desarrollo del concepto de funcion.

CONCEPTOS CLAVES

N
> Funcidn inyectiva o uno a uno > Funcién inversa
> Funcion epiyectiva o sobreyectiva > Gréfico de funcién inversa

> Funcion biyectiva
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¥/ TIPOS DE FUNCIONES

Veremos ahora algunos tipos especiales de funciones, estas son las inyectivas, epiyectivas y
las biyectivas.

Funciones inyectivas

Las funciones inyectivas se caracterizan porque a imagenes distintas le corresponden preimagenes
distintas, es decir no puede ocurrir que dos elementos del conjunto de partida tengan una misma
imagen.

En el siguiente diagrama sagital, podemos observar que la funcién f es inyectiva mientras que
la g no, debido a que el 5y el 6 tienen la misma imagen.

La funcion f es inyectiva, La funcién g NO es inyectiva,
ya que a preimagenes distintas ya que a preimagenes distintas
le corresponden imagenes distintas. NO le corresponden

imagenes distintas.

En un grafico cartesiano, las funciones inyectivas se pueden reconocer por lo siguiente:

Una funcién es inyectiva si al trazar lineas paralelas al eje
X, cada una de ellas corta al grafico en un solo punto.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L En la figura, cadarecta L corta a la grafica en un solo punto,
por lo tanto la grafica corresponde a una funcién inyectiva.

Esta funcidon no es inyectiva, algunas lineas horizontales
estan cortando al grafico en mas de un punto. Esto se
traduce en que x, y X, tienen la misma imagen.
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Las funciones potencia de exponente impar, es
X decir funciones del tipo f(x)=x", con n impar positivo

: son inyectivas.

Las funciones potencia de exponente
par, es decir funciones del tipo f(x)=x",
con n par positivo no son inyectivas.

Cuando una funcién no es inyectiva podemos restringir su dominio para que lo sea, por ejemplo
la funcién f(x)=x* definida en los reales no es inyectiva, pero si restringimos la funcién para x>0,

resulta ser inyectiva:

2
=X
’ ’ Observa que la funcion f(x)=x?, definida
para x>0, resulta ser inyectiva, es decir
restringiendo el dominio de una funcién
podemos lograr que sea inyectiva.
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* Funciones epiyectivas
Las funciones epiyectivas se caracterizan porque todo elemento del conjunto de llegada tiene

alguna preimagen.

< =

o o o )T

‘ ‘
La funcion r es epiyectiva La funciéon s NO es epiyectiva
ya que todos los elementos del ya que NO todos los elementos del
conjunto de llegada tienen conjunto de llegada tienen
preimagen. preimagen.

En un plano cartesiano, una funcién epiyectiva se caracteriza porque si trazamos una linea paralela
al eje x por todo elemento del conjunto de llegada, esta debe cortar al grafico en por lo menos un

punto.

Por ejemplo, la funcién f(x) = x* definida de R — R no es inyectiva, ya que los nimeros
negativos no tienen preimagen.

-

Al igual que en el caso de las funciones inyectivas, podemos restringir, en este caso el conjunto
de llegada, para que las funciones se transformen en epiyectivas.
Por ejemplo, la funcién anterior, f(x)=x", si la definimos de R —[0 , o[ resulta ser epiyectiva.
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* Funciones biyectivas
Son aquellas funciones que son inyectivas y epiyectivas a la vez.
Ejemplos de funciones biyectivas:

Funciones potencia de exponente impar

y=mx+n

Las funciones lineales y afines son biyectivas.

Por lo ya visto anteriormente una funcioén se puede restringir en su dominio y en su conjunto
de llegada para que sea biyectiva.

Una de las propiedades importantes de las funciones biyectivas es que su inversa es también
funcién.

/' FUNCION INVERSA

Sea una funcion f definida del conjunto A al conjunto B, de modo que la imagen de x es y, entonces
la funcion inversa hace el proceso contrario, es decir la imagen de y es x.
Como mencionamos anteriormente, se requiere que la funcion f sea biyectiva, para que la inversa

sea también funcion.

* Determinacién algebraica de la funcién inversa

Veamos esto con un ejemplo:
Supongamos que tenemos la funcion f definida para los reales mediante f(x)=vx-1 + 2 con f

definida de [1, oof — [2 , .
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De la ecuacion y=Vx—1 + 2, despejamos la variable x, para ello transponemos el 2 y elevamos
a ambos lados de la ecuacion:

y—2=x-1 /()
X = (y—2)*+1

Ahora cambiamos y por X y viceversa:
y = (x-2)*+1_ con lo que obtenemos la inversa de la funcién dada.

Tal como se observa en la siguiente grafica la funcién debid ser definida de [1, oo — [2, «[,
para que sea biyectiva y de esta forma la inversa también es funcion.

Si f hubiese sido definida de [1, «[ — R, la inversa tendria el inconveniente que los menores
que 2 no tendrian imagen debido a que no es epiyectiva.

Como ya lo mencionamos, siempre se puede restringir el conjunto de llegada al recorrido de
la funcion, de esta forma se convierte la convertimos en una funcién epiyectiva.

* Gréfica de la funcion inversa
El grafico de una funcién y la de su inversa son simétricos con respecto a la recta de
ecuacion y=x.

Por ejemplo, en la grafica siguiente se observan las funciones f(x)=x®y su inversa f'(x) = Ix.
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Observa como la funcién del ejercicio anterior: f(x)=Vx—1 + 2 y su inversa f '(x)=(x-2)*+1 tienen sus
graficas simétricas respecto a la recta de ecuacion y=x.

Fl)=(x2)+1  y=x

f(x)=x - 1+2

Como veremos a continuacion, cuando calculamos la inversa de una funcién a la cual hemos
restringido el dominio para convertirla en inyectiva, pueden surgir algunas dificultades, las que
explicaremos a continuacién con el desarrollo del siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Caso 1

Sea la funcién f(x)=x2, con x>0, entonces tenemos que y=x?, al queremos despejar la “x”, tenemos
dos posibilidades: x=+\Y |, pero como x>0, desechamos el valor negativo, se tiene entonces que

x=1y, ahora intercambiamos x por y y viceversa y obtenemos la inversa f"(x)=vx
Geométricamente, tendriamos lo siguiente:

inversa de f(x)=x>  *
con x>0
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Caso 2

Sea la funcién f(x)=x2, con x<0, entonces tenemos que y=x?, al queremos despejar la “x”, tenemos
dos posibilidades: x=+\Y, pero como x<0, desechamos el valor positivo, se tiene entonces que

=y, ahora intercambiamos x por y y viceversa y obtenemos la inversa f"(x)=—Vx
Geométricamente, tendriamos lo siguiente:

f(x)=x*

2 y=x

inversa de f(x)=x>
con x<0

Caso 3

Sea la funcion f(x)=—x2, con x>0, entonces tenemos que y = —x’, al queremos despejar la “x”, tenemos
dos posibilidades:x = /-y, pero como x>0, desechamos el valor negativo, se tiene entonces que
X = vy, ahora intercambiamos x por y y viceversa y obtenemos la inversa f "(x) =y—x
Geométricamente, tendriamos lo siguiente:

£ (x)=vx

y=x

. f(x)=—x"
inversa de f(x)= —x%
con x>0
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Caso 4

Sea la funcién f(x)=—x?, con x<0, entonces tenemos que y=—x>, al queremos despejar la “x”, tenemos
dos posibilidades:x = /-y, pero como x<0, desechamos el valor positivo, se tiene entonces que
x =—/—Y, ahora intercambiamos x por y y viceversa y obtenemos la inversa f '(x) =—/-x
Geométricamente, tendriamos lo siguiente:

y=x

£ (x)=

f(x)=—x"

inversa de f(x)= —x*
con x<0

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sea f: A — B, ¢ cual de las siguientes funciones NO es inyectiva?

) (x=2)*+1, con A=[3, oo
B) x'+1,con A=]-w, —1]

) (x+3)*-2, con A=]-0 , —4]
D) 3x+1, con A=]—w0, 2]
E) —(x-4)°+3, con A=[3, o

Solucion:
Para resolver este ejercicio, ocuparemos las graficas de las respectivas funciones.

A) Lagrafica de f(x)=(x-2)°+1, se muestra a continuacion, observa que para x>3, las rectas
paralelas al eje x la cortan en un solo punto, luego es inyectiva.

Y
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B) Aligual que en el caso anterior, al trazar paralelas al eje x, estas cortan al grafico en un solo
punto, luego es inyectiva.

C) Parax<—4, las rectas paralelas al eje x cortan a la grafica en un solo punto, luego es inyectiva.
y

D) Por serla funcion f(x)=3x+1 una funcién afin su grafico es una recta, luego es inyectiva.

E) Observa en la grafica que para valores de x=3, las rectas paralelas la cortan en mas de
un punto, luego no es inyectiva para este dominio.
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114

Sea f: ] —o0 , —2] — B una funcion definida mediante f(x) = (x+2)?, ; cudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) fno esinyectiva.
II) SiBes[0, [ entonces f es epiyectiva.
Ill)  Sifes biyectiva, entonces su inversa es f'1(x) = —Vx — 2, con x en B.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lillyll
Solucioén:

Sabemos que el grafico de f(x)=(x+2), corresponde a la grafica de g(x)=x>, desplazado 2
unidades hacia la izquierda:
y

Como el conjunto de partida es el intervalo es el intervalo ]- , 2], la grafica corresponde a la
rama izquierda de la parabola y en este sector la funcion es inyectiva, ya que al trazar lineas

paralelas al eje x, cada una de ellas intersecta al grafico en un solo punto.

y

Por lo tanto | es falsa.

En el grafico, observa que el recorrido corresponde al intervalo [0 , «[, como en |l se definid
el conjunto de llegada justamente como este intervalo, tenemos que la funcion es epiyectiva,
luego Il es verdadera.

En Ill, tenemos que la funcién es biyectiva por lo tanto su inversa también es funcion.

Para determinar la inversa de y = (x+2)?, aplicamos raiz cuadrada a ambos lados:

X = +\ly -2, pero sabemos que x < -2, por lo tanto x = -y —2, ahora cambiamos x por Y,

y viceversa: y = —x —2 , de modo que Ill también es verdadera.

Respuesta, D) Solo Iy lll.
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. ¢, Cual(es) de las siguientes funciones es

(son) inyectivas?

A) Solol

B) Sololl

C) Sololll

D) Sololylll
E) Solollylll

¢ Cual(es) de las siguientes funciones
es (son) epiyectiva(s)?

A—=8B

1)) 6
| [
=

9
f
A—— B
)
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll

E) Ninguna de ellas.
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3. (Cuadl(es) de las siguientes afirmaciones 4. Los siguientes graficos corresponden a
es (son) verdadera(s) con respecto a las
funciones f, g y h que se presentan a
continuacion?

f g
A—=pB A—= R
K g
h

A—™= B

N o Pl

funciones definidas de [a,b] — B, ¢ cual(es)

de ellos corresponden a funciones inyectivas?

(O]
o
x

I) fyh son inyectivas. 1)

II) gy h son epiyectivas.

) h" es funcion.

A)  Solol A)  Sololl
B) Solo lll B) Sololll
C) Sololyll C) Sololyll
D) Solollylil D) Solollylll

E) Ninguna de ellas.
E) Lillyll
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Los siguientes graficos corresponden a 6. Sea f: A — B, una funcion epiyectiva cuyo

funciones definidas de [a,b] — [c,d], diagrama sagital es el siguiente:
;cual(es) de ellos corresponden a
funciones epiyectivas? f

Sif(5)=a, ¢ cualdelassiguientes condiciones
se debe cumplir para que f sea inyectiva?

Iy d /\
Cmi (1) a#4

e b % 2) a#7

A) (1) porsi sola
B) (2) por si sola
C) Ambasjuntas, (1)y (2)
x D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

A) Solo I
B Solo lll
) o' 7. Si en la figura adjunta se muestran las
C) Sololyll funciones fy g, entonces (f o g”)(4)=
D) I 1yl
E) Ninguna de ellas f Y
! ><
A) 3
B) 4
C) 5
D) 6

E) Falta informacion para determinarlo.
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8. Sea f una funcion definida en los realc?s 10. Sean fy g funciones definidas en los reales
mediante f(x)=2x-1, entonces f(3) + f (3)=

mediante f(x) = % y g(x) = 3x-1,

A) 0 jcual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?
B) 3
c) 7 ) f.1(X)=3x2—1
D) 8 1
) X +
2 ) gx)="3
5
3x + 1

0. Seaf:[2, o[ — B definida mediante

f(x)=2Vx — 2— 3, si f es biyectiva, entonces A) Solol
la inversa de f es: B) Sololl
C) Sololyll
2
A) <XZ3>—2, con x en B. D) Lyl

E) Ninguna de ellas.

2
B) <XZ3>+2,conxenB.

11. Seanfy g funciones definidas en los reales
X+ 1

5
;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

mediante f(x) = 2x+1y g(x) =

2
C) <X;3>—2, con x en B.

D) <X 3 2>2+ > oonxenB. ) (Fogix) =2+

) (@of)x) ="

E) 2-<X er 3>2, con x en B.
i (' og’)x)=x-1

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lllyll
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12.

13.

14.

Seaf: [4, 12] — B definida por f(x) = Vx — 3+2, 15.

¢cual de los siguientes conjuntos debe ser
el que corresponda a B para que f sea
epiyectiva?

A)  [2,5]
B) [3,5]
C) [3,f
D) [2, ]
E) R’

Sean las siguientes funciones definidas de 16.

A — B, ¢cual de ellas NO es inyectiva?
A)  (x—2)*+3,conA=[3,0
B) (x+1)*+2,conA=]-0-2]
3 4
c) - <x +§> -2,conA=]-w0,-2]
D) (x-4)"-10, con A=[3,0]

E) ¥x-3+6,conA=[-3,

Sean las siguientes funciones, ¢ cual de ellas

es inyectiva? 17.

A) V1-x?,con -1<x<1

4

B) XX-;1 ,conx#0
1+X2 2

C) 1_X4,conx¢1

D) 3 -1,conx>0

E) Ninguna de ellas.

Las siguientes funciones estan definidas de
A — [0, o[, ¢,cudl de ellas NO es epiyectiva?

A)  (x-8), conA=R

B) Vx+4,conA=[-4,
C) 5,conA=R

D) W,conAﬂR

E) (3x-1)",conA=R

Las siguientes funciones estan definidas de
A — B, ¢cual de ellas NO es inyectiva?

A)  f(x) = —(x=1)*+ 4, con A= [-3 ,1].

B) f(x)=2(x+1)' -3, conA=][0, od.

C) fx)= <3X2‘ 1

>2+ 1, con A =[0,2].
D)  f(x) = —(1-2x)*+1, con A =J 0, ﬂ

E) f(x)=2(x-1)°-3, con A= [0,2].

Sea f: [p,q] — B, definida por f(x)=x>, se
puede determinar que f es inyectiva,
sabiendo que:

(1) pa>0
(2) B=R"U{0}

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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18.

19.

Seaf: R — [0, o[ definida mediante

f(x) = V(x — 1)°, ¢cudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s) con
respecto a esta funciéon?

[) Esinyectiva.
[I) Es epiyectiva.
[lI) Lainversa es funcion.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll

D) Lllyll

E) Ninguna de ellas.

El gréafico de la figura corresponde al de la
funcion f: A — B, definida mediante

f(x)= —(x—3)°+4, ¢ cudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) SiA=[1,4] y B=[0,4], entonces
f es inyectiva.
II) SiA=[1,4] y B=[0,4], entonces
f es epiyectiva.
Ny SiA=[2,3] y B=[3,4], entonces

f es biyectiva.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl

Prohibida su reproduccion total o parcial.

20.

El siguiente grafico corresponde al de la
funcion f:
y

¢, Cual de los siguientes graficos corresponde
sz -1
al de la funcion f ?

y
A
X
y
f1
B)
X
y f
C)
X
vk ¢ ff
D)
A X
y
E) f




21. Siel grafico de la figura corresponde al de ~ 22. El grafico de la fig

ura corresponde al de

f', ¢cual de las siguientes graficas la funcion biyectivaf. ; Cual de los siguientes
corresponde al de f? graficos corresponde al de f'1(x)?
yi
-3
/1
A)
i
3
A) /
X
B) y

B)

yi / -3
C)

v

y)

1 vi

E)
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23. Sea la funcion f definida en los nimeros 24. Sea la funcion f definida en los reales

reales ”?‘?d'a”te fgx)=ax+a_co_n aun nu’njero mediante f(x) = x-2 , ¢cudl de los siguientes
real positivo. ;, Cual de los siguientes graficos _ 2 . .
corresponde al grafico de la inversa de ? graficos representa mejor al de su inversa?
A) f 1
A)
a X /2 X
y
B) a y
/1] X
B) 2
/1] X
C)
C)
y
D)
N "
-1\ y
1
yA D) B’ )
E)
1 a X
/ y

E)
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25.

26.

Sea la funcion f definida en los reales 27.

mediante f(x) = px+q con p#0, p#-1y p#1.
¢Para qué valor de x se tiene que f(x) = ' (x)?

PN
p-1
By 3
1-p
cy 3
p+1
D) 3
p+1
E) No existe tal valor. 28

Sea f:]g , oo|:% B una funcién definida por

f(x) = Vax — b, con a>0, ¢ cual(es) de las
siguientes afirmaciones es(son) verdadera(s)?

l) SiB=R"entoncesfesepiyectiva.
[I) fesinyectivaindependiente de B.

[lI)  Sifes biyectiva, su inversa es

4 x*+b
o)==
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lillyll

Sea la funcién f(x) = mx+n definida en los
reales, ¢,cual de las siguientes afirmaciones
es FALSA?

A)  Sim#0, entonces f es inyectiva.

B) Sim=0, entonces f no es inyectiva.
C) Sim#0, entonces f es biyectiva.

D) Sim#0y n=0, entonces f'1(x):%x.

E) Sim#0y n#0, entonces la inversa
podria ser una funcioén lineal.

Sea f: A — B, definida por f(x) = —(x +2)*+4.
¢, Si los siguientes conjuntos corresponden
al conjunto A, para cual de ellos la funcion
NO es inyectiva?

A) ]-2, 5]
B) 15,-2]
C) Jo,-1]

0}t

E) Para ninguno de ellos.
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29. Sealafuncion f:A— B, definida por fix) = (x-2,  31.

;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) SiA=]-m, 0], entonces f es
inyectiva.
) SiA=RyB=][0, [, entonces
f es sobreyectiva.
)  SiA=]-xo,2] yB=][0, ] entonces

su inversa es f(x) = 2—Vx con

x en B.
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solo Iyl
E) Lillyll

30. seag:[1,3]—[1,5], definida por

Q(X)=(x—3)2+1, ¢cual(es) de las siguientes 32.

afirmaciones es (son) verdadera(s)?

[) g esinyectiva.
II) g es epiyectiva.
IlI)  Sig es biyectiva, entonces
-1
g (x)=3+vx—-1,conx

perteneciente a [1, 5].

A) Solo |

B) Sololll

C) Sololyll
D) Solo Iyl
E) Lllyll
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Sea f una funcién afin. En la siguiente tabla
se muestran algunos valores de X y sus
correspondientes imagenes (y):

X y
3 2
5 -2

¢, Cual de las siguientes funciones
corresponde a la inversa de f?

A) -2x+8
X+ 8
B) 2
8 -x
C) 5
X—8
D) 2
X+ 16
E) 3

Sif'lainversa de f, cumple con que
f'(x-2) = 2x+3, entonces f(x) =

x—4
A
) 2
X+5
B
) 2
C) 2x+7
X—-5
D
) 2
X—7
E
) 2



33.

34.

Sean f y g dos funciones tales que

f(x +2)=3x-1yg’(x-2) = 2x + 3, entonces

(fog)(5) =
A)  -10
B) -7
C) -5
D) -3
E) 5

Sea f(x)= —Vx, definida para x=0. Si f es
biyectiva, entonces f'(x)=

A)
B)
C)

x°, si x es un real.

X, si x>0.

X, si x>0

X* si x<0

—x* si x<0

35.

Sean f y g dos funciones definidas de los
reales, mediante f(x) =mx+nyg(x) =nx+m.
Se puede determinar que g es la inversa de
f sabiendo que:

(1) m=-1
(2) n=-1

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)

Se requiere informacién adicional

RESPUESTAS CAPITULO 8

1.E 2.C 3.E 4.D 5.C 6.C 7.D 8.C 9.B 10.D
M. E 12. B 13.D 14.D 15.C 16. C 17.A 18. B 19.D 20.C
21.B 22.B 23.E 24.B 25.B 26.E 27.E 28.C 29.E 30.C
31.C 32.E 33.A 34.D 35.C
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DESIGUALDADES E INECUACIONES
Capitulo

8

Compariams figna i [eqm}im Wiepivda, .
| |
Bl == vk 4 T b.fimifiera equabomipib
Maisttatis ™= vt 4 - b figmifieeta mditrem qum b,
"Maf:ﬁ vt =< b fipnifiet Wiorem uaim,

- =

=id ) .
El primer matematico que introdujo los simbolos de desigualdad “>” (mayor que) y “<”
(menor que) fue Thomas Harriot (1520-1621) en su manuscrito "Artis analyticae praxis", el
cual fue publicado después de su muerte.
Los simbolos que aparecieron en la publicacion se muestran en la figura, pero se cree que
los editores modernizaron los simbolos originales ya que estos eran curvos parecidos a

cuernos.
CONCEPTOS CLAVES
> Desigualdades > Inecuaciones
> Intervalos > Gréfico
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~

DESIGUALDADES

Una desigualdad es una expresion que utiliza los simbolos “>” (mayor), “<” (menor), “>” mayor o
igual o “<” menor o igual.

Las desigualdades cumplen las siguientes propiedades:

~

Si se suman dos desigualdades de un mismo sentido se obtiene una desigualdad del mismo
sentido.

a<b as<b
c<d| —atc<b+d c<d| —a+c<b+d

Si se suma o resta un numero a ambos lados de una desigualdad, esta se conserva.
a<b — a+c<b+c X as<b — a-c<b-c

Si se multiplica o divide a ambos lados de una desigualdad por un numero positivo, esta se
conserva.
a<byc>0 — ac<bc ; asbyc>0 — ac < bc

Si se multiplica o divide a ambos lados de una desigualdad por un numero negativo, esta se
invierte. b

a<byc<0 — ac>bc ; asbyc<0 — 225

PROPIEDADES CON DESIGUALDADES EN LOS NUMEROS REALES

En los numeros reales se cumplen las siguientes propiedades relativas a desigualdades:

Si se tiene una desigualdad con ambos términos positivos, entonces sus cuadrados mantienen
la desigualdad:
O<a<b — a%z<b?

Si se tiene una desigualdad con ambos términos negativos, entonces sus cuadrados invierten
la desigualdad:
a<b<0 — a*>b?

Si se tiene una desigualdad con ambos términos positivos 0 ambos negativos, entonces sus

reciprocos invierten la desigualdad:
O<a<b — 1—>1—;a<b<0 — 1—>1—
a b a b
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+ Si se tiene un numero entre cero y uno, entonces a mayor exponente de la potencia se obtiene
un numero cada vez menor:
O<a<1 —» ..a*<a’*<a’<a

» Si se tiene un nimero mayor uno, entonces a mayor exponente de la potencia se obtiene un
numero cada vez mayor:
a>1 —» .. a*>a*>a*>a

» La suma de los cuadrados de dos numeros es mayor o igual que el doble del producto de los

ndmeros:
az+ b?=2ab

// INTERVALOS DE NUMEROS REALES

Un intervalo es un subconjunto de niumeros reales, existen diversos tipos de intervalos, los cuales
pasamos a detallar a continuacion:

. L Notacién Notacion de »
Tipo de Intervalo Descripcion o Grafico
Conjuntista Intervalo

Considera todos los nimeros

Cerrado que estan entre dos numeros, | {x e R/a<x<b} [a, b] —m—
considerando los extremos.
Considera todos los numeros

Abierto que estan entre dos nimeros, sin | {x € R/a < x <b} ]a, b[ —;W%g_

considerar los extremos.

Intervalo semi abierto ) .,
Considera todos los numeros

por la izquierda . . . o277,
que estan entre dos numeros, sin xeR/a<x<b} ]a, b]

(o semi cerrado por ) o
considerar el extremo izquierdo.
la derecha)

Intervalo semi abierto ) .
Considera todos los numeros

por la derecha . . : o777
que estan entre dos numeros, sin| {x e R/asx<b} [a, b[

(o semi cerrado por .
considerar el extremo derecho.

Considera todos los nimeros x e R/x<a) m

Intervalo no acotado -0, a[

o que son menores (0 menores O
por la izquierda (xeR/x<a) ]- o, a] f W

iguales) que un cierto numero.

Considera todos los nimeros W

Intervalo no acotado {x e R/ x>a} la, oof a

gue son mayores (0 mayores
por la derecha {xeR/x2a) [a, oof W

o iguales) que un cierto numero.

la izquierda)
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// TRADUCCION DE ENUNCIADO CON DESIGUALDADES

A EXPRESION ALGEBRAICA

A continuacién veremos cémo plantear algunos enunciados relacionados con desigualdades:

1.

Enunciado Expresion algebraica
A mayor que B A>B
A menor que B A<B
A mayor o igual que B A=B
A menor o igual que B A<B
AesalosumoigualaB A<B
Aes alo menos B A=B
AesaloméasB A<B

EJERCICIOS RESUELTOS

Los numeros que estan a una distancia a los sumo igual a 8 del —=3 y no son mayores que 2,
corresponde al intervalo

Solucion

Los numeros que “estan a una distancia a los sumo igual a 8 del —3” corresponde al intervalo:

Por otro lado los que “ no son mayores que 2” corresponde al intervalo:

7,

Intersectando los dos intervalos obtenidos:

=

Se obtiene el intervalo [-11, 2].

%%

2

-1

2

5

22—
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2. Un servicio de taxis cobra una tarifa inicial de $1500 (llamada “bajada de bandera”) mas $130 por cada
200 metros de recorrido (lo que se va cobrando cuando finaliza los 200 m). Si un cliente tiene $3.000,
¢para cuantos km de recorrido le alcanza?

Solucion:

Tenemos que la tarifa es 1500 + 130x donde x es la cantidad de tramos de 200 metros que haya
recorrido, entonces planteamos la inecuacion 1500 + 130x < 3000, cuya solucién es x < 11,53..., es
decir los $3.000 le alcanzara para un recorrido a lo sumo igual a 11 tramos de 200 metros, si

transformamos esto a kildmetros, calculamos 11-200 |0 que nos arroja 2,2 km. Por lo tanto, con
1000

$3.000 le alcanza para un recorrido inferior a los 2,2 km.

3. Una mama debe comprar cuadernos universitarios, estos pueden ser tapa blanda o tapa dura cuyos
valores respectivos son $800 y $1200. Si la cantidad de cuadernos de tapa dura deben ser 5 mas que
los de tapa blanda y su gasto no debe exceder los $35.000, ¢ cudl es la mayor cantidad posible de
cuadernos de tapa dura que puede comprar?

Solucion:

Supongamos que compra “x” cuadernos de tapa blanda, por lo tanto debe comprar “x + 5” de tapa
dura. El gasto es entonces 1200(x+5) + 800x, el cual no debe exceder los $35.000, por lo que el
enunciado del problema nos conduce a la inecuacion 1200(x + 5) + 800x < 35000, dividiendo por 100,
obtenemos la inecuacién equivalente 12(x + 5) + 8x < 350, resolviendo obtenemos que x < 14,5, por lo
que el mayor valor posible para los cuadernos de tapa blanda es 14 y por ende el mayor valor posible
para los de tapa dura es 19.

4, Si ay b son niumeros reales negativos tal que a > b, ¢ cual(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) verdadera(s)?

) 2>1
) b
Iy 2a*rb.y
b
my 2=2s4
a+b
Solucioén:

Supongamos que | es correcta, tenemos que % > 1, multipliguemos a ambos lados de la desigualdad
por b, como b < 0, la desigualdad se invierte, con lo que obtenemos a < b y esto contradice el
enunciado, luego | es falsa.

Supongamos ahora que Il es correcta, tenemos que a > 1, al igual que lo que hicimos
anteriormente, multiplicamos a ambos lados por b y como b < 0, la desigualdad se invierte,
obteniéndose a + b < b, restando b a ambos lados, se llega a que a < 0, lo cual es correcto, por lo
tanto Il es verdadera.

Veamos ahora la afirmacion lll, se afirma que 2 " E > 1, como a+ b <0, al multiplicar pora + b a
ambos lados de la desigualdad esta se invierte, con lo que obtenemos: b —a <a + b, restando b a
ambos lados, se concluye que —a < a, lo cual es falso ya que a < 0, luego lll es falsa. Conclusion, solo
Il es verdadera.

+b

Nota: el método utilizado en este ejercicio consiste en desarrollar la afirmacion dada, convirtiéndola a otra
130 expresion equivalente, si concluimos que esta es verdadera (o falsa) la original también sera verdadera (o

falsa).
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EJERCICIOS DE PRACTICA

El conjunto solucién de la inecuacién 4,

X — 2x < —x + 3 corresponde al conjunto:

A [, o
B) ]-oo, 1]
C) J-,0]
D) [
E) @

Dados los intervalos: A=12,4[y B = [3, 9],
entoncesANB =

A)  [3,4]
B) [3,4]
C) 13,4]
D) 12, 5]
E) [2, 9]

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lllyll

La solucioén de la inecuacion: % +2> %x -1

es el conjunto de numeros reales “x” que

cumplen con que:

A) x<12
B) x>12
C) x<4
D) x>4
E) x<6

Sia-1>5yb+2>-6,entoncesa+bes:

A) mayor que — 4.
B) mayor que 2.
C) mayor que — 2.
D) menor que 2.
E) menor que - 2.

¢, Cual(es) de las siguientes inecuaciones

es equivalente a la inecuacion —x — % >-37

5
I <=
) X =3
1
i —x=z_--3
) X 25
1
i 3-—= <
) 5 <X
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll

E) Ninguna de ellas

131

Prohibida su reproduccion total o parcial.



7. Sean x e y dos numeros reales tales que 0. Si x — 2y < -2, jcual(es) de las siguientes

X'> 4, ; cudl(es) de las siguientes afirmaciones afirmaciones es (son) verdadera(s)?
es (son) siempre verdadera(s)? ) x-2y+2<0
) x4y Il % >0
y
X A) Solo|
== B) Solol
C) Sololyll
A) Solo | D) Sololylll
B) Sololll E) Lyl
C) Sololyll
D) Solollylll 10. Six es un nimero real tal que 0 < x < 1,
E) 1yl entonces ¢cual(es) de las siguientes
’ inecuaciones cumple siempre x?
) x2<x
8. Sean a, b y ¢ nimeros reales y a#0, se ) x*<x
. 1 x*>x2
puede determinar que x < , Sabiendo
Le: A) Solo |
que: B) Sololl
(1) ax<c —b C) SOIOIYII
E) 1Lyl
A) (1) por si sola
B)  (2)por ?" sola 11. Si a y b son nimeros reales tales que
C) Ambasjuntas, (1)y (2) ab > 0, ¢cual(es) de las siguientes
D) Cada una por si sola, (1) 6 (2) afirmaciones es (son) verdadera(s)?
E) Se requiere informacién adicional 3
) 250
b
b
=>
I ~>0
I a%b>0
A) Solo|
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll
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12.

13.

Si a, b y ¢ son nimeros reales tales que 14.

a<b,b<cyc<0,entonces jcual(es)de las
siguientes afirmaciones es (son) siempre
verdadera(s)?

) a+b<0
) ab>0
) bc>ac
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lllyll

La edad de Juan esta comprendida entre
12 y 15 anos y la de Andrés es mayor
que 16y alo sumo 28 afos, j,cual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son)
siempre verdadera(s)?

) Lasumadelasedadesesmayor
que 28.
) Lasumaes menor que 43.
) La diferencia positiva de sus
edades es menor que 16.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lillyll

15.

16.

Sean a y b numeros reales, tales que a # b,

a-»b

se puede determinar que >1
a+b

sabiendo que:

(1) b<0
(2) a+b=>0

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

Los lados de un triangulo ABC miden a = x,
b=2x-3yc=x+5, entonces para que
exista este triangulo, x debe medir:

A)  mas de dos cm.

B) mas de tres cm.

C) mas de cuatro cm.
D) menos de cuatro cm.
E) menos de diez cm.

Leonardo tiene el doble de la edad de su
hermano Francisco menos tres anos.

Si la suma de sus edades esta comprendida
entre seis y doce afnos, entonces la edad de
Leonardo esta comprendida entre:

A) 3yb5afos.
B) 3y7afos.
C) 2y5anos.
D) 2y7 afos.
E) 1y6 afos.
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17.

18.

19.

134

Lo que le falta a un ndmero para ser 27 es
mayor o igual de lo que le falta a su doble
para ser 30, por lo tanto el numero es
necesariamente:

A)  mayor que 19.
B) alomenos 19.
C) mayor que 57.
D) alomenos 57.
E) alomenos 3.

La edad de Carlos hace dos anos era a lo
sumo 20 afios y la mitad de edad que tendra
en diez afios sera superior a ocho afnos.
Entonces en tres afios su edad estara en
el intervalo:

A) 9, 25]
B) 19, 25[
C) 19, 25]
D) 110, 25]
E) [10, 24]

La suma de tres numeros consecutivos es
a lo sumo 39, jcual de las siguientes
afirmaciones con respecto al mayor de los
numeros es siempre verdadera?

A) es menor que 12.
B) esalosumo12.
C) es menor que 14.
D) esalosumo 14.
E) es menorque 13.
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20.

21.

22,

Si p es un numero real negativo, entonces
siempre se cumple que:

) p*<p?
) p-2p>p
P
1) p_1<1

Es (son) verdadera(s):

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl

Los lados de un triangulo ABC cumplen con

que%<AB<2,1<BC<gy3<AC<%,

entonces ¢cual de las siguientes opciones

podria  corresponder al
este triangulo?

perimetro  de

A) 4,0
B) 4,6
C) 47
D) 9,0
E) 122

(En cual de los siguientes graficos se
representa a todos los numeros reales que
estdn a una distancia mayor que tres vy
menor o igual que 4 del -1?

o S s
e e
o =g
i i
e



23.

24,

25.

26.

“El doble del cuadrado de un ndmero entero  27.

x es a lo sumo igual al sucesor del triple de
X", se expresa mediante la desigualdad :

A 2¢<3(x+1)
B) 2x2<3(x+1)
C) 2x*23x+1
D) 2x*<3x+1
E) 2x°<3x+1

“El cuadrado de a sumado con el cuadrado
del doble de b es a lo menos el triple del
cuadrado de c, se expresa mediante la
desigualdad™

a? + (2b)2 > (3c)?

a2+ 2b? = 3¢?

¢, Cuantos numeros enteros positivos existen
que cumplen con que su triple sumado
con los tres cuartos de su sucesor es menor
a12?

A)
B)
C)
D)
E)

A wWN -

Enunrectangulo el largo mide 2 cm mas que
el ancho y su perimetro es a lo sumo 22 cm.
Si los lados miden un numero entero de cm,
entonces la maxima area posible es:

A) 8cm?

B) 15cm?
C) 24cm?
D) 35cm?
E) 48cm?

28.

29.

En un estanque hay 80 m® de agua y una
bomba extrae 1,2 m?® por hora.

Para que queden menos de 26 m® en el
estanque, se deben esperar por lo menos:

A) 42h
B) 43h
C) 44h
D) 45h
E) 46h

Tres numeros consecutivos son tales que la
suma entre los dos tercios del menor con
lostres cuartos delintermedio es mas grande
que el término mayor.

¢, Cual es el menor valor posible para el
término mayor?

A)
B)
C)
D)
E)

0 N O o &

La temperatura en un cierto laboratorio esta
regulada de modo que es mayora 5°Cy a
lo mas llega a 20°C.

Si la conversion entre grados Celcius a

Fahrenheit es °F = g °C + 32°, entonces se

puede afirmar que la temperatura de la
habitacion:

A) fluctda entre los 41 °F y 68 °F.

B) essuperioralos41°Fyalomasllega
alos 68 °F.

C) es alomenos 41 °F y a lo mas se
llega a los 68 °F.

D) esalomenos41°F y menoralos68 °F.

E) ninguna de las afirmaciones anteriores.
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30.

31.

32.
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Un cuadrado tiene un area de a lo mas
81 cm? y si sus lados aumentan en dos cm
entonces el perimetro del nuevo cuadrado es
superior a los 32 cm.

Si la medida del cuadrado original es un
numero entero de cm, jcuantos valores
posibles existen para esta medida?

A) 1
B) 2
c) 3
D) 4
E) Mas de 4.

En una liquidacién las blusas valen $5.000 y
los pantalones $12.000.

Si Belén lleva 10 unidades mas de pantalones
que de blusas y su presupuesto es inferior a
$256.000, ;cual es la cantidad maxima de
blusas que puede llevar?

A) 7
B) 8
C) 9
D) 10
E) 12

Juan ha ahorrado entre monedas de 100 y 500
pesos una suma inferior a $5.000, se sabe
ademas que la cantidad de monedas de $100
supera en 8 unidades a las de $500.

Si hubiese ahorrado 2 monedas mas de $100
y una mas de $500, entonces lo ahorrado
hubiese superado los $5.000.

¢ Cual de las siguientes opciones es correcta
con respecto a la cantidad de monedas de
$500 que ahorré?

A) Esinferior a 6.

B) Son 6.
C) Son7.
D) Son 8.

E) Es superior a 8.
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33.

34.

35.

Un numero esta comprendido entre a y b, con
a < b, si a este numero se le resta un niumero
negativo ¢ y después se multiplica por un
numero negativo d, entonces el numero
obtenido es siempre mayor que:

A) d(b+c)
B) d(b-c)
C) d(a+c)
D) d(a-c)
E) b

Sea p un numero real tal que 0 < p <1yn
un numero entero positivo.

;,Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

|) pn+1 > pn
) np=p"
[ pr<np"
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lyl

Sean a y b dos numeros reales negativos,
tal que a > b, jcual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

a. b
) b+a>O
a b
1)) b—a>0
142
a
11)) >0
;b
a
A) Solol
B) Solo lll
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl



Sean a y b dos nimeros reales negativos,
tal que a > b, ¢cudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) —-a+b<a-b

) (@a-b)y>0
a+tb
) _b<0
A) Solo
B) Solo lll
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

37.

Sean my n numeros reales y distintos tales

que m < ny m*n., 1, ¢cual de las
m-n

siguientes desigualdades es siempre

verdadera?

A)  3n>2m

B) n?>-n

C) m<o0

D) 3n>2n

E) 3m>2n

RESPUESTAS CAPITULO 9

1.D 2.A 3.C 4. A 5.C 6.C 7.D 8.C 9.E 10.C
1. E 12.C 13.E 14.C 15.C 16. B 17. E 18.C 19.D 20.E
21.C 22.E 23.E 24.D 25.B 26.C 27. E 28.C 29.B 30.C
31.A 32.B 33.B 34.D 35.A 36. E 37.C
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Capitulo

PLANTEO DE PROBLEMAS

9

George Pélya (1887-1985)

matematico hungaro, es uno de los
nombres miticos en la historia moderna
de las matematicas y sus estudios y
publicaciones estuvieron referidas a la
resolucion de problemas.

CONCEPTOS CLAVES

> Traduccion a lenguaje algebraico > Ecuacion de primer grado
> Sistemas de ecuaciones
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/' TRADUCCION DE ENUNCIADO A LENGUAJE ALGEBRAICO

Si queremos resolver un problema, a través del planteo de una ecuacion, debemos traducir lo

expresado en el enunciado a lenguaje algebraico, para ello es conveniente considerar
las siguientes conversiones.

Eldoblede X...oooviiii 2X

Eltriple de X...oooiii 3x

Elsucesorde n.........cooiiiiiiiii s n+1 (sineN)
Elantecesorde n .........coooiiiiiiii i, n-1 (sinelZ)
Elcuadradode X.....ooviiiiiiiiiiic e, X2

Elcubode X...oooiiiiii x3

El inverso aditivo u opuestode X..........ccoooiiiiiiiiie. —X
AsumadoconB.........o A+B
ArestadoconB........oooiiii A-B

B disminuidoen A, B-A
Asustraidode B.........oooiiiii B-A
Elproductoentre Ay B......cooiiiiiiiii i A-B

El cuociente entre Ay B.. ..o g (con B #0)

El inverso multiplicativo o reciproco de x.................. x'o X (six #0)
Suma de los cuadrados entre Ay B.............cccceee.. AZ+ B?
Cuadrado de lasumaentre AyB................... (A+B)

Numero de dos cifras con el digito de las decenas es d y el de las unidades es u.....10d + u

v/ SISTEMAS DE ECUACIONES

Un sistema lineal de ecuaciones, con dos variables y dos incognitas, es de la forma:

ax+by=c
a'x + b'y = ¢' |, donde las incégnitas son “x” e “y" y los demas son nimeros reales.

Existen diversos métodos para resolver un sistema de ecuaciones, los mas importantes son:
* Igualacion

*  Sustitucion

*  Reduccién

Veamos algunos ejemplos, para distinguir cada uno de estos métodos.
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Igualacién

Ejemplo: 2x—y=13
Resolver el sistema de ecuaciones 6x +y = 19

Tanto en la primera como en la segunda ecuacion despejamos “y” (o bien la otra incognita):
Ecuaciéon (1): 2x—-y =13 — y=2x-13

Ecuacion (2): 6x+y =19 — y =19 - 6x, igualando ambas expresiones para
2x-13=19-6x —» 8x =32 —» x=4

Reemplazando este valor en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos el valor de “y”.

Por ejemplo si se reemplaza x = 4 en la primera ecuacién, obtenemos 8 -y =13 —y=-5.

%y 9

y”, tenemos:

Sustitucién
Ejemplo:

5x -y =28
Resolver el sistema de ecuaciones 3x + 2y =9

Este método consiste en que en una de las dos ecuaciones despejamos una de las incognitas,

posteriormente, este valor obtenido se reemplaza en la otra ecuacion.

Por ejemplo, si en la primera ecuacion despejamos “y”, tenemos que y = 5x — 28, ahora esta

expresion la reemplazamos en la otra ecuacion:

3x+2(5x-28)=9 — 13x =65 — x =5, reemplazando en cualquiera de las ecuaciones del

sistema, obtenemos el valor de “y”.
Si en la primera ecuacion, reemplazamos x por 5, se obtiene: 25 -y =28 — y=-3.

Reduccion
Ejemplo:

4x — 5y =49
Resolver el sistema de ecuaciones 5y + 3y = 15

Este método consiste en multiplicar una o ambas ecuaciones por ciertos factores, de modo que
al sumar o restar ambas ecuaciones se elimine una de las incognitas.

En este sistema, por ejemplo eliminaremos la incdgnita “y” para ello multiplicaremos la primera ecuacion
por 3 y la segunda ecuacién por 5, de modo que los coeficientes de “y”

y” queden cambiados de signo:
4x -5y =49 |/-3 N 12x — 15y = 147
5x+3y=15|/5 25x + 15y =75

reemplazando este valor en cualesquiera de las ecuaciones, se obtiene y = -5.
En los ejercicios resueltos, veremos como los sistemas de ecuaciones nos permitiran resolver
problemas.

, sumando ambas ecuaciones, se obtiene 37x =222 — x =6,
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EJERCICIOS RESUELTOS

L , . 2 .
1. Felipe tiene dos cuentas corrientes y en una de las cuentas tiene los 3 de lo que tiene en

la otra. Si saca $500.000 de una de ellas y la deposita en la otra, quedan iguales.

¢,Cuanto dinero tenia inicialmente en cada una de ellas?

Solucion:

. . 2
Supongamos que los montos que tiene en las cuentas corrientes son x y §x.

Si saca $ 500.000 y lo deposita en la otra, entonces en cada una de ellas tendra:
x — 500000 y %x + 500000, asumimos que debe sacar de la que tiene mas dinero ya que
posteriormente se afirma que quedan iguales:

x — 500000 = %x + 500000 — x - gx = 1000000 — 1x =1000000 — x = 3000000,

3 3
Por lo tanto, lo que tenia inicialmente en las cuentas era: x = 3.000.000 y %x = 2000000
2. Un numero tiene dos cifras de modo que la cifra de las decenas tiene una unidad mas que

el triple de la cifra de las unidades.
Si se suma el numero con el numero que resulta de invertir sus cifras, resulta 99, ¢4 cual

es el nimero?

Solucion:
Supongamos que la cifra de las unidades es x, entonces segun la informacion dada, la
cifra de las decenas es 3x + 1.

Sabemos que si un numero tiene dos cifras, donde las unidades es “u” y las decenas es
“d”, entonces el numero es u+10d, y en este caso el numero es x + 10 - (3x + 1),
entonces el numero con las cifras invertidas seria 10x + (3x + 1).

El enunciado afirma que si se suman estos dos numeros el resultado es 99, entonces
x+10 - (3x+ 1)+ 10x + (3x + 1) = 99, resolviendo esta ecuacién se obtiene x = 2,

por lo tanto el numero es 72.
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La suma de las edades de dos hermanos es 25 afos y en 5 ailos mas uno va a tener los

3
4 de lo que tendra el otro. 4 Qué edades tienen actualmente?

Solucion:
Supongamos que las edades son x e y, entonces x +y = 25, en cinco afos mas las edades
, 3
seran x + 5;y + 5, entonces x + 5 = 1 (y +5).
Entonces el enunciado nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:
x+y=25

X+5= % (y + 5) |, multiplicando la segunda ecuacion por 4, para eliminar las fracciones,

resulta:

X+y=25 x+y=25
4x + 20 = 3(y + 5) |, ordenando, se llega al sistema: 4x — 3y =_5 |

Podemos resolver este sistema con cualquiera de los métodos vistos anteriormente, aca lo

resolveremos por sustitucion.

[ItL]

Despejamos una incégnita de la primera ecuacion, por ejemplo si despejamos“x”, tenemos
x =25 -y, y esto lo reemplazamos en la segunda ecuacion:
4(25 - y) -3y = -5, resolviendo esta ecuacion obtenemos y = 15, sustituyendo en

cualesquiera de las ecuaciones obtenemos x = 10, luego las edades son 10 y 15 anos.

Francisco lleva ahorrado $5.200 en monedas de $100 y $500.
Si el total de monedas son 20, ¢ cuantas tiene de cada denominacion?

Solucioén:
Supongamos que tiene x monedas de $100 e y monedas de $500, entonces podemos
plantear el sistema de ecuaciones:

x+y=20

100x + 500y = 5200

en este sistema se puede reducir la segunda ecuacion si dividimos por 100:

x+y=20
x + 5y =52 |, si restamos la segunda ecuacion con la primera (o usando cualquier otro

método), se obtiene: 5y —y = 32 — y = 8, reemplazando en cualquiera de las ecuaciones

3

se concluye que x = 12, luego tiene 12 monedas de $100 y 8 monedas de $500.
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EJERCICIOS DE PRACTICA

¢ Qué numero entero es tal que al sumarle
el triple de su antecesor da 777

A) 19
B) 20
Cc) 21
D) 22
E) 24

¢, Qué numero par es tal que al sumarlo con
Su sucesor par da 427

A) 10
B) 12
C) 20
D) 22
E) 24

En un rectangulo el largo mide 3 cm mas que
el ancho y su perimetro es 54 cm.
¢ Cuanto mide su largo?

A) 12cm
B) 15cm
C) 18cm
D) 25,5 cm
E) 28,5cm

Una piscina esta llena hasta los 3 de su
capacidad. 5

Si le faltan 1.200 litros para llenarla, ¢ cual
es su capacidad?

A) 480 litros
B) 800 litros
C) 2.000 litros
D)  3.000 litros
E)  3.200 litros

Si se divide el sucesor del doble de un
numero con el antecesor del numero
resulta 3, entonces ¢cual es el sucesor
del cuadrado del numero?

A) 4
B) 5
Cc) 10
D) 17
E) 26

Un numero entero sumado con el doble de
su antecesor da 28.
¢,Cual es el antecesor del numero?

A) 9

B) 10
c) M
D) 21
E) 22

Se tienen tres nUmeros consecutivos, tales
que la diferencia entre el cuadrado del
intermedio con el cuadrado del menor
equivale al triple del mayor.

Entonces uno de estos numeros puede ser:

A) -6
B) -5
C) 4
D)

E) 7
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Si un sector rectangular tiene un perimetro  11.

de 40 m y es de tal manera que su ancho
tiene 4 m menos que su largo, la ecuacién

“y, "

gue permite conocer el ancho “x” es:

A)  2x+4= 40
B) 4x+4=40
C) 2x-4=20
D) 2x+4=20
E) 2x+8=20

Raul compré 1,2 kg de pan mas una bolsa

de papel de $50, pagd con un billete de 12.

$1.000 y una moneda de $100, y recibid
un vuelto de $30.

Segun la informacién dada, ¢cuanto cuesta
un kilo de pan?

A)  $8333
B) $841,6
C) $850
D)  $930
E) $9333
13.
Se puede determinar tres numeros

consecutivos, sabiendo que:

(1) La suma del menor
con el mayor da el doble del
central.

(2) La suma de los tres numeros
es 33.

A) (1) por si sola

B) (2) por sisola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E)  Se requiere informacion adicional
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Las edades de dos hermanos suman 40
afnos y uno tiene los % de los que tiene el otro.

¢, Cual es la diferencia entre sus edades?

A) 10 anos
B) 15 afos
C) 20 afos
D) 25 afos
E) 30 afos

En un triangulo el angulo menor mide 26°
menos que el del medio y 28° menos que
el mayor. sCuanto mide el mayor de los
angulos interiores?

A)  42°
B) 60°
C) 68°
D) 70°
E) 78°

En un jardin hay 31 flores entre calas,
orquideas y pensamientos. Siendo las
orquideas un tercio de los pensamientos
y estos cuatro mas que las calas.
¢, Cuantos son los pensamientos?

A)
B)
C) 14
D) 15
E) 21



14.

15.

16.

17.

Una madre reparte $12.000 entre sus dos
hijos de modo que el mayor recibié6 $3.000
mas que el doble de lo que recibid el otro,
¢.cuanto recibié el menor?

A)  $2.000
B)  $3.000
C)  $6.000
D) $7.500
E) $9.000

Cuando uno de dos hermanos nacio, el mayor
tenia nueve afios.

Si uno de ellos tiene un afio mas que el doble
del otro, ¢cuanto suman sus edades?

A) 8

B) 12
c) 17
D) 25
E) 34

Un cuadrado tiene 14 cm mas de perimetro
que un ftriangulo equilatero. Si la suma de
los perimetros de ambas figuras es 26 cm,
¢;cual es el area del cuadrado?

A) 4cm?
B) 6cm?
C) 8cm?
D) 20cm?
E) 25cm?

Dos cajas pesan 102 kilos y si se sacan 7 kilos
de una y se depositan en la otra, quedan
iguales. ¢ Cuantos kilos tiene la mas pesada?

A) 48
B) 51
C) 56
D) 58
E) 65

18.

19.

20.

Dos libros han costado $13.000 y el doble del
precio del mas barato vale $200 mas de lo
que cuesta el otro. ;Cual es la diferencia
entre los precios de ambos libros?

A)  $2.200
B) $3.200
C) $4.200
D)  $4.400
E) $8.600

Las edades de Pedro y Luis estan en la
razdn de 5:4 y hace tres afos estaban en la

razén 4:3. ;Cuanto suman sus edades
actuales?

A) 19 afos.

B) 21 afios

C) 24 afios

D) 27 afios.

E) 36 afos.

Dofa Pepa lleva 3 kg de tomates y 2 de
limones en $1.300. Si hubiese llevado 2 kg
de tomates y 3 de limones le habria costado
$100 menos. ¢, Cuanto vale cada kilo de limones?

A)  $126
B) $150
C) $200
D)  $250
E)  $300
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21.

22.

23.

Un taller mecanico vende aceite para autos
en dos formatos, bidones de dos y cinco litros
cada uno. En total en el taller hay 26 bidones
y 100 litros de aceite.

¢ Cuantos bidones de dos litros hay?

A) 8

B) 10
c) 12
D) 15
E) 16

” 0

Hace ”"a” afios las edades de dos hermanos
sumaban “10 a”.  Cual sera el promedio de

(1]

sus edades en “a@” anos mas?

A) 55a
B) 6a
C) 6,5a
D) 7a
E) 12a

Paula ahorré $11.000 en monedas de $100
y $500, se puede saber cuantas monedas
de cada tipo ahorré sabiendo que:

(1 Son 30 monedas.

(2) Lo ahorrado en monedas de
$500 es 10 veces lo ahorrado
en monedas de $100.

) (1) por si sola
) (2)por sisola
C) Ambasjuntas, (1)y (2)
)  Cada una por si sola, (1) 6 (2)
)  Se requiere informacion adicional
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24,

25.

26.

En un campeonato de futbol, si un equipo
gana un partido recibe 3 puntos y si empata
gana 1 punto. Si en 6 partidos un equipo
permanece invicto con 14 puntos, ¢cuantos
partidos ha ganado?

A)
B)
C)
D)
E)

a A WO N -

En una compra de utiles escolares, Pedro
compra dos lapices de mina y cuatro de pasta
en $1.800. Si el lapiz de pasta cuesta $150
mas que el lapiz de mina, ¢ qué valor tiene
este ultimo?

A)  $150
B)  $200
C) $250
D)  $350
E)  $400

Un matrimonio tiene tres hijos: el mayory dos
gemelos. El mayor tenia dos afos cuando
nacieron los gemelos y actualmente sus
edades suman 14 afios, ¢qué edad tienen
los gemelos?

A)
B)
C)
D)
E)

D O WN



27.

28.

29.

Se puede determinar un numero de dos
cifras, sabiendo que:

(1) La suma de las cifras es 9.

(2) Si se suma el numero con el
que resulta de invertir sus
cifras resulta 99.

A) (1) por si sola

B) (2) porsisola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

Un peluquero en tres dias de trabajo recaudé
$180.000. En el segundo dia atendié a dos
clientes mas que en el primer dia y en el
tercer dia atendié 4 mas que en el primer
dia. Si a cada uno de los clientes le cobré
$6.000 por el corte, ¢cuantos atendid el
segundo dia?

A) 8

B) 10
c) 12
D) 18
E) 20

Con un hilo de 64 cm se construye un
rectangulo cuyo largo mide 4 cm mas que el
ancho. ¢ Cual es el area de este rectangulo?

A) 252 cm?
B) 396 cm?
C) 572cm?
D) 780cm?
E) 1.020cm?

30.

31.

32.

Felipe compra un ramo de flores que contenia
18 claveles y 6 rosas en $6.600.
Silasrosas valen $100 mas que los claveles,
¢cuanto vale cada una de las rosas?

A)
B)
C)
D)
E)

$200
$250
$300
$350
$450

En una fiesta hay 12 mujeres mas que
hombres. Si se retiran 4 mujeres y 2 hombres,
el numero de hombres equivaldria a la mitad
del numero de mujeres.

¢,Cuantos hombres habia en un principio?

A)
B)
C)
D)
E)

10
12
14
20
24

En un juego de tiro al blanco se asignan 100
puntos por cada acierto y se descuentan
50 por cada error. Si un jugador lanzé 30
veces obteniendo 1500 puntos ¢cual fue
el numero de aciertos?

A)
B)
C)
D)
E)

10
15
20
25
29
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33.

Pedro tiene $A y su hermano Diego tiene
$B. Si Pedro le da $200 a Diego quedan
ambos con igual cantidad de dinero y si

el padre de ellos le hubiese dado $ 500 a
Pedro y le hubiese quitado $100 a Diego,
entonces Pedro quedaria con el doble de lo
que tendria Diego.

¢, Cual de los siguientes sistemas permite
determinar el dinero que tenian inicialmente?

A+ 200 = B — 200
A)  2(A-500)=B+ 100

A+ 200 = B - 200
B) 2(A+500)=B-100

A—200 = B + 200
C)  2(A+500)=B-100

A +200 =B - 200
D)  A+500=2(B-100)

A-200 =B + 200
E)  A+500=2(B-100)

Prohibida su reproduccion total o parcial.

34.

35.

Francisco tiene $p en a monedas de $50 y
b monedas de $100.

Si el total de monedas son 10, 4 cual de los
siguientes sistemas permite determinar
cuantas monedas tiene de cada
denominacion?

a+b=10
A) 50 100
— 4+ — =
a b
a+b=10
B)  400a+500=p
a+b=10
) a,b _
50 " 100 P
a+b=10
D) 2a,b _.
50 T 100
a+b=10
E)  50a+100b=p

Un numero sumado con la mitad de la edad
de Pablo da 40. Si se suman las edades
de Pablo con la de su hermano Joaquin
resultan 20 afos y si se suma la edad de
Pablo con el doble de la edad de
Joaquin resulta 28 afios, ¢cual es el
numero?

A) 8

B) 12
C) 20
D) 34
E) 68



36.

37.

38.

En un supermercado, 3 kilos de paltas y 39.

2 kilos de tomate valen $8.900.
Se puede determinar cuanto vale el kilo de
paltas si se sabe que:

(1) 2 kilos de paltas y 3 kilos de
tomates valen $7.350.

(2) El kilo de paltas vale $1.550
mas que el kilo de tomates.

A) (1) por sisola

B) (2) porsisola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

El promedio de dos numeros es 29 y si se
dividen el cuociente resulta 3 y el resto 2.
¢ Cual es el numero mayor?

A) 14
B) 15
C) 29
D) 43
E) 44

Juan va a comprar bebidas y papas fritas |,
para ello lleva $ 3600.

Si comprara 3 latas de bebida y 2 bolsas de
papas le faltarian $ 100 y si comprara
2 latas de bebida y 3 bolsas de papas,
le sobrarian $ 50. ;Cuéanto vuelto recibiria,
si compra una bolsa de papas y una lata
de bebida?

A)  $1.450
B) $2.150
C) $2.250
D) $2.350
E) $2.170

40.

41.

En un cine la entrada normal vale $600 mas
que la de estudiantes.

A una funcién asisten 50 personas de las
cuales 10 cancelaron entrada de estudiantes,
recaudandose $114.000, /cuanto valia la
entrada para estudiantes?

A)  $1.400
B) $1.800
C) $2.000
D)  $2.200
E)  $2.400

Un vaso esta lleno de agua, si se bota el
20% de su contenido, el vaso con el agua
tendrian una masa de 320 gramos y si se
hubiese botado un tercio de su contenido,
habrian tenido una masa de 300 gramos.
¢, Cual es la masa del vaso?

A) 150 gramos
B) 160 gramos
C) 180 gramos
D) 200 gramos
E) 20 gramos

Los alumnos de un curso deben reunir
fondos para comprar un TV para su sala,
para ello, se dividira el dinero a recaudar
en partes iguales. Se puede determinar
cuanto es el dinero a reunir sabiendo que:

(1) Si cada uno aporta $4000
sobrarian $12.000.

(2) Si cada uno aporta $3000
faltarian $16.000.

A) (1) por si sola

B) (2) porsisola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional
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42.

43.

Un nuamero tiene dos cifras donde la cifra de
las unidades es p y la de las decenas es b.
Sl la suma de las cifras es 5 y si al numero
se le suma 9 resulta el nUmero con las cifras
invertidas, ¢ cual de los siguientes sistemas
permite determinar las cifras del nimero?

A b+p+p+b=5

) 10b+p+9=10p+b

gy 10b+p+9=10b+p
10b+p=5
b+p+9=p+b

C) b+p=5 ‘
10p+b+9=10b+p

D) b+p=5
10b+p+9=10p+b

E) b+p:5

Si a un numero que tiene dos cifras se le resta
la suma de sus cifras resulta 54 y si al
numero se le resta el que resulta al invertir
sus cifras resulta 27. ¢Cual el doble del
namero?

A) 12
B) 18
C) 63
D) 72
E) 126

Prohibida su reproduccion total o parcial.

44,

45.

46.

Juan quiere instalar una enciclopedia en
una biblioteca cuyos compartimientos son
de igual tamano. Al ponerla en los
compartimientos se da cuenta que si coloca
cuatro tomos en cada compartimiento le
sobraria un tomo y si los pone de a cinco
el ultimo compartimiento quedaria vacio.
¢Cuantos  compartimientos  tiene la
biblioteca?

A)
B)
C)
D)
E)

0 N O o &

Un vehiculo recorre una cierta distancia a una
rapidez constante de 90 km/h, si hubiese
ido a 100 km/h se hubiese demorado 5
minutos menos. ¢Qué longitud tenia el
trayecto?

A) 50 km
B) 60 km
C) 70km
D) 75km
E) 120 km

En un curso, la razén entre el numero de
hombres y el numero de mujeres es 5: 3y
si se retiran 4 hombres y se agregan tres
mujeres, la razon es 7 : 6. ; Qué diferencia

habia inicialmente entre hombres y mujeres?

A) 3
B) 5
C) 10
D) 15
E) 20



47.

48.

49.

x cuadernos de un mismo tipo valen $p, si  50.

comprara dos mas le harian un descuento de
un5%, en este caso 4, cuanto hubiese pagado?

(x+2)p 5
e T
B) (095 X12P

C) (0,05) @

D) (0,95)- X’ipz

E) (0,9) - (x +X2)p

Se obtienen $150.000 como capital final al
invertir un monto “x” durante 48 meses.
Si al transcurrir un ano el capital aumenta un
10% respecto a lo acumulado el afio anterior,
¢cual de las siguientes ecuaciones permite
determinar el capital x, suponiendo que no
hubo depdsitos ni retiros durante todo el
periodo? 51

A) 150000 = x(1 + 0,1)*
B) 150000 = x(1+0,1)*
C) 150000 = x(1+0,01)*
D)  x=150000(1+0,1)*
E)  x(1+0,1-4) = 150000

El largo de un rectangulo se disminuye en

10 cm y el ancho aumenta en 10 cm, 52.
obteniéndose un rectangulo que tiene 50 cm?

mas que el original. ¢ Cual es la diferencia en

cm, entre los lados distintos del rectangulo
original?

A) 5

B) 10
c) 15
D) 30

E) Falta informacion para determinarlo.

En una compaiia de electricidad, el cobro
mensual consiste en un modelo lineal, donde
se aplica un cargo fijo de $F mas un monto que
depende de la cantidad de kWh consumidos. Si
por el consumo de x kWh se ha cobrado un
monto de $T, ;cudl de las siguientes
expresiones corresponde(n) al valor de la
cuenta por un consumo de (x + 2) kWh?

) (5 w2

(T-F)-(x+2)
1)) F+ X
) T+ 2<$>
A)  Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lilyll

El 50% de la mitad de un nimero es 20 ,
entonces el nUmero es:

A) 5

B) 10
C) 20
D) 40
E) 80

aesel10% debybesel 10% dec, Sic=
10, entonces a =

A) 0,01
B) 0,1
C) 1

D) 10
E) 100
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53.

54.

55.

56.

152

Una camisa con un 20% de descuento 57.

cuesta $ 4.000. ¢ Cuanto costaria sin la
rebaja?

A) $4.800
B) $5.000
C) $5.200
D) $5.400
E) $5.500
58.
En un curso hay 1 mujer por cada 4
hombres. §,Que % del curso son mujeres?
A)  20%
B) 25%
C) 30%
D) 40%
E) 80%
59.
El 12% de 50, es equivalente con:
) 20% de 30
1)) 30% de 20
) 15% de 40
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololyll
60.
E) Lyl

Se ha cancelado $ 42.000, que
corresponde al 60% de una deuda,
¢, Cuanto falta por pagar?

A)  $14.000
B) $28.000
C)  $30.000
D) $70.000
E) $112.000

Prohibida su reproduccion total o parcial.

El 20% del area de un cuadrado es 20 cm?,
¢, Cual es su perimetro?

A) 100 cm
B) 40cm
C) 25cm
D) 20cm
E) 10cm

De un libro de 120 paginas, he leido 96.
¢ Qué % me queda por leer?

A 1%
B) 5%
C) 20%
D) 25%
E) 40%

¢ Qué % de la superficie del circulo de
centro 0, esta sombreada, si 4 AOB = 72°?

A) % %
B) 5%

C) 20%
D) 25%
E) 40%

Un rectangulo tiene lados de 8 y 10 cm. Si
el largo aumenta en un 20% y el ancho
disminuye en un 25%. ¢En que % varia el
area?

A)  Disminuye un 10%

B)  Aumenta un 10%

C) Novaria

D) Disminuye mas de un 10%
E) Aumenta mas de un 10%



61.

62.

63.

La figura esta formada por 9 cuadrados 64.

congruentes. ¢ Aproximadamente, que %
del cuadrado ABCD esta sombreado?

A)  50% —
B) 55% | =
—
C) 60% _.E_;-,I,:r’
D) 65% — | &
E) 70% =
Un hotel con capacidad para 800 65.

pasajeros esta completo; si un dia se va
un 30% de los pasajeros y llega un 15% de
la capacidad, ¢ Cuantos pasajeros faltan
para que el hotel esté nuevamente

completo?
A) 680
B) 634
C) 560
D) 240
E) 120 66.

Una emisora transmite 16 horas al dia. Si
Su programacion consiste en un 65% de
musica popular, 25% de musica folcklérica
y el resto corresponde a musica selecta,
entonces, ¢, Cuantas horas dedica la
emisora a musica selecta?

A)  1h 6 min.

B)  1h 10 min. 67.
C) 1h 36 min.

D) 2horas

E) Ninguna de las anteriores

Un poste tiene enterrado el 20% de su
longitud total. Si la parte no enterrada mide
12m. ¢, Cual es la longitud total del poste?

A 24m.
B) 9,6m.
C) 27m.
D) 18m.
E) 15m.

El 25% de la edad del padre es la del hijo,
y el 30% de la edad del hijo es 3. ;Qué
edad tiene el padre?

A) 30
B) 40
C) 50
D) 60
E) 70

a sumado con el 30% de 6 da el 40% de 8.
Entonces el 10% de a es:

A) 0,05
B) 05
C) 0,14
D) 1.4
E) 14

Sélo 12 alumnas de un curso de 30, han
pagado una cuota para un paseo. ;Qué %
del curso falta por pagar?

A)  40%
B) 45%
C) 55%
D) 60%
E) 65%
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68.

69.

En un cierto dia, el % de asistencia de

un curso fue de un 70%, si los asistentes
eran 28, j cuantos alumnos en total tiene el
curso?

A) 12
B) 36
Cc) 38
D) 40
E) 52

En una hacienda, el 20% de la tierra se
destina a una plantacion de arboles
forestales, y un 25% del terreno restante
para papas y el resto que corresponde

a 66 hectareas, se destina al cultivo de
cereales. 4 Cuantas hectareas tiene el
terreno?

A) 297
B) 110
Cc) 120

2
D) 1463
E) 165

70.

Después de retirar el 10% de lo que tenia
ahorrado en una cuenta, me quedd un
saldo de $13.500, ¢ cuanto tenia al
principio?

A) $13.635
B) $14.000
C) $14.850
D) $15.000

E) Ninguna de las anteriores

RESPUESTAS CAPITULO 5

1.B 2.C 3.B 4.D 5.D 6. A 7.B 8.D 9.C 10. B
11.A 12.D 13.D 14.B 15.D 16. E 17.D 18.C 19.D 20.C
21.B 22.D 23.D 24.D 25.B 26.C 27.E 28.B 29. A 30.D
31.B 32.C 33.E 34.E 35.D 36.D 37.E 38.B 39.B 40.D
41.C 42. E 43. E 44.C 45.D 46. C 47.B 48.B 49.C 50. D
51. E 52.B 53.B 54. A 55. E 56. B 57.B 58. C 59.C 60. A
61.B 62. E 63.C 64. E 65. B 66. C 67.D 68. D 69. B 70. D
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MINIENSAYO N°2

es

(son)

EJE ALGEBRA y FUNCIONES

¢Cual es la diferencia, en unidades cubicas,
en ese orden, de los volumenes de dos
cubos cuyas aristas miden (a + 2) y (a — 2)

1. Six-2y=3, entonces X’ — 4xy + 4y’ =
A) 3
B) 6
C) 7
D) 9
E) 12
unidades?
A) 64
B) 16
C) 8
D)  4(3a’+4)
E) 12a(2 + a)
¢ Cudl(es) de

) 2x

) 2 +2x
m  x+x
Solo |
Solo Il
Sololyll
Solo 11y 1l
L1yl

las siguientes expresiones
factor(es)
(1 +x= (1 +x)(1 =x)?

Tiempo: 70 minutos

¢ Cual de las siguientes expresiones NO es
equivalente a la expresion 4x*— 24x + 327

A)
B)
C)
D)
E)

(2x — 4)(2x — 8)
(4 - 2x)(8 — 2x)
(4x —8)(x —4)
4x(x — 6)+ 32
4x% - 4(6x + 8)

Sean a y b numeros reales, talesquea+b =6
y ab = 2, entonces a’+ 8ab + b’ =

A)
B)
C)
D)
E)

52
48
44
42
40

Sia-b=-4yab=2, entonces a’+ b*=

A)
B)
C)
D)
E)

20
16
18
14
10
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¢ Cual de los siguientes graficos representa
mejoral conjunto solucionde lasinecuaciones
1<x-1<27?

A) —Q/ /S O—
1 2

B ) —Q/ /s O—
2 3

C) —Orrr /8~

2 3
D) 201 —— s
2 3
E ) —OrrrO—
2 3

La diferencia entre los precios de dos
articulos es $300. Si se compran dos del mas
barato y tres del mas caro cuestan $7.350,
entonces ¢ cuanto vale el mas barato?

A)  $1.290
B) $1.350
C)  $1.590
D)  $1.650
E)  $3.300

Sea el sistema de ecuaciones,
(@-1)x+by=3
(b + 1)x — ay = -1, si la solucion del sistema

es (3,2), entonces, ¢cual de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

A) b>a
B) a+b<0
C) ab>0
D) a-b>0

E) 2a+b<0

Prohibida su reproduccion total o parcial.

10. Sea el sistema de ecuaciones,

11.

12.

kx — (k—2)y =10
(k + 3)x — ky = 15 |, ¢para qué valor de k" el

sistema tiene infinitas soluciones?

A) -3

B) -2

C) 0

D) 6

E) No existe tal valor de k.

El perimetro de un rectangulo es 50 cm,
¢cual de las siguientes funciones modela el
area de este rectangulo si “x” es la medida
de uno de sus lados?

A) g(x) = —x*+ 25x
B) h(x) = x* — 25x
C)  j(x)=—x"+50x
D) k(x) = —x*— 50x
E) m(x) = —x*+ 50x

En los rectangulos en que el largo (x) es igual
al doble del ancho, la diagonal en funcion
del largo es:

A)  2xV5
B) x5
C) g 5
D) 2xV3
E) gx



13. ;Cudl(es) de las siguientes relaciones se

14.

puede(n) escribir como una funcién cuadratica
delaformaf(x)= kx®, con k una constante ycon
dominio el conjunto de los reales positivos?

1 El area de un cubo en funcion
de su arista.
1)} El area de un triangulo

equilatero en funcion de su
lado.

1)) El area de una
semicircunferencia en funcion
de su diametro.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) [, 1yl

El monto C(t) que tiene ahorrado Cristina en
una cuenta corriente se modela con la
funcién C(t) = 500000 — 25000t, donde t es
el numero de meses transcurridos desde que
abrié la cuenta. ;Cual de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Su ahorro baja mensualmente
$25.000.
) Al inicio tenia $500.000
1)) A los 20 meses ya no tendra
dinero en su cuenta.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl

15.

16.

17.

Sean fy g funciones definidas en los reales
mediante f(x)=x+2y g(x)=x+ 3, scualesla
preimagen del cero en la funcion compuesta
(fog)(x)?

A) -5

B) 5

c) -3

D) -20-3
B -2

En unrectangulo, el largo mide 3 cm mas que
el ancho, se puede determinar las longitudes
de estos lados, sabiendo que:

(1)  Suareaes 108 cm®.
(2) Su diagonal mide tres cm mas
que su largo.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

Sea las funcion definida mediante
f(x)=—Vx — 2 + 3, ¢ cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

1 Su dominio es el conjunto
[2, oof.
1)} La preimagen del -2 es 27.
) Su grafica intersecta al eje x
en un punto de abscisa 11.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) L, 1y 1l
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18. Sea la ecuacion de segundo grado, 20. Sea funa funcion cuyo dominio es el conjunto

(k — 3)x* — kx + 4 = 0, 4cudl(es) (es) son los de los numeros reales, definida por
posibles valores de “k” para que las soluciones f(x) = a(x — 3)° + 2, con a un numero real
sean reales e iguales? distinto de cero. ¢ Cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) siempre verdadera(s)?
) 3
I 4 ) La grafica pasa por el punto
) 12 (2,2 +a).
) El recorrido de la funcion son
A) Solo | los numeros reales mayores o
B) Solo Il iguales que 2.
C) Solo 1l ) El vértice de la parabola
D) Solo Iy Il asociada a la funcion es el
E) [, 1yl punto (3,2).
A) Solo |
19. ,Cual es el conjunto de todos los valores de 5 Solo |l
“a” para que la ecuacién enx, (x+a)’+2a—1=0 ) 00
tenga dos soluciones reales y distintas? C) Solo Iy I
D) Solo Iy Ill
- 1 E) [, 1y 1l
R 5]
B) |-oo, — 1[
172 21. La altura h(t) (en metros) que alcanzara un

_ proyectil después de t segundos de haber

C) —00, %[ sido disparado, esta dada por la férmula:
- h(t) = 20t — 5t°. ;A los cuantos segundos
] 1 alcanzara una altura de 15 m?
o) |3
1)
E) R Il
1) 3
A) Solo |
B) Solo IlI
C) Solo Iyl
D) Solo Iy Ill
E) Solo Iy I
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22. Un numero tiene dos cifras, el digito de las
unidades es b y el de las decenas es a.
Se sabe que la suma de las cifras es 10 y si
se suma el numero con el doble del numero
que resulta de invertir sus cifras resulta 189,
¢cual de los siguientes sistemas permite
resolver el problema de determinar las cifras

23.

del nimero?

A)

B)

C)

D)

a+b=10
ab + 2ba =189

a+b=10
10ab + 2(10ba) = 189

a+b=10
10a+ b +2(10b + a) =189

a+b=10
10b + a+2(10a + b) =189

10a+b=10
10b + a+2(10a + b) =189

Sealaecuacioncuadratica, ax2+(a—1 X+2=0,
se puede determinar el valor de a sabiendo que:

(1) Una de las soluciones es

X =-2.
(2) Eldiscriminantedelaecuacion
es 25.

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)

Se requiere informacién adicional

24. Sea f una funcién definida en los reales,

25.

mediante f(x + 1) = 3f(x — 1) — 2, si f(6) = 82,
entonces f(0) =

A) 4
B) 2
C) 3:3—5
o 2
S

La parabola que representa a la grafica de
una funcién cuadratica cuyo dominio son los
numeros reales, intersecta al eje de las
abscisas solo en el punto (2,0) y al eje de las
ordenadas en el punto (0,-8). ¢ Cual de las
siguientes funciones, con dominio el conjunto
de los numeros reales, estd asociada a
esta parabola?

A) g(x)=-2x*-8x -8
B) h(x) = —2x*+ 4x — 8
C) p(x)=—xX'+4x-4

D) r(x)=-X"+4x-8
E) m(x) = —2x°+ 8x — 8
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26. Seaf: ]-0,-3] > B una funcion definida por 29.

f(x) = —(x + 3), ¢cudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) f es inyectiva.
1)} Si B = ]-,0] entonces f es
epiyectiva.
1)) Si f es biyectiva su inversa es
f'(x) = =3 +V—x, con x en B.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy llI
E) [, 1yl

30.

27. Sea f una funcidon definida en los reales
mediante f(x) =4 - ¥x — 2 + 3, entonces f '=

A (Xf’f 2
B) (Xf’f ‘2
c) (X;“f ‘2
D) (X;“f 2
|

28. Sif'(x—3)=2x+4, entonces f(4) =

A) -4
B) -3
3
C) 5
D) 18
E) Falta informacion para determinarlo.
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Sea f: R — R definida por f(x)=mx, con m=0.
¢ Cual de las siguientes afirmaciones es FALSA?

A)

E)

La imagen de m es un numero real
positivo.

sim = -1, entonces f (x) = ().

(f o f)(x) tiene como gréfica una recta
cuya pendiente es positiva.

Si la gréfica de f es una recta con
pendientes positiva, entonces f 1
tiene como grafica una recta con
pendiente negativa.

1 . .
fyf son funciones lineales.

Elgraficoadjunto, correspondealdela funcién
f definida en los reales. ;Cual de las
siguientes alternativas representa mejor al
grafico de su funcion inversa?

X
r1
A) m B) y
_ - _
X
;r1 ‘
C) ya D), ¢
r1
\ /
X | X
E) yA
/\ !
ST




31. Seaf: A — B, definida por f(x) = 3x°+ 2, se 33. Sia > b > 0, jcual(es) de las siguientes

32.

puede determinar que la inversa de f es
funcion, sabiendo que:

(1) A=l
(2)  B=[5

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Sean m y n dos numeros reales tales que
m-+n>0y m-n>0, ¢ cual(es)delassiguientes
afirmaciones es (son) siempre verdadera(s)?

D m’>n’
) m>0
my — EL
m-—-n

A) Solo |

B)  Sololll

C) Sololyll

D)  Solollylll

E)  Sololylll

34.

afirmaciones es (son) siempre verdadera(s)?

) El drea del rectangulo de lados
a + 2b y a es mayor al area
del rectangulo de lados b vy
b + 2a.

1)} El area de un rectangulo de
lados 2a y a es mayor que el
area de un rectangulo de lados
a+byb.

) La suma de las areas de los
cuadrados de lados ay b es
mayor que el area de un
rectangulo de lados a+ 1y b.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo Iy I
D) Solo 'y Il
E) L1yl

La diferencia entre las edades de Pedro y
Antonio es mayor que 15 y menor que 18
anos y la diferencia entre las edades de
Antonio y Luis es a lo menos 10 y a lo
mas 12 anos, entonces la diferencia entre las
edades de Pedro y Luis es:

A) a lo sumo 30 anos.
B) a lo menos 25 anos.
C) un valor entre los 25 y 30 anos.

D) superior a los 30 anos.
E) inferior a los 25 anos.
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35. simy n son enteros, tal que m > n >0, 37. Sean ay b dos nameros reales tales que

¢eudl(es) de las  siguientes eépresiones a<b<0, ;cudl de las siguientes desigualdades
es (son) siempre mayor(es) que " ? es (son) siempre verdadera(s)?
1) m
m+n 1 1
) —>—
m’ —n’ a b
1) -
mn-—n Iy a-b_ 0
mn + m’ a+b
1) —
m-n n a-b.a
a+b b
A) Solo |
B) Solo Il A) Solo |
C) Solo 1y I B) Solo Il
D) Solo Iy I C) Solo Iy i
E) LIyl D)  Solollylll
E) LIyl

36. La siguiente grafica corresponde a la de la
funciony=f(x), ¢ cual de las siguientes graficas 38.

) ™ ' Sean a y b numeros reales, tales que a = b,
representa mejor a la grafica de y = —f ~ '(x)?

yA se puede determinar que 2 ; b 1, sabiendo
que:
f
3 > (1) a+b>0
12 (2) b<0
y YA
A) / B) \ A) (1) porsisola
—> ,
~ -2 X B) (2) por si sola
2 | X -3 C)  Ambasjuntas, (1)y (2)
VA yA D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
C) D) E) Se requiere informacién adicional
o 3
2 x
3 ——T>2 X
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TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS

Capitulo

M. C. Escher (1898 - 1972) fue un destacado artista, en muchas de sus afamadas obras
se destaca el uso de las transformaciones isométricas como la traslacion, la reflexion y
una rotacion, las que seran materia de estudio del presente capitulo.

CONCEPTOS CLAVES
> Criterios de congruencia de triangulos > Reflexién en torno a un punto
> Traslacion > Rotacién en torno a un punto

> Reflexion en torno a una recta
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/| CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son congruentes cuando sus angulos y sus lados homologos tienen igual medida.

c
a
b B
C
A
oa=ao a=a'
AABC = ADEF «~ B=p b="b
Y=y c=c

Los siguientes criterios, permiten establecer la congruencia entre dos triangulos con la minima
informacioén posible.
e CriteroL—-L-L
Dos triangulos son congruentes cuando sus lados homélogos son congruentes.

e CriterioL-A-L

Dos triangulos son congruentes si tienen dos lados homologos congruentes y el angulo
comprendido entre ellos.

e CriterioA—L-A

Dos triangulos son congruentes si tienen dos angulos homaologos congruentes y el lado comun

entre ellos.
e CriterioL—-L—-A>

Dos triangulos son congruentes si tienen dos lados homologos congruentes y el angulo opuesto
al mayor de estos lados.

b (a>b)
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/| TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS

Las transformaciones isométricas en el plano son cuatro:

1 Traslaciéon

2 Reflexion con respecto a una recta o simetria axial.
3. Reflexién con respecto a un punto o simetria puntual.
4 Giro o rotacion.

Las isometrias o transformaciones isomeétricas convierten a una figura en otra que resulta ser
congruente con la original.

+ Traslacion
Cuando efectuamos una traslacion, todos los puntos de la figura se mueven segun una cierta
direccion, la cual queda determinada por el vector direccién:

o]

En un sistema cartesiano, la direccion queda determinada por un vector dado como par
ordenado.

Si al punto (a, b) lo trasladamos en la direccion (d,, d,), entonces queda en el punto
(a+d,a+d,).

Xy
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Reflexién con respecto a una recta (Simetria Axial)
En este caso la transformacion produce el “efecto espejo”™

L

A |

La figura de la izquierda se ha reflejado con respecto a la recta L, o se le ha aplicado una
simetria o bien una simetria axial, quedando convertida en la figura de la derecha.

En un sistema cartesiano, es Util saber las siguientes simetrias axiales:

A)  Simetria con respecto al eje x
En este caso el punto (x, y) queda en el punto (x, —y):

y A

y A, y)

-y A'x, -y)

B) Simetria con respecto al eje y
El punto (X, y) queda en el punto (-x, y):

YA

A'(=x, ) ' Ax,y)

-X

=<V

C) Simetria con respecto a la recta de ecuacion x —y =0

En este caso el punto (x, y) queda en el punto (y, x):

y A
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Reflexién con respecto a un punto (Simetria puntual)
Si a un punto A le aplicamos una simetria con respecto a P, entonces su imagen quedara en la
recta AP, de modo que P es el punto medio entre Ay su imagen.

A

A

Si a una figura le aplicamos una reflexién con respecto a un punto, entonces la figura quedara
girada en 180° con respecto a este punto.

N
N
N
N
N
_ N
= NN
- N
S To-o
NN -
N -
N
\
N

En un sistema cartesiano, cuando a un punto (X, y) se le aplica una reflexiéon con respecto al
origen, queda en el punto (—x, —-y):

A(=X, =)

Rotacién o giro con respecto a un punto

Si el punto A se gira en a° con respecto al punto O de la figura, entonces queda en un punto A’
de modo que OA = OA'y <AOA = a.

Se entendera, a no ser que se indique lo contrario, que el sentido del giro es contrario al
sentido del movimiento de las manecillas del reloj (sentido antihorario).

Prohibida su reproduccion total o parcial.



A continuacion se muestran las rotaciones en sentido antihorario con respecto al origen para
angulos de 90°, 180° y 270°.

A) Rotacién en 90°
El punto (x, y) queda en el (-y, x): Ay, x) ]

-y

B) Rotacion en 180°
El punto (x, y) queda en el (—x-y): y

—X

C) Rotacion en 270°
El punto (x, y) queda en el (y, —x): y
gl AKX, Y)
0 y X X
x|V, x)
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.

Aun punto se le efectua una traslacion en la direccion (-2,3) , luego se le aplica una rotacién en 90°
en sentido antihorario con respecto al origen, quedando en el punto (2,5), ¢ cual era el punto inicial?

Solucion:

Supongamos que el punto inicial era (a,b), al aplicarle una traslacién en la direccion (-2,3) queda
en el punto (a—-2, b + 3).

Por otro lado, al aplicarle un giro en 90° en sentido antihorario con respecto al origen, el punto
(x, y) queda en el punto (-y, x), en este caso, el punto (a — 2, b + 3) quedara en el punto
(—(b + 3), a — 2), si igualamos este punto al (2,5), obtenemos que —-(b+3)=2 y a-2=>5.
Resolviendo estas ecuaciones, se concluye que a =7 y b = -5, por lo tanto el punto inicial era el
(7,-5).

Otra forma de resolver este ejercicio, es aplicando las transformaciones inversas desde el punto
final hasta llegar el punto inicial; es decir al (2, 5) le aplicamos primero un giro en sentido horario
con respecto al origen, luego al punto obtenido le aplicamos una traslacion segun la direccion
(2, —3), obteniéndose de esta forma el punto inicial.

¢ Cual(es) de las siguientes transformaciones permite(n) que el punto (6,5) quede en el punto (2,1)?

[)  Una traslacion segun la direccion (—4,-4).
[I)  Una reflexion con respecto al punto (4,3).
[lI)  Una rotacion en 90° en sentido antihorario con respecto al punto (6,1).

Solucioén:

En |, podemos obtener la direccion de traslacion restando el punto final (2,1) con el punto inicial:
d =(2,1) - (6, 5) = (-4, —4), por lo tanto | es correcta.

Para ver si las afirmaciones Il y Ill son verdaderas, nos ayudaremos con una figura, aunque se
pueden utilizar otros métodos que no la requieren.

Observa que el punto (4, 3) es el punto medio entre el (6, 5) y el (2, 1), por lo tanto el (2, 1) se
puede obtener a partir del (6, 5) través de una reflexién con respecto al (4, 3), por lo tanto Il es
verdadera.

Para lll, podemos utilizar que la figura que se forma es un cuadrado, por lo tanto si giramos el punto
(6,5)en90° sentido antihorario conrespectoal punto (6, 1) obtenemosel (2, 1),luegollles verdadera.
En conclusion, todas son verdaderas.

Prohibida su reproduccion total o parcial.



EJERCICIOS DE PRACTICA

1. Si el punto (-3,5) se refleja en torno al eje vy, 4, ¢En qué direccién se debe trasladar el
queda en el punto: AABC para que se transforme en el ADEF?
v
A) (37 _5)
B) (5-3) - -
4
-5 _ E
C) ( 57 3) sl %
D) (3,5) b
E) (5,3) B
A 1
2. Si el punto (3,2) se gira en 90° en sentido B L E
antihorario en torno al origen, queda en el A) (5 1)
punto:
B) (5,2
C 2,5
A 2-3) ) &9
D) (-5,2)
E) (-5,-2)
C) (-2,-3)
D) (2,3)
E) (-2,3) 5. ¢ Cuadl(es) de las siguientes transformaciones

permite(n) que el punto (2, 2) quede en el
punto (-2, 2)?
3. El punto (2, 5) se traslada quedando en el

punto (=3, 2), ¢cual es la direccion de la ) Reflexion en torno al eje x, seguida
trastacion? de una simetria puntual con respecto al
A)  (-3,-5) origen. | | |
B) (3,5) I) Una traslacion en la direccion (-4, 0).
C) (-5, -3) 1) Una traslacion en la direccion
D) (-1,7) (-4, —4), seguida de una reflexion con
E) (7,-1) respecto al eje y.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollylll

E) Lyl
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Si al AABC de la figura, se le aplica una 8.

traslacion vertical de modo que el vértice C
queda en el eje x, jcuales serian las
nuevas coordenadas de B?

- N W b
w

A
T 2 3 4 %

A (1,-2)

B) (4,-2)

c) @ -1)

D) (3,-2)

E) 4,-1)

¢, Qué transformaciones isométricas se
podrian haber aplicado al cuadrado 2 para
que se transforme en el cuadrado 17?

I)  Una traslacion en la direcciéon
(2, 0).
) Un giro en sentido horario en 90°
en torno al origen.
ll)  Una reflexién en torno al eje de

las abscisas.
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl

Prohibida su reproduccion total o parcial.

A la figura que esta en el primer cuadrante
se le aplica una reflexion con respecto al
origen y después una reflexibn con
respecto al eje y.

¢, Cual(es) de las siguientes alternativas
ilustra la posicién donde queda finalmente?

*

A)  ya
_T:
B) vA
I
X

c) vy
1gx

D) v
j(x

E) y
s



9.

Al aplicar una rotacion de centro en O en 10.
180° a la figura, se obtiene:

A)

C)

D)

’

>

O

9

11.

Los puntos (a, b) y (x, y) son simétricos
respecto al eje y, entonces ¢cual(es) de
las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

) a=x
I y=b
I b=x
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Sololylll

Se puede determinar las coordenadas del
punto (a,b) si se sabe que:

(1) Es simétrico del punto (-2,3)
con respecto al eje y.

(2) Es simétrico del punto (-2,-3)
con respecto al origen.

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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12.

174

A la bicicleta de la figura se le ha aplicado 13.

primero un giro en sentido horario con
centro en A y un angulo de 30° y después
una reflexion en torno a la recta L.

,Cual de las siguientes alternativas
representa mejor a la posicion dénde queda?

X0

®
-

A)

B
-
®

of
&

B)

E)

[ ]
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14.

15.

El punto (-2, 3) se refleja en torno al origen
quedando en el punto (a, b), entonces
a-b=

A) -5
B) -1
C)
D)
E)

¢ Cual de las siguientes transformaciones
permite que el punto (-a, b) quede en el
punto (b, a)?

A) Reflexion en torno al gje x.

B) Reflexién en torno al eje y.

C) Reflexién en torno al origen.

D) giro en 90° en sentido horario con
respecto al origen.

E) giro en 90° en sentido antihorario con
respecto al origen.

¢En qué direccion se debe trasladar el
punto (a , b) para que quede en el punto
(b, @)?

A) (-a,-b)

B) (b, a)

C) (-b,-a)

D) (a-b,b-a)
E) (b-a,a-b)



16.

17.

El APQR se ha trasladado dos unidades
hacia la derecha y una unidad hacia abajo,
jcudl(es) de los  siguientes  puntos
corresponde a uno de sus nuevos vértices?

Yo
4 R
3
2 Q
1 b R
1.2 3 4 X
) (0,2)
in (6, -1)
i1y (4, 3)
A) Solol
B) Sololll
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lyl

Con respecto a los triangulos rectangulos
de la figura, se afirma que:

y

= N ¢ b

2N

2 3 4 X

-3 -2 -1 01

[)  Son congruentes.

II)  Uno de ellos se obtiene a partir
del otro girandolo en 90° en
torno al origen.

Ill)  Son simétricos respectos del

ejey.
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

18.

19.

20.

Si se rota el punto (4, 3) en 90° en sentido
horario y luego se refleja respecto al eje v,
seria equivalente a:

A) hacer so6lo una simetria en torno al
origen.

B) hacer una traslacion con direccidn
(-4, -3).

C) hacer un giro en 270° en torno al
origen en sentido antihorario.

D) hacer una rotacion en 90° en torno al
origen en sentido antihorario.

E) hacer una reflexion en torno a la recta

x+y=0.

Al aplicar al punto (8, 5) una simetria central
con centro en (-2, 4) se obtiene:

A)  (-8,-5)
B) (-6,1)
C) 4, 3)
D) (-5,8)
E) (-12,3)

Si al triangulo ABC de la figura se le aplica
una reflexion en torno al eje x, resulta un
triangulo cuyos vértices son:

(1.-2);(2,-2); (-1.1)
(-1.2);(=2.2); (1.1)
C) 21);(22);(1,1)
(2-1):(2-2); (-1.1)
(

-1 !_2) ; (_2’_2) ; (1!1)

175

Prohibida su reproduccion total o parcial.



21.

22.

176

ABCD es un rectangulo y E es el punto de
interseccién de las diagonales.

;Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

D, C

) Sia AD se le aplica una simetria
puntal respecto a E se transforma
en BC.

II) Si el AABC se refleja en torno al
punto E se transforma en el ACDA.

) Si el ABCD se refleja en torno a
BD se transforma en el ABAD.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lllyll

¢, Cual de las siguientes transformaciones
permite que el punto (x,y) quede en el
punto (y,x)?

A) Reflexion en torno alarectax —y =0.

B) Rotacion con centro en el origen en
270° y después una reflexion en torno
al eje x.

C) Rotacion con centro en el origen en
90° y después una reflexion en torno
al ejey.

D) Reflexion con

2 2

E) Con cualesquiera de las anteriores.

respecto al punto

Prohibida su reproduccion total o parcial.

23.

24,

¢ Cual de las siguientes transformaciones
no permite que el punto A(-a , a) quede en
el punto A'(-a,—a)?

A) Reflexion en torno al eje x.

B) Traslacién en la direccion (0, —2a).

C) Rotacion en 90° en sentido antihorario.
con respecto al origen.

D) Rotacién en 90°
con respecto al punto (-2a,0).

en sentido horario

E) Rotacién en 45° en sentido antihorario
con respecto al punto (a, a).

Las rectas L y L’ de la figura son paralelas,
en ella se muestran las intersecciones de
las respectivas rectas con los ejes
coordenados. Se puede determinar una
posible direccién para que la recta L se
transforme en la recta L, sabiendo que:

(1) gq-b=-8
(2) a+pz6,
L\ Y
L b

p a *

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional



25.

¢ Cual de las siguientes informaciones es
suficiente para establecer que dos triangulos
sean congruentes?

A) Susangulosrespectivossoncongruentes.
B)  Sus perimetros son iguales.

C) Sus areas son iguales.

D) Sus lados respectivos son congruentes.
E) Cada una de las anteriores.

26. Se puede determinar que CD se ha obtenido

de girar AB en torno a O si:

D
B

O

(1) OA=0C;0B=0D
(2) <«COA=xDOB

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

27.

28.

En la figura, M es el punto medio del lado
AB del triangulo ABC. Si a C se le aplica una
simetria puntual con respecto a M quedando
en el punto D, ¢4 cual(es) de las siguientes
congruencias es (son) siempre verdadera(s)?

) ACAM = ADAM
)  AAMC = ABMD
lll)  AABD = ABAC,

A) Solo |
B) Sololl
A B
C) Sololyll M
D) Solollyll
E) Lillyll

ABCD es un cuadrado y por el punto “O”
donde se intersectan sus diagonales, se
traza una recta L que no pasa por los
vértices del cuadrado, tal como se muestra
en la figura.

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

@ |
o

[) Los vértices opuestos del
cuadrado estan a la misma
distancia de la recta L.

II) Los trapecios 1y 2 son simétricos
con respecto a larecta L.

Ill)  Los trapecios 1y 2 son simétricos
con respecto al punto “O”.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lllyll
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29.

30.

178

En la figura, el tridngulo ABC es isosceles 31.

de basiﬁiy F son puntos sobre sus
lados BC y AC respectivamente. Se puede
determinar que FB = AE, sabiendo que:

(1) FE //AB
(2) <«CFB= «CEA
C
F E
A B

A) (1) por si sola
B) (2) por si sola
C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2) 32.

E) Se requiere informacion adicional

En la figura, se han trazado desde el punto

P las tangentes PA y PB a la circunferencia
de centro O, donde A y B son respectivamente
los puntos de tangencia.

Si A es el punto medio de OR, ;cual(es) de
las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

[) Siel APAR se refleja con
respecto a PA se obtiene el
APAO.

II) ElI APAR se puede obtener a
partir del APOB después de dos
reflexiones axiales

IlI)  ElI ABPA se puede obtener
mediante una rotacién del ARPO
en torno al punto P.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lllyll
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si x #y, ¢scual de las siguientes opciones
no permite que el punto (x, y) se transforme
en el (x, -y),?

A) Una reflexion con respecto al origen vy
después una reflexion en torno al eje .

B) Una traslacion en la direccion (0, -2y).

180° con
origen y después una traslacion en la
direccién (2x, 0)

D) Un giro en 90° en sentido horario.

E) Una reflexibn en torno a la recta de

C) Un giro en respecto al

ecuacion x — y = 0 y después un giro

en 90° con respecto al origen en

sentido horario.

Un punto se traslada en la direccion (2, 2)
y después se gira en 90° en sentido
antihorario con respecto al origen quedando
en el punto (—a, a + 2), entonces el punto
original era el:

A) (a,a+2)
B) (a,a-2)
C) (a-2,a)
D) (-a,a-2)
E) (a@-2,-a)



33.

Con respecto a la informacién dada en la
figura, ¢cual de las siguientes
transformaciones no permite que la fig. 1 se
obtenga a partir de la fig. 2?

A) Con una simetria con respecto a un
punto que no es el origen.

B) Con dos simetrias.

C) Conunatraslacion y con un giro en 180°.

D) Con una simetria respecto del eje x y
luego una simetria con respecto a
una recta vertical.

E) Con una simetria respecto al origen
y luego una traslacion.

El cuadrado ABCD de la figura, tiene su
lado AB sobre la recta horizontal L.

Si el cuadrado si gira en 30°, con respecto
al punto A, en sentido antihorario y después
se gira en 75° en sentido horario con
respecto al mismo punto, scual de las
siguientes figuras indica mejor la posiciéon
donde queda el cuadrado después de
aplicar estas dos rotaciones?

D c
L
A B
B D
c
B) B
C A b
D
C) D
A c t
B
D) C
D B
N L
E) c D
B A L
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35.

36.

Al punto A(-3,2) se le aplica una traslaciéon

de modo que su imagen queda en el eje

y a la misma distancia del origen que se

encuentra A. ¢ cual es una posible direccion
para esta traslacion?

A)  (-3,2-13)
B) (3,V13-2)
C) (3,3)

D) (-3,-3)

E) (3,V5-2)

Se puede determinar que el ABCA es
simétrico del ABCE con respecto a L si:

(1) AC=CE
(2) BA=BE .

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

37.

Sea el triangulo equilatero ABC, al vértice
A se le aplica una reflexion en torno al
lado BC obteniéndose el punto A, al vértice
B se le aplica una reflexion en torno al lado
AC obteniéndose el punto B’y al vértice C se
le aplica una reflexion en torno al lado
AB obteniéndose el punto C’, scual(es) de
las siguientes afirmaciones con respecto al
triangulo AB’'C’ es (son) verdadera(s)?

I) Es equilatero.
II) Tiene el doble del perimetro que

el AABC.
lll) Tiene el doble del area que el
AABC.
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

RESPUESTAS CAPITULO 10

1.D 2.E 3.C 4.B 5.C 6. E 7.B 8.D 9.C 10.B
1.D 12. E 13.E 14.D 15. E 16. B 17.C 18. E 19. E 20. A
21.C 22.E 23.E 24. A 25.D 26.C 27.D 28.D 29.D 30.C
31.D 32.B 33.D 34.C 35.B 36.C 37.C
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GEOMETRIA DE PROPORCION

Capitulo

11

iz L

T

== R TR Tt !-'i";-:=',;|1|'lsz,'“: _-"-:—‘:T_fr
i AT SR Y0 e =
Eratéstenes, sabio griego (276 a.C- 294 a. C) Fﬁ%ﬁ{y @?“ Eﬁm il ;ll
utilizando geometria elemental y una simple = - : =l
proporcién, pudo concluir que el radio de la T T i 'z','
Tierra es de 6366 km, muy cercano al valor "

real que es aproximadamente 6371 km.

CONCEPTOS CLAVES
N
> Teorema de Thales » Razon de Semejanza > Homotecia
> Semejanza de tridngulos > Razon de Homotecia
J
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¥/ TEOREMA DE THALES

Si tenemos un conjunto de rectas paralelas y estas son cortadas por dos rectas, entonces los
segmentos que se determinan sobre una de las rectas secantes son proporcionales a los

segmentos que se determinan sobre la otra recta secante.

SiL, /'L, /IL,, entonces:

AB _BC_AC
PQ QR PR

Teorema particular de Thales

Si los lados de un angulo se cortan por dos o mas paralelas entre si, los segmentos

que se determinan sobre una de las transversales son proporcionales a los segmentos que se
determinan sobre la otra transversal.

5 51, PA _ PB
AC BD

(L, /1L,)

Lo anterior, también es valido si las rectas cortan a las prolongaciones de los lados del angulo:

PA _PB
PC ~ PD

(L, /L)

V\O
A | O
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v/ SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son semejantes, si se puede establecer una correspondencia entre los vértices
de modo que sus angulos homaologos son congruentes y los lados homadlogos son proporcionales:

< R
s
AABC ~ APSR
A ° P
Tenemos que % = 2—; = % =k, donde “k” es un numero real positivo llamado “razén de semejanza”.

Los criterios de semejanza, corresponden a la informacién minima necesaria para establecer que dos

triangulos son semejantes.

. CriteroL-L-1L
Dos triangulos son semejantes si sus lados homélogos son proporcionales.

b a
¢ ke

. CriterioA-A-A
Dos triangulos son semejantes si sus angulos homélogos son congruentes.

. CriteroL-A-L
Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados homaélogos proporcionales y los angulos
que forman estos lados, respectivamente congruentes.

b j i a kbi ika
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. CriterioL-L-A
Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados homaologos proporcionales y los angulos
opuestos a los mayores de estos lados, respectivamente congruentes.

kb ka

Teorema de la semejanza
Si dos triangulos son semejantes, con razon de semejanza “k”, entonces sus perimetros
también estan en la razén k y sus areas estan en la razén k2.

(o

A B D E (b>a)

Observa en la figura que la razén entre los perimetros es efectivamente k:

Perimetro ADEF _ ka + kb + kc _ K
Perimetro AABC atb+c

Y la razén entre sus areas es k2

kh - kc
Area ADEF _ 2
Area AABC hc
2

= k2

Observacion: este teorema nos permite encontrar la razén entre los perimetros o las areas de
dos figuras semejantes si conocemos la razén entre dos elementos homaologos.
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/[ APLICACION DE SEMEJANZA: TEOREMA DE EUCLIDES

El triangulo ABC de la figura es un triangulo rectangulo en C y p y q son las proyecciones de a 'y
b sobre la hipotenusa c.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

o}
a
b h
A B
q H p
< c |
. Teorema de Euclides referente a la altura

El cuadrado de la altura equivale al producto de las proyecciones de los catetos sobre la

hipotenusa:

. Teorema de Euclides referente al cateto
El cuadrado de un cateto equivale al producto entre la hipotenusa y la proyeccion de

este cateto sobre ella:
[ a’=pc ; b2=qc ]
. Calculo de altura

La altura correspondiente a la hipotenusa equivale al producto de las longitudes de los
catetos dividido por la longitud de la hipotenusa:
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¥/ HOMOTECIA

Si se tienen dos figuras semejantes y son tales que:

1. Sus lados homologos son paralelos.

2. Al unir sus vértices correspondientes por lineas, todas ellas concurren a un mismo punto
(Ilamado centro o foco de homotecia).
Entonces se trata de una homotecia.

En esta figura, al cuadrilatero ABCD se le ha aplicado una homotecia con centro en O y razoén A,
obteniéndose el cuadrilatero homotético AB’C’'D’.
La razén de homotecia en términos absolutos, se puede calcular mediante la razén entre una

longitud en la figura imagen con el homologo en la figura original, por ejemplo:
_OA'_OB' . _AB' _B'C
A = OA - OB ... O bien IM——AB =BC '
Ademas, por el teorema de la semejanza, tenemos que: perimetro AB'CD' _ k Area ABCD'
P janza, que: perimetro ABCD Y “Area ABCD

En el caso en que el punto original y la imagen queden a distinto lado con respecto al centro de

k2

la homotecia, la razén sera negativa.
A continuacion, la interpretacién geométrica de acuerdo a las magnitudes que tome la razén de
homotecia:

A>1 0<i<1
la figura resultante es mayor que la original

A<-1 -1<1<0
la figura resultante es mayor que la original la figura resultante es menor que la original
186 y el centro queda entre cada punto y su imagen. y el centro queda entre cada punto y su imagen.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.  Enlafigura, las rectas AD y BE se intersectan en Cy AB // DE.
Si CE =10 cm, BE =5 cmy area ADEC = 60 cm?, 4 cual es el area del trapecio ABED?

Solucioén:

Tenemos que los triangulos ABC y DEC son semejantes (A, A, A), ademas como CE:EB=2:1,
entonces CE : CB = 2: 3, por lo tanto la razén de semejanza entre estos tridngulos es 2: 3 y
por el teorema de la semejanza la razon entre sus areas sera 4 : 9. Como el area del DEC es
60 cm?, planteamos una proporcion:

area ADEC _ 4 60 4 9-60

—_— —_— 3 === "= 2
area AMBC 9 area AABC g ~ 2re@ AABC 4 - 13%cm

Como area AABC = 135 cm? y area ADEC =60 cm? — area ABED =135 - 60 = 75 cm?.

2. Sobrela diagonal AC del rectangulo ABCD se ha construido el rectangulo ACEF, de modo que
D pertenece al lado EF.
SiAF =12 cmy DE = 16 cm, ¢ cual es el perimetro de ABCD?
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Solucion:

Un método para calcular los lados del tridngulo ADF es ocupar la semejanza entre AADF y ADCE,
otro método equivalente es ocupar el teorema de Euclides en el AADC; para ello tracemos una
recta DH perpendicular a AC, entonces DH = AF = 12 cm, HC = DE = 16 cm:

16

12
16
12

Por teorema de Euclides, 122=AH - HC - AH =9 cm.

Usando teorema de Pitagoras en AAHD : 92+ 122=AD?— AD =15 cm

Idem en ADHC: 122 + 162 = DC? — DC =20 cm, luego AD = 15 cm y DC = 20 cm, por lo tanto el
perimetro de ABCD es 70 cm.

3. EIABC de la figura es rectangulo en C, los puntos D y F estan en AB y E en BC, de modo que
CD L AB, DE L BCyEF L AB.SiCD=9cmy EF =4 cm, entonces ¢ cuanto mide DE?

Solucion:
Tal como se muestra en la siguiente figura, los triangulos CED y DFE son semejantes por tener sus
angulos homologos congruentes.
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Si «DCE = a y «CDE =3, entonces <EDF = o y <DEF = f3:

C
o
E
9 B
4
B
o
A D F B

Por la semejanza de triangulos, tenemos que:

CO_ED 9 _ED _ .. - _
DE - FE — DE- 4° multiplicando cruzado, tenemos que DE?= 36 — DE =6 cm.

4. En lafigura, al AABC se le ha aplicado una homotecia con centro en P, siendo AB'C’ su homotético.
SiAA AP =2: 3, ;icual(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) La razon de homotecia es 0,6.

perimetro AA'B'C' _ 3

) perimetro AABC 5

1) Area AB'C’ es un 36% del area del ABC.

Solucioén:
ComoAA :AP=2:3 — PA:PA=3:5; como larazén de homotecia (k) en términos absolutos

es la razon entre la distancias del centro al punto imagen y del centro al original, entonces:

_PA'_3 3.
k = PA " 5 pero 5 0,6, luego | es correcta.
AB /I AT B AB' _PA'_3
Para Il, por ser AB // A'B', tenemos que AABP ~ AA'B’P, entonces AB_PA 5
Por otro lado, AA'B'C'~AABC vy la razén entre los lados homdlogos es % entonces la razén

entre sus perimetros es la misma, luego Il es verdadera.

, . L H t H 3
Para Ill, como la razén de semejanza entre los triangulos ABC y AB’C’ es 5 tenemos que las
razon entre las areas de estos triangulos es el cuadrado de la razén de semejanza, esto es %

lo que equivale a % por lo tanto Il es también verdadera.

R ta, [, 11yl dad .
espuesta, |, Il y Ill son verdaderas 189
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EJERCICIOS DE PRACTICA

En la figura, las rectas DB y CE se intersectan 3.

enAyBC //DE.SiBC=2cm,DE=5
cm y BD mide un cm mas que AB, entonces
AB mide:

A
A) 1cm
B) %cm B C
C) gcm
7 5
D) 2cm
E) 3cm

En la figura, los segmentos DC y BE se
intersectan en el punto A. Si D
DA =4 cm, DC = 12 cm y BC
entonces DE mide:

E // BC,
= 6 cm,

C
E
A
D
B
A) 1,5cm
B) 2 cm
C) 3 cm
D) 4 cm
E) 45cm

Prohibida su reproduccion total o parcial.

4.

En la figura, BC // DE y C y B pertenecen
respectivamente a AE y AD. SIAC =8 cm
y CE =6 cm, entonces x =

A) 2cm
E
B) 3 cm C
C) 4 cm
A Xx+1 B X D
D) 5cm
E) % cm

¢,En cual(es) de las siguientes situaciones
existe una semejanza entre las figuras?

1,5

3
Las figuras son

er

Las figuras son

. rectangulos
circunferencas

1)

5

P

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl



¢(En cual(es) de las siguientes situaciones
hay dos triangulos semejantes?

10

(LyL'se cortan en P)

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) L, 1yl

Un poste vertical de 2,7 metros de alto,
proyecta una sombra en el suelo de 1,8 metros
y en ese mismo instante un nifio cercano
a él, parado verticalmente al suelo, proyecta
una sombra de 80 cm, ;cual es la estatura
del nifio?

A) 90 cm

B) 100 cm
C) 120 cm
D) 150 cm
E) 160 cm

En la figura, CH es la altura del triangulo
ABC y los puntos D y E estan en los
lados AC y BC de este triangulo, de modo que
DE // AB. Silas rectas CH y DE se intersectan

en P, DE=16cm, CP: PH =2:1, entonces

AB mide:

C

A) 18 cm
B) 24 cm
C) 28 cm D ; E
D) 30 cm /
E) 32 cm
A H B

Se puede determinar que los triangulos ABC
y DEF son semejantes, sabiendo que:

F

A D

(1)  DE=1,2AB y FE=1,2BC
(2)  oaty=3+d

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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9.  Segin los datos dados en la figura, scualies) 11- En la figura, ABCD es un paralelogramo, E

de las siguientes afirmaciones es (son) pertenece al lado BC y los angulos ABD y
verdadera(s)? DEC son rectos. Si AB = 6 cm, BD = 8 cm,
entonces DE mide:
9 12 D C
4
1@ 12 20
5 15 E
16
A B
D arB=y A)  42cm
- a= B) 48cm
' >p C) 4,0cm
D) 6,0 cm
A) Solo | E) 6.2 cm
B) Solo I
C) Solo Iy I
D)  Sololyll 12. ,En cual de las siguientes situaciones se
) cumple que a?=x?
E) Ninguna de ellas.

S )L IL,
10. En la figura, AE y CD son alturas del AABC,

si AD=3 cm, PE4 cmy CE = 2 cm, entonces
¢cuanto mide PC?

C
E 1) a
P 1 X
1] o
A D B ) X
o a P a |_2
1
A) 1,2cm
B) 2,5cm L (L, y L, son rectas
C) 2,6 cm ' que se cortan en P)
D) 3,3cm A) Solo |
E) No se puede determinar. B) Solo Il
C) Sololyll
D) Solo 1y llI
E) I, 1yl
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13.

14.

15.

En la figura, C y D pertenecen a BF, ED // AC  16.

y AC 1L BF. Si ED = 4 cm, DC = 6 cm,
AB =13 cmy BC =5 cm, entonces EF =

F
A) 5cm D
B) 6 cm E
C) 2V13 cm
D) 2V5cm N
E) 9,6 cm
A B

En la figura, los angulos APQ y ABC son
rectos y los puntos P y Q pertenecen a
AC y AB respectivamente. SiBQ =1cmy
AQ = BC = 3 cm entonces AP mide:

A) 1,6 cm B

B) 1,8 cm Q

C) 2cm

D) 2,4 cm

E) 32cm A P c

Si AABC ~ ADEF, donde AB es el homodlogo
del lado DE, BC es el homélogo de EF,
AB=acmyDE=15acm.

¢Cudl de las siguientes afirmaciones es
verdadera?

A) Si el perimetro del triangulo ABC es
18 cm, entonces el perimetro del

triangulo DEF es 27 cm.

B) Si el «ACB es recto, entonces el
<DFE también.
C) Si el area del triangulo DEF es 54 cm?,

entonces el area del triangulo ABC es

24 cm?,

D) Si AB // DE y BC // EF, entonces
AC // DF.

E) Todas las anteriores son verdaderas.

17.

En la figura, el triangulo ABC es rectangulo
en By BH es una de sus alturas. SiAH : HC =2: 1
y AB =4 cm, entonces BC mide:

C
H
A B

A) 2cm

B) V2cm

C) V6cm

D) 2V6cm

E) 2V2cm

El AABC de la figura es rectangulo en C, los
puntos D, E y F estan respectivamente sobre
los segmentos AB, AC y CD, CD L AB,
DE //BC yEF // AB.SiDF =3 cmy DF = 3CF,
entonces la longitud de BC es:

C
E F
A D B

A) 8 cm

B) 6V3cm
C) 8V3cm
D) 33 em

2
E) %\/5 cm
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18. EI AABC es rectangulo en C, E es la 20. Un sitio rectangular esta representado en un

interseccion de AB'y CD y CE = ED. mapa por un rectangulo de lados 10 y 30 cm.
Si AB L CD, ,cual(es) de las siguientes Si la escala del mapa es 1:100, entonces el
semejanzas es (son) verdadera(s)? area del sitio en m? es:

)  ACEB ~ADEB R
m
)  AAEC ~ ADEB B) 300 m2

)  AAED ~ ACEB C) 3000 m?
D) 30000 m?

c 2
A) Solo | E) 300000 m
B) Solo Il
C) Sololyll A B 21. Un fundo tiene un terreno de 16 hectareas
D) Solo Il y Il E (1 hectarea = 10.000 m?) y esta representado
en un mapa por una figura de area 100 cm?,
E) [, 1y 1l L
B ¢cudl es la escala del mapa?
A 1:400
19. En la figura, las rectas AB y CD son B; 1 - 4000
paralelas y AD y BC se intersectan en el C) 1:20
punto E. Si AB =9 cm, DC =6 cm, CE =4 cm D) 1 ) 160000
y AE = 7,5 cm, ¢jcual(es) de las siguientes E) 1 ) 16000000
afirmaciones es (son) verdadera(s)? '
E
22. En la figura, al punto A(-3,2) se le ha aplicado
una homotecia con centro en P(1,0) quedando
D C en el punto (9,-4). Si al punto (0,4) se le
aplica la misma homotecia, quedara en el
punto:
A B\
y
) El perimetro del trapecio
ABCD es 19,5 cm. A
.z ~ _-2
1)} El perimetro del triangulo \ =
DCE es 15 cm. -3 1 9
1)) La razon entre las areas de los
triangulos DCE y ABE es 2 : 3. Y ; A
A) Solo |
B) Solo |l A) (2,-8)
C) Solo Iy I B) (3,-8)
C) (6,-8)
D Solo Iy 1l
) Soolly D) (3-4)
E) [, 1y I E) (2,-6)
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23.

En la figura, PQ, R y S son puntos de los
lados del rectangulo ABCD. Las rectas SR
y PQ del
rectangulo, intersectandose en el punto T.

son paralelas a los lados
Segun las medidas dadas, 4cual(es) de las

siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

D Q C
3cm
S T R
6 cm
A 8 cm P 4cm B

) QTRC se obtiene de PTSA al

aplicar una homotecia con

centroen Ty razén -0,5.
) ABCD se obtiene de APTS al
aplicar una homotecia con
centroen Ay razén4: 3.
) TQDS se obtiene de TPBR al
aplicar homotecia

una con

centroen Ty razén -2.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl

24,

25.

Al triangulo ABC de la figura, se le aplico
una homotecia con centro en O y razon

A= g transformandose en el triangulo DEF.

Si OR=2 cm y RB=1 cm, entonces BG=

A) 45cm
B) 3,5cm
C) 3cm
D) 2cm
E) 2,5cm

Al cuadrilatero ABCD de la figura se le ha
aplicado una homotecia con centro en P
transformandose en el cuadrilatero AB’C'D’.
Si PB : BB =5 : 2 vy area del cuadrilatero

ABCD es A cm? entonces el area del
cuadrilatero homotético es:
P
AI / \ DI
[* ¢
A D
B C
A) %Acm2
B) %Acm2
4 2
C) 25Acm
S 2
D) 25Acm
E) ;—1Acm2
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26. En la figura, al AABC se le ha aplicado una 28. Al AABC de la figura, se le ha aplicado una

homotecia con centro en el origen cuya homotecia con centro en O, transformandose
imagen es el AAB’C’. en el triangulo AB’C’. Se puede determinar la
Si el punto B(3,6) se transforma en el punto razon de homotecia, sabiendo que:

B’(5,10), ¢cualles) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdaderas?

y
c B
c B
0 A A ” (1) perimetro AOA‘B'=§
perimetro AOAB 2
) Si OC = 6 cm, entonces
CC’ = 4cm. (2) El area de OABC es un 16%
del area de OAB'C'.
) Si area AABC = 12 om, elarea de
entonces area AAB'C' = 20 cm? A) (1) por si sola
1) Si BB = 8 cm, entonces B) (2) por si sola
’ _ C) Ambas juntas, (1) y (2)
OB’ =20 cm.
em D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
E) Se requiere informacién adicional
A) Solo |
B) Solo IlI
c Soio 1 v i 29. En la figura, el triangulo ABC es equilatero
) ololy cuyo lado mide 12 cm, M y N son puntos
D)  Solollylil medios de los lados AB y AC respectivamente.
E) RIRvall Si F es punto de la recta AB, NF y BC son

rectas que se interceptan en Py CP es a PB
como 2 es a 1, entonces BF mide :

27. Al cuadrilatero ABCD se le ha aplicado una

C
homotecia con centro en O, transformandose
en el cuadrilatero AB’C'D’ cuya area es
un 64% del cuadrilatero original. N
Si el perimetro de AB’C’'D’ es 20 cm, ¢cual P
es el perimetro de ABCD?
A M B F

A) 16 cm
B) 25cm A 3cm
C)  3125cm B) 4cm
D)  32,8cm C)  8cm
E) 56 cm D) 12 cm

E) 18 cm
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30.

31.

En la figura, el triangulo ABC es rectangulo
en C, D y N pertenecen al lado AB y P
pertenece al lado BC, de modo que CD L AB,
DP LBCyDB LNP.SiPB=2cmyNB=1cm,
entonces AC mide:

C
P
A D N B

A) 8 cm
B) 2V3 cm
C) 4V3cm
D) 8V3cm
E) 2V15 cm
ABCD es un cuadrilatero, con angulos

interiores rectos en B y D. Las diagonales
AC y BD, son perpendiculares y se intersectan
en F, de modo que F es el punto medio de BD.
Si E es el punto medio de AC, DE = 5 cm y
FE = 3 cm, ¢cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

)] El perimetro del ABED es
18 cm.

) El area del cuadrilatero ABCD
es 40 cm?.

1)) El perimetro del cuadrilatero

ABCD es 12V5 cm.

D

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll

D) Solollyll \F© = ©
E) Iyl

32.

33.

En la figura, «CDE = <CABy CD : DB =3:1,

entonces AE =
C

A) 4 cm \
B) 6cm S E ®

NZ o
C) 8cm N
D) 9cm \
E) 11 cm A B

ABCD es un rectangulo, DF L AC, FE L AB
y los puntos F y E estan en AC y AB
respectivamente. Si AD = 15 cm y DC = 20 cm,
entonces AE =

D 20 C
15
F

A E B
A) 7,2 cm
B) 6,8 cm
C) 6,5cm
D) 6,2 cm
E) 6,0 cm
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34. En la figura, se tiene una piramide de base 36. En la figura, AFCD es un rectangulo,

rectangular, que se ha cortado por un plano F pertenece a AB y <DEC y <ACB son rectos.
paralelo a la base, determinandose el ¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
cuadrilatero PQRS: es (son) verdadera(s)?

o) D C

P
ﬁ A F B

A
“ ) AE-AC=AD-CF
® ) AE-BC=AD-BF

;, Cual I iguient fi i
¢Cudl(es) de las siguientes afirmaciones n AE - FA= CE - AD

es (son) verdadera(s)?
) Perimetro PQRS _ OP

Perimetro ABCD ~ OA A)  Solol
)  AreaPQRS _ PR PQ B)  Sololl
AreaABCD ~ DB AB C) Sololyll
m Perimetro OPR _ Perimetro PQRS D) Solo l'y Il
) Perimetro OAC ~ Perimetro ABCD E) Al
A) Solo |
B) Solo Il 37. Enla figura adjunta, se muestra un triangulo
C) Solo Iy I y un rectangulo:
D) Solo 'y llI
E) LAy triangulo rectangulo
b/, 2b
35. Enlafigura, CD es paraleloa AB, conDy E .
JR— _ o
puntos de AE y EB respectivamente. P q
SiDC :AB =2 : 3y el area del ADCE es 40 cm?,
;cudl es el area del trapecio ABCD? ¢Cual es el area del rectangulo?
E A)  4pq
B 20 cm?
) em y c C) 2p\Pa
C) 50 cm?
D) 60 cm? D) 4p\pPq
E)  90cm? A B E)  pVp(p+q)
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38. Segun la informacion dada en la figura h =

b h
A) a ; b
B) aa+bb
C) a ; b
D) azibb
I

RESPUESTAS CAPITULO 11

1.D 2.C 3.B 4.C 5.E 6.C 7.B 8.C 9.D 10.D
11.B 12. E 13. A 14.D 15. E 16. E 17.E 18. E 19.C 20.B
21.B 22.B 23.A 24.D 25.D 26.C 27.B 28.D 29.D 30.D
31.E 32.C 33.A 34.E 35.C 36.C 37.D 38.B
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VECTORES

Capitulo

12

En la descripciéon del movimiento parabdlico,
Galileo se dio cuenta que se componia de

un movimiento vertical y uno horizontal, para
combinar estos dos movimientos se tenia que
crear un nuevo campo tedrico; esto abrio las
puertas a nuevos entes llamados vectores,
los cuales son fundamentales en la modelacién
de fenémenos fisicos.

CONCEPTOS CLAVES
> Vector de posicion > Igualdad entre vectores
» Ponderacion de un vector » Operatoria con vectores
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/| ELEMENTOS BASICOS

. Vector geométrico

Un vector geométrico se distingue por tener un punto inicial (u origen), un punto final,
una direccion, un sentido y una magnitud.

o3}

La magnitud o “largo” del vector también se denomina longitud o norma.

. Vectores equipolentes

Son aquellos que tienen igual direccién, sentido y magnitud.

o
7

. Vector de posicion
Supongamos que tenemos un punto P en el plano cartesiano bidimensional,
el vector cuyo punto inicial es el origen del sistema cartesiano y el punto
final es el punto P, se llama vector de posicién del punto P y generalmente se designa
utilizando la letra minuscula que designa al punto:

y‘
\
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—

\4

Como hay una correspondencia biunivoca entre los puntos y los vectores de posicion,
cuando hablemos de vectores en un sistema cartesiano, podemos referirnos ya sea a la
flecha que va desde al origen al punto o bien a las coordenadas del punto al cual estamos
haciendo referencia.

En la figura, cuando hablamos del vector P, podemos referirnos a 6I5 en el sentido
geométrico o a las coordenadas del punto P, es decir p = (a,b).

Vector libre

Un vector libre es aquél cuyo punto inicial no coincide con el origen del sistema cartesiano.
Como veremos mas adelante, todo vector se puede asociar a un vector equipolente con
€él, cuyo punto inicial sea el origen del sistema cartesiano.

VA
//B . NS
A El vector libre AB es
B equipolente al vector U
0 X

IGUALDAD Y OPERATORIA ENTRE VECTORES

Igualdad de vectores
Dos vectores son iguales cuando sus respectivas coordenadas son iguales:

[ EnR2 (a,b)=(cd) < a=cyb=d ]

Adiciéon de vectores
Para sumar dos vectores se aplica la ley del triangulo o la ley del paralelogramo, de
acuerdo a la posicion en que se encuentran los vectores.

Si los vectores tienen el punto de partida en comun, ocupamos la ley del paralelogramo:
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Si el punto de llegada de uno de los vectores coincide con el punto de inicio del otro,
ocupamos la ley del triangulo:

oy

a

oy

Si se trata de sumar vectores dados en coordenadas, la suma se obtiene sumando las
coordenadas respectivas:

yA
,b+d
b+d (a+c +d) EnRZ
ol @ =% | [(am+mny4a+mb+d)]
gl 7 (c.) Z
b | i
0 a c a+c ;

Sustraccion de vectores

El inverso aditivo u opuesto de un vector es aquél que tiene misma direccién, misma
longitud, pero distinto sentido.

El opuesto de a es el vector -a:

Ly

Ahora, para restar dos vectores, al primero se le suma el opuesto del segundo

—_

[5—b=a+ea]

Geométricamente, la resta de vectores se visualiza de la siguiente forma:
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Cuando los vectores estan dados por sus coordenadas, la resta se obtiene restando las
coordenadas respectivas:

[L EnR?% (a,b)-(cd)=(a-c,b-d) J

Es importante considerar que si tenemos dos puntos en R2 podemos determinar
un vector libre AB, restando el vector de posicion de B con el vector de posicién de A
(punto final menos el punto inicial):

y A B
A
_ Observa en la figura que
as <
b AB =b-a
0] X

[En R?  SiA(a,, a,) yB(b,, b,) « E=(b1—a1,b2—a2) ]

Ponderacién de un vector

La ponderacion es una operacion entre un escalar (lo que asumiremos en este caso que es
un numero real) y un vector.

Si tenemos un vector a y lo ponderamos por el escalar A, obtenemos el vector Aa, el cual
tiene la misma direccion que a, pero su sentido y el médulo pueden variar dependiendo de
la magnitud y signo del escalar (siempre que A # 0)

Geométricamente, tenemos las siguientes situaciones:

Sl A > 1, el vector conserva el sentido y aumenta su modulo:
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S| A < -1, el vector, cambia el sentido y aumenta su médulo:

Sl -1 <X <0, el vector conserva la direccion, cambia el sentido y disminuye su modulo:

En el caso que los vectores estén dados por sus coordenadas, entonces multiplicamos el
ponderador, con cada una de sus coordenadas:

[ En R% A (a,b) = (ra, Ab) ]

¥/ LONGITUD O NORMA DE UN VECTOR

La longitud o norma de un vector es la distancia que hay entre el punto de partida y el punto de
llegada y se designa con el simbolo ||a|| o bien [a].
Si los vectores estan dados en términos de sus coordenadas, tenemos que

EnR% Sia =(p,q) < |[|a]|=p?+ g? ]

Se puede comprobar si utilizamos el teorema de Pitagoras.
En R?, en el AOPA, utilizando el teorema de Pitagoras, tenemos que OA2= OP? + PA?, entonces

OA=+p? + @2

yA
A|(pq)
3 g? [ |OA| = [I&]] = Vp? + 2 ]
0 0 P X

El médulo tiene las siguientes propiedades:

1. llall e R 'y ||§||E 0
2. I3 + Bl <13l + llbll (desigualdad triangular)
3. lIAall =1l llall (A eR)
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¥/ DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Para calcular la distancia entre dos puntos, tenemos la siguiente expresion:

[ En R?, SiA(x,, y,) Y B(x, Y,), entonces AB = VX, = X, 2+ (Y, = y,)2 ]
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EJERCICIOS DE PRACTICA

Dados los vectores u y v de la figura, ¢cual
de las alternativas representa mejor a su

suma?

A)

B)

C)

D)

E)

entonc

A)
B)
C)
D)
E)

=1
<i

\
/
/
\

/

En la figura, ABCD es un paralelogramo,

es AC + DB=

AD
2AD

AB

2AB 4

En la figura, si todos los cuadrados son
congruentes, ¢cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

A)
B)
C)
D)
E)

U V)
A .
— a -
3 >
b
)  U+V =-2b
1)) c+2a=u
1)) V_u=2¢
Solo |
Solo
Solo 1yl
Solo Il y Il
Al

¢,Cual de los siguientes vectores tiene una
longitud distinta a los demas?

A)
B)
C)
D)
E)

(1-v2 1 ++2)
(1, 5)
(-2,2)
(V3,-3)
(—V2,3)

Sea el vector V = (u + 1,u + 4), se puede
determinar este vector, sabiendo que:

A)
B)
C)
D)
E)

(1) Su longitud es 15 unidades.
(2)  (u+1)(u+4)>0

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)

Se requiere informacién adicional 207
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6. Dados los vectores a, b y w, ;qué vector hay 9. Sean los vectores U = (3,-1), v = (2,1) y

que sumarle a a — b para que resulte el w= (-1,2), scudl(es) de las siguientes
vector w? afirmaciones es (son) verdadera(s)?
)  Uu-v=-w
) u+v=2v -w
1)) lu+2w|=|v - w|
. A)  Solol
X B)  Sololl
A) (1,5) C) Sololyll
B) (2,5) D) Solo 1y llI
C) (1,6) E) [, 1y 1l
D)  (2,6)
E) (4,-4)

10. Se puede determinar que ABCD es un
paralelogramo, sabiendo que:
7. Seanlos vectores P y g , tales que
p+q=(2,-5)yp -29 =(-4,1), jcual de I T
las siguientes afirmaciones es FALSA? (1) AB +BC =AD +DC

(2) AD +DB =BC - BD

A) 6_q=(_2’_1) D C
B) 6 + 26 = (4’ _7)
C) 25 - a = (_27 _4)

D) p-3q=(6-5)
E) 35_46 = (_8’ _1)

"1 - = A 1) por si sola
8. sSiu=(6-3)yu -V esta en el tercer ) (Mporsi

cuadrante, jcual de los siguientes vectores B) (2) por si sola
podria corresponder a v ? C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional
A) (2,5)
B) (-2,-4)
C) (7,2)
D) (10,-7)
E) (12,-4)
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11. Sea el vector @ = (p —1,p), ¢cual(es) de las

siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

)] Existen exactamente dos
valores de p para los cuales la
longitud de @ es 5 unidades.

I Si0<p<1,entonces a estaen
el segundo cuadrante.

1)) Si a esta en uno de los ejes
coordenados su longitud es
una unidad.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1yl
D) Solo Iy Il
E) [, 1y 1l

RESPUESTAS CAPITULO 12

2.D

3.C 4. E 5.E

6.D

7.D

8.C

9.E 10. B
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GEOMETRIA ANALITICA

Capitulo

13

Los origenes de la Geometria Analitica
se atribuyen a René Descartes
(1596-1650) lo que se puede hallar

en el apéndice La Géométrie de su obra
"Discurso del Método", aunque se sabe
que el matematico Pierre de Fermat
utilizaba este método antes que esta

publicacion.
CONCEPTOS CLAVES
» Distancia entre dos puntos » Ecuacion principal de recta
> Ecuacién general de recta > Pendiente

> Sistema de ecuaciones
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V| ELEMENTOS BASICOS

. Sistema cartesiano
Todo punto en un sistema cartesiano queda determinado por un par ordenado, donde la
primera coordenada se llama abscisa y la segunda se llama ordenada:

y A
(X, Y) .
I «x»: abscisa
)ll «y»: ordenada
—— X — XV
. Distancia entre dos puntos

La distancia entre los puntos A(x,, y,) y B(x,, y,) esta dada por la formula:

[{ AB=\/(X2_X1)2+(y2_y1)2 ]

Esta férmula se puede demostrar si se utiliza el teorema de Pitagoras en el triangulo ACB,
rectangulo en C.

y A
B
Y2 En AABC: AB? = AC? + BC?
Y~y
y, A de ABZ? = (x, - X, + (y, = y,)% por lo tanto:
X, —X
o AB = (x, = X, + (¥, =y,
X1 X2 XV
. Punto medio de un segmento
SiA(x,,Y,)yB(x,,y,), entonces el punto medio M del segmento AB tiene como coordenadas
(e, 1Y
2 2
yA
Y, B

_y1;V2 M [{ M<X1+X2,y1+y2> ]
A 2 2

Y
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. Pendiente de una recta

SiA(x,,y,) Yy B(x,, Y,), entonces la pendiente m del segmento AB se define como
oYY

x , CON X, #X,

27 ™

X, — X,

Y, -V, ]
m=_,—o

La pendiente es un indicador de cuanto varia la variable “y” al variar “x”.
Tenemos las siguientes situaciones:

Si la pendiente es positiva, el segmento forma un angulo agudo con el eje «x».
Si la pendiente es negativa, el segmento forma un angulo obtuso con el eje «x».
Si la pendiente es cero, el segmento es paralelo al eje «x».

Si la pendiente no existe, el segmento es paralelo al eje «y».

Las situaciones anteriores se ilustran en los siguientes graficos:

A A A A
y B y B\ y y B
A/ A A B R
XV XV XV XV
m>0 m<0 m=0 Am
Ejemplo:

Supongamos que tenemos los puntos A(3,1) , B(4,3) y C(-2,-9) y queremos determinar si los tres
puntos estan sobre una misma recta (es decir son colineales).

Solucion:

Un método es calcular las pendientes de dos trazos, por ejemplo AB y BC, si estas resultan ser
iguales entonces los puntos son colineales.

Pendiente de ﬁ:% = 2, pendiente de BC: :g : 2 = _—_162 =2, luego como las pendientes son
iguales se deduce que los puntos son colineales.

Segundo método, calcularemos las distancias, AB, BC y AC, si resulta que la suma de las dos

menores nos da la mayor, entonces los puntos son colineales.

AB=\(4 - 3)° + (3-1)° =5, BC=y(-2 - 4)* + (-9—3)’ =180 =65 y

AC=\(-2 - 3+ (-9 — 1)* =125 =55 y como podemos comprobar facilmente que, AB+AC = BC,
entonces los tres puntos son colineales.
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/| ECUACION DE RECTA

Todos los puntos (x, y) que satisfacen una ecuacion de tipo ax + by + ¢ =0, con a, b y ¢ numeros reales,
se encuentran sobre una recta.
Para determinar una ecuacion de recta se necesitan dos puntos, o un punto y su pendiente.

. Ecuacion por dos puntos
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(x,, y,) y B(x,, y,) se puede determinar
a través de la férmula:

y_y1_ y2_y1
X=X, X, =X,

(con x, #X,)

. Ecuacion punto pendiente
Supongamos que tenemos el punto (x,, y,) y queremos determinar la ecuacion de la
recta que pasa por este punto y tiene pendiente “m”, para ello ocupamos la ecuacion:

[ y-y, =mx-x) ]

Esta ecuacién se denomina ecuacién punto — pendiente.

. Ecuacion general de la recta
Es una ecuacion en dos variables x e y, donde uno de sus miembros es igual a cero:

[ axsbyc=o |

. Ecuacion principal de la recta
Si en la ecuacion general despejamos la variable “y”, obtenemos una ecuacioén del tipo:

=

Esta ecuacion se llama ecuacion principal de la recta, donde “m” corresponde a la

[T}

pendiente de la recta o coeficiente de direccidn y “n” es el coeficiente de posicion e

indica donde la recta intersecta el eje “y”.

Por ejemplo, podemos tener las siguientes situaciones:

i y y y
i (0,n)
(O,n)/ X X X X
m>0 m<0 m>0 A m
n<o0 n>0 n=0 A n
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. Rectas paralelas a los ejes

Una recta paralela al eje x es de la forma y = k, donde k es una constante:

<V

Una recta paralela al eje y es de la forma x = k, donde k es una constante:

¥/ RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

. Rectas paralelas
Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente:

Seanlasrectas:L:y=mx+n yL:y=mx+n,:

{LLM/LZ siy solosim, =m, ]

. Rectas perpendiculares
Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de las pendientes es —1:

Seanlasrectas:L:y=mx+n yL;:y=mx+n,

L, ><L1
[( L, LL, siysolosim1-m2=—1]
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Observacion: los teoremas mencionados, tanto como el de las rectas paralelas como el de
las rectas perpendiculares, son validos cuando ambas pendientes estan definidas.

Por ejemplo si una recta es paralela al eje “x” y otra es paralela al eje “y”, resultan ser
pendiculares pero el producto de sus pendientes no es —1, ya que la horizontal tiene

pendiente cero y la vertical tiene una pendiente no definida en los reales.

Ejemplo: determina una recta que pasa por el punto (—4, 5) y es perpendicular a la recta
de ecuacién 2x -3y +4 =0

Solucioén:
Sabemos que la recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 tiene como pendiente m = — %, en
. , . -2 2
este caso la recta de ecuacién 2x — 3y + 4 = 0, tendria pendiente m = 3 = 3 como las

rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es -1,

2
entonces 3 M= -1—->m,= —g - Luego, de la recta que buscamos sabemos que pasa

por el punto (-4, 5) y tiene pendiente —g , ocupando la ecuaciéon punto pendiente,

. 3 .
obtenemos la recta de ecuacion y — 5 = — = (x + 4), si la desarrollamos obtenemos la

2
ecuacioén general 3x +2y +2=0.

¥/ SISTEMA DE ECUACIONES

Este tema ya lo vimos en el cap 4, pero lo volveremos a estudiar para conectarlo con la ecuacién de la recta.
Cuando resolvemos un sistema de ecuaciones de dos ecuaciones lineal en dos incognitas, como el
siguiente:

ax+by=c
ax+by=c

Lo que estamos haciendo es encontrar el punto P donde se intersectan las rectas:

. . . + = . .
Habiamos visto que al resolver un sistema de la forma a'x l:;)y c .|, tenemos tres situaciones:
ax+by=c
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. Sistema compatible determinado

Esto ocurre cuando las pendientes de las rectas son distintas, por lo tanto se intersectan

" 6y 9

en un solo punto, luego la solucion del sistema es un solo valor tanto para “x” como para “y”.

En la ecuacion ax+by=c, tenemos que su pendiente m, =— =~ , mientras que en la recta

oo

|

ax+b'y=c’, su pendiente es m, = — -, como las pendientes son distintas, tenemos que

T

a a . a b
— - | t t =
; » O equivalentemente ; p

. . . b .
De lo anterior deducimos que si 8 + 2 entonces las rectas son secantes y el sistema

a b’

tendria una uUnica solucion.

a_b

Si—=# E entonces las rectas son

secantes y la solucion del sistema es
Unica.

. Sistema compatible indeterminado

Esto ocurre cuando las rectas tienen igual pendiente e igual coeficiente de posicion, en

[T L] %y 9

este caso hay infinitas soluciones tanto para “x” como para “y”.

Esto ocurre cuando todos los coeficientes son proporcionales i:%:ﬁ' y las rectas son
, a c
paralelas concidentes.
L , a .
Tenemos que en la recta de ecuacion ax+by=c, su pendiente es m, = — b y su coeficiente
. (e C . H4 ) ) Lt H
de posicién es n, = b mientras que en la recta de ecuacion a’x+b’y=c’, su pendiente
a' c . . .
esm,=—--yn,= b si ambas ecuaciones corresponden a una misma recta, entonces
_ a__ a b a_»b _ c_c bien 2 = €
m,=m, <> _5__b'o ien PN y n=n,< b b o bien 15 =
. . C L
De lo anterior se deduce que si 3, = bg = o las rectas son paralelas coincidentes y el
a

sistema tendria infinitas soluciones.
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*// I
0 S —_—= I
X *// | —' - . O e tOI ces |aS

rectas son coincidentes, y el sistema
tendria infinitas soluciones.

Xy

Sistema incompatible
En este caso las rectas tienen igual pendiente y distinto coeficiente de posicion, las rectas
no se intersectan, luego el sistema no tiene soluciones.

Segun lo visto, que tuviesen igual pendiente, era equivalente a s = g y si tenian distinto

- L, . b C .
coeficiente de posicion, era equivalente a o # o entonces si se cumple que
a_b ¢ , .
== o * o las rectas serian paralelas no coincidentes.
a
Graficamente la situacion es la siguiente:
A
y \(/0 p -
.a C
*"\0 . Si— = — # — , entonces las rectas
? PRV a b c
oY -
o+ son paralelas no coincidentes, entonces
2 el sistema no tiene solucion.
X
Ejemplo:

pado el sistema de ecuaciones ox -k i 2 , determina el valor de k para que el sistema
no tenga soluciones. 2x+3y=4

Solucién:
o . . , 3_ k 2 ,

Si el sistema no tiene soluciones debe ocurrir que -3 # x tenemos que efectivamente

3.2

5 # 7 por lo tanto trabajamos solo con la primera proporcion: g =— 3

y despejando, obtenemos que k = —

N |©

5, multiplicando cruzado
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.

En la figura las rectas L y L’ son perpendiculares.
Si L' pasa por el punto (3, 1), ¢.cual es la interseccidn de esta recta con el eje y?

_3% -

-2

Solucion:

2
Utilizando el triangulo sombreado de la figura, podemos deducir que la pendiente de L es — 3
y2 B y1

también se puede obtener el mismo resultado si ocupamos la expresion m = X %

) — %

Como las rectas son perpendiculares, el producto de las pendientes es -1, entonces

—% ‘m—m= % luego L’ pasa por el punto (3, 1) y tiene pendiente % para poder obtener su

ecuacion puedes ocupar la ecuacion punto pendiente y —y, = m(x - x,), o bien podemos utilizar
lo siguiente:

Supongamos que la ecuacion principal de L' es y = mx + n, pero m = 7, luego la ecuacioén es de la

formay = g X + n, pero la recta pasa por el punto (3, 1), luego x = 3, y = 1, es una solucion de

iy 3 7 .
esta ecuacion, reemplazando obtenemos 1 = 5" 3+n—>n=- > luego la recta L’ intersecta al

eje y en el punto <0, —%)
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Sea ABCD un cuadrilatero cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados.
Si las coordenadas de tres de sus vértices son A(a, —a), B(a, -b), C(b, -b), conab<0ya<b,
¢cual(es) de las siguientes afirmaciones con respecto a este cuadrilatero es (son) verdadera(s)?

) Es un cuadrado.

) Su area es (a + b)? unidades cuadradas.

-a—-b
1)) Su centro es el punto <a * b’ a >
2 2
Solucién:
Comoab<0ya<b,sededucequea<0yb>0,luego-a>0y-b<0,porlotanto los

vértices se ubican tal como se ilustra en la siguiente figura:

y A
A -a D
a b ;
B -b C

Observa que los lados del cuadrilatero miden b — a, lo cual se puede visualizar por simple
inspeccion o bien por la férmula de distancia entre dos puntos.

Como todos los lados son congruentes y los angulos interiores son rectos (por ser los lados
paralelos a los ejes), se tiene que el cuadrilatero es un cuadrado, por lo tanto | es correcta.
Como cada lado mide b — a unidades, el area del cuadrado es (b — a)?, luego |l es falsa.
Ahora, por ser un cuadrado, el centro de la figura se ubica en el punto medio de una diagonal,

entonces si ocbupamos la formula del punto medio para el trazo A(a, — a) y C(b, — b), obtenemos
a+tb -a-
( 2 2

>, luego Il es verdadera. Conclusién, solo | y Il son verdaderas.

Dado el sistema de ecuaciones PX ; 3y =56 , ¢, paraqué valor de p el sistema no tiene soluciones?
X + y = —

Solucion: ‘b
. . X = . .
Recordemos que para que un sistema del tipo a, +b'y C, no tenga soluciones, debe ocurrir que
a'x +b'y=c

a_b_c - pP_3.,6 3,6
2 b # o en este caso, entonces debe ocurrir que 1773 # — observa que 5 # 5 por lo
b _

tanto solo trabajamos con la proporcion 1= _2—3 de donde se obtiene que p = —

N | w
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4. Sealarectal de ecuacion mx + ny =0. Simn # 0, ¢ cual(es) de las siguientes afirmaciones es (son)
siempre verdadera(s)?

) Larectamx+ny+ p =0, se puede obtener a partir de L por medio de una traslacion.
1)} SiL se traslada enla direccion (0, n), se obtiene larecta de ecuacion mx+ ny —n=0.
1)) Si L se rota en torno al origen en 90° se obtiene la recta nx — my = 0.

Solucién:

En |, al trasladar una recta se obtiene una recta paralela a ella, por lo tanto basta con comprobar
que las rectas son paralelas.

Recordemos que la pendiente mde larectaax+by+c=0esm=- %, entonces en el caso de la
recta de ecuacion mx + ny = 0, la pendiente es — % y en la recta de ecuacion mx + ny + p = 0,
obtenemoslamismapendiente;comolas pendientes soniguales, entonceslasrectas son paralelas,
luego | es verdadera.

Para Il, la recta dada tiene como ecuacién mx + ny = 0, esta es una recta que pasa por el origen,
si se traslada en la direccién (0,n) se obtiene una recta paralela a ella y con coeficiente de

posicion “n”:

<V

La pendiente de mx + ny = 0, sabemos que es — % y su coeficiente de posicion es “n”, utilizando
la ecuacion principal de la recta y = mx + n, obtenemos que la ecuacion de rectaesy = — %x +n.
Desarrollandola, obtenemos mx + ny — n? = 0, luego Il es falsa.

Para Ill, como L es una recta que pasa por el origen, al girarla en 90° con respecto al origen se
obtiene una recta que también pasa por el origen y es perpendicular a la primera.

Como nx —my =0 es una recta que pasa por el origen, basta con comprobar que es perpendicular
con L.

Por otro lado, la pendiente de mx + ny =0 es — % y la pendiente de nx —my =0 es %

m,

n :
como — iy = —1, entonces las rectas son perpendiculares, luego Ill es verdadera.

Respuesta, solo | y Ill son verdaderas.

220

Prohibida su reproduccion total o parcial.



EJERCICIOS DE PRACTICA

1.

Sean los puntos: A(-3, 2) y B(1, 4), s cual es
la pendiente de la recta que pasa por estos
puntos?
1
A) 5
B) 2
C) -2
1
D) ~
E) 0
¢ Cual es la pendiente de la recta de ecuacion
2x-3y-5=07?
2
A) 3
3
B) 5
3
C _9
) 2
2
D) 5
E) 2
¢Cual(es) de los siguientes puntos
pertenece(n) a la recta de ecuacion
3x-y-4=07?
) (=1.-7)
) (2, 2)
) (4, 8)
A) Solo |
B) Solo 1y I
C) Solo 1l y 1l
D) Solo 1y lll
E) [, Ly I

¢, Cual es la ecuacion de la recta de la figura?

yA
\1
2%
A) Xx-2y+1=0
B) x+2y-1=0
C) X-2y+2=0
D) 2x+y-2=0
E) Xx+2y-2=0
¢Cual de las siguientes ecuaciones

corresponde a una ecuacién de una recta
paralela alarecta de ecuaciéon 3x —2y —1=07?

A) 6x+4y-1=0
B) 2x-3y-2=0
C) 2x+3y-1=0
D) 6x—-4y-5=0
E) x-2y-3=0

Si el punto (k + 1, k — 3) pertenece a la recta
de ecuacion 3x — 2y + 4 = 0, entonces k =

A) 13
B) -1
c) 1
D) 3
E)y 7

221

Prohibida su reproduccion total o parcial.



7. La interseccion de las rectas de ecuaciones 10. Se puede determinar el valor de “k” sabiendo

y =3x—-2;4x -y =4 es el punto: que:

(1) La distancia entre los puntos
A) 4,2) (k+1,k) y (-1,5) es 5 unidades.
B) (2, 4) (2) El punto (k+1,k) esta en la
C) (1, 1) recta de ecuacion 5x—3y-9=0.
D) 0, -2) ]
E) (1, 5) A) (1) por si sola

B) (2) por si sola
C) Ambas juntas, (1) y (2)

D Cada una por si sola, (1) 6 (2
8. Con respecto a la recta de ecuacion: ) una por si (1)6(2)

3x— 2y — 6 = 0, se afirma que: E) Se requiere informacién adicional
)  Cortaal eje x en (0, 2). 11. ;Cual de los siguientes graficos representa
mejor al de la recta de ecuacion
1)) Corta al eje y en (-3, 0). x-y-3=07?
1)) Su pendiente es % . YA
A) 3
¢ Cual(es) de las afirmaciones anteriores R
es (son) verdadera(s)? 3 X
A) Solo | YA
B) Solo Il B)
C)  Sololll 3/
D)  Sololyll i X
E) Ninguna de ellas. VA
3
o
9. E punto medio del segmento AB, con A(-1, 5) .
y B(3, 7) pertenece a la recta de ecuacion: 1 X
A) 2x+y=0 y4
B) 2X — y= 0 D)
C) x-2y=0 3 -
D) 6x+y=0 -3
E) 3x-y+3=0
y
E
) 3
3 X
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12. ;En qué punto la recta AB de la figura

13.

14.

intercepta al eje y?

A)

B)

E)

¢, Cual es la ecuacion de la recta que tiene
pendiente —2 y pasa por el punto (2, 1)?

A)
B)
C)
D)
E)

¢, Cual es la ecuacion de la recta que pasa
por el punto (-2, 2) y es paralela a la recta
de ecuacién: 3x -y +1=07?

A)
B)
C)
D)
E)

(0,5)
A
03)
03) 1
a0 O X

59

2x+y+5=0
2x+y-5=0
2x+y+4=0
2x+y-4=0
2x+y+3=0

3x-y+8=0
3x-y-8=0
x+3y-4=0
x+3y+4=0
3x+y+4=0

15. El area del triangulo delimitado por la recta
de ecuacion x — 3y — 6 = 0 y los ejes
coordenados medida en unidades cuadradas

16.

17.

es:

12
18
20
30

¢, Cuanto debe valer "t" para que los puntos
P2, 1); Q(-2, 1) y R(0, t) sean los vértices
de un triangulo isésceles de base PQ?

A

o)

)
)
)

@)

D)
E)

2

4

-3

Para cualquier valor real.

Para cualquier valor real distinto de 1.

Se puede determinar la pendiente de la recta
L de la figura, sabiendo que:

nmoozz

L

(1) n=1,5m N\

(2) La recta L es perpendicular a
la recta de ecuacion
2x-3y+12=0.

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacion adicional
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18.

19.

20.

El punto A de la figura, pertenece a la recta
L. Si la abscisa de A es p, ¢cual es su
ordenada?

A p
P
B) 5
P
C) 4
P -
D)  5+2 4
P
E) 5 +4
Si las rectas de ecuaciones y = 5x — 1 ;
2x + ky - 3 = 0 son perpendiculares,
entonces k =
2
A _£
) 5
B) -10
1
C) 10
2
D) 5
E) 10
Los puntos A(2, 1) y B(2, 4) son los vértices
consecutivos de un cuadrado, ¢cual(es) de
los siguientes puntos podria(n) corresponder
a alguno de los otros vértices?
) 1,1
) (5, 1)
A) Solo |
B) Solo Il
C) Sololyll
D) Solo |y lll
E) Solo 11y 1l

Prohibida su reproduccion total o parcial.

21.

22.

Los lados del AABC de la figura son
paralelos a los ejes coordenados.
SielladoBC es paralelo alarectade ecuacién
2x + 3y = 5, ; cual de las siguientes
afirmaciones NO es verdadera con respecto a
este triangulo?

yA
2p +3}----- <
PR 8
5 3p ey X

A) Su area es 27 unidades cuadradas.
B) Uno de sus vértices es el (13,5).

C) Uno de sus lados mide V117 unidades.
D) Uno de sus catetos mide 2 de lo que

3
mide el otro cateto.

E) La altura desde A tiene pendiente % .

Con respecto a la recta de ecuacion
2x —y - 3 =0, se afirma que:

) Pasa por el punto (4,5).
) Intercepta a uno de los ejes
en (-3,0).
1)) Es perpendicular a la recta de
ecuaciéon x + 2y -6 = 0.

., Cual(es) de las afirmaciones anteriores
es (son) verdadera(s)?

A) Solo |

B) Solo |l

C) Solo Iy lll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl



23. Una posible ecuacién para la recta que pasa
por el origen del sistema cartesiano y es
paralela a L es:

L
y

A) mx +ny =0
B) mx—-ny =0
C) nx-my=0
D) nx+my=0
E) nx+my-mn=0

24. ;Cudl es la ordenada de un punto de
abscisa 2 que pertenece a la recta de la
figura?

A) -1 y
B) 1 3
C) 1,2 =
oy 25 =
E) 2,6
25. Dos rectas son perpendiculares y se

interceptan en el punto (-2, 3).

Si una de las rectas tiene como ecuacién
y = -x + 1, jcudl es la ecuacion de la otra
recta?

A) y=x+1
B) y=-x+1
C) y=-x+3
D) y=Xx+5
E) y =x+3

26. Si la distancia entre los puntos (2,3) y
(5,n-23)es 5, jcual(es) de los siguientes
valores puede tomar n?

) 2
1))
) 10
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo Iy 1l
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl
27. Dos vértices consecutivos de un cuadrado
son los puntos: (-1,3) y (2,5), s,cual es el area
de este cuadrado, en unidades cuadradas?
A) 3
B) 5
C) 13
D) 65
E) 73
28. Sea ABC un triangulo cuyos vértices son

A(2, 3), B(5, 3) y C(0, m).

Si el area de ABC es 6 unidades cuadradas,
jcual de los siguientes valores podria
corresponder a m?

) 4
1)) -1
1) 7
A) Solo |
B) Solo Ill
C) Solo 1yl
D) Solo Iy 1l
E) L1yl
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29. Sean los puntos A(3,1), B(5,7) y C(x,y), se

30.

31.

puede determinar que A, B y C estan sobre
una misma linea recta, sabiendo que:

(1)  Lapendiente de BC es 3.
(2) AB+BC=AC

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

En la figura se muestra la grafica de la recta
de ecuacion px+qy =2, 4 cual de las siguientes
afirmaciones es siempre verdadera?

A)  P=2q y

B) q=2p

C) g+2p=0 2

D) p+q=3 >
4 X

E) q-p=2

Sea L la recta que pasa por los puntos A(p,q)
y B(q,p), con p # q ¢,cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) La recta L tiene pendiente -1.
1)} Una posible ecuacion para L
esx+y=p+q.
1)) L forma con los ejes
coordenados un triangulo

isosceles.
A) Solo |
B) Solo |l
C) Solo Iy I
D) [, [y I
E) Ninguna de ellas.

Prohibida su reproduccion total o parcial.

32. Sea el cuadrilatero ABCD cuyos vértices

33.

son A(a,0), B(0,b), C(-b,0) y D(0,-a) con a
y b reales positivos.

¢Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) Si a # b, entonces el cuadrilatero
es un trapecio isosceles.
1)} Si a =b, entonces el cuadrilatero
es un cuadrado.
) El doble del area del

cuadrilatero es (a + b)2.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Solo Iy I
D) Solo 11y 1l
E) L1yl

¢ Cual de los siguientes graficos representa

2x-y=3 5
X+2y=-1]|

mejor al sistema:

A)

<

yA

xV

y
c) >
y
D) é
y
E) /
X



34.

35.

Los puntos (-4,0); (2,0) y (0,3) son los
vértices de un paralelogramo.

¢ Cual(es) de los siguientes puntos puede
ser el cuarto vértice?

) (6,3)
1)) (0,-3)
1) (-2,-3)
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 1y I
D) Solo |y lll
E) Solo Iy 1l

Se sabe que la recta L, intersecta al eje x
en el punto (a,0) y larecta L, intersecta al
eje y en el punto (0,b). Se puede determinar
que L, y L, se intersectan en el primer
cuadrante, sabiendo que:

(1) ab>0
(2) Las pendientesde L, y L,
son positivas.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

36. Los puntos A(-46) y B(4,12) son los

37.

extremos de un diametro de
circunferencia.
., Cual(es) de las siguientes afirmaciones

es (son) verdadera(s)?

una

) El centro de la circunferencia
esta en el eje de las ordenadas.
) El radio de la circunferencia
mide 5 unidades.
1)) El punto (-7,2) esta en la
circunferencia.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy I
E) [, 1yl

En la figura,
perpendiculares.
¢En qué punto la recta L, intersecta al eje y?

las rectas L, y L, son

AOD

B) 0, ?

C) (0,9)

D) (0,12)

B 0D
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38. Sean las rectas de ecuaciones 3x + 2y = 12;

x = p, s cudl(es) de las siguientes afirmaciones  40. La recta L de la figura, se gira en 180° en
es (son) verdadera(s)? sentido antihorario, con respecto al origen del

sistema cartesiano, entonces una ecuacion
posible de la recta resultante es:

) Sip >4, las rectas se intersectan Ay L
en el cuarto cuadrante.
) Si 0 <p <4, las rectas se >
cortan en el primer cuadrante. _
1) Sip <0, las rectas se cortan 4 X
en el segundo cuadrante. A) 3x— 4y +12=0

B) —3x+4y+12=0

A) Solol C)  —4x+3y+12=0
B)  Sololl D) 4x+3y+12=0
C) Sololyll E) 3x+4y+12=0
D) Solo Iy 1l

E) Lyl

41. ¢,Cual de los siguientes graficos podria
representar a la recta de ecuaciony = — ax + a?

39. La recta L de la figura, se gira en 90° en
sentido antihorario con respecto al punto
(0, 6), entonces una ecuacién posible de la 1)
recta resultante es:

L ﬂyL
Ay 1)) a
6
& g
4 : Ay
10
L
A)  2x+3y+18=0 i
B) 2x-3y+12=0 .
C) 2x-3y+18=0
D) 3x+2y-18=0 A)  Solol
E) 3x-2y+18=0 B) Solo Il
C) Solo Iyl
D) Solo 'y I
E) [, 1y 1l
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42. con respecto a las rectas cuyo grafico en el

43.

sistema cartesiano se muestra a continuacion,
;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

yA
4
1
21 2 ;
) Una de las rectas tiene
pendiente -2.
1)) Las rectas son perpendiculares.
1)) Se intersectan en el punto (1,2).

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1yl

D) Solo Iy 1l

E) IRYall

Con respecto a la recta de ecuacion

(@a+1)x+(@-1)y—(a*-1)=0,cona?# 1
se afirma que:

) Intersecta al eje x en el punto
(a-1,0).

) Intersecta al eje y en el punto
(0,a+1).

) Siael]-owo 1[UN, o la
pendiente es positiva.

A) Solo |

B) Solo I

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl

44.

45.

46.

Sean las rectas L, y L, de ecuaciones
L:px—-3y=6;L,:2x+5y=r

Los valores respectivos de p y r para que
las rectas se corten en el punto (1, —1) son:

A) 1y-1

B) -1y1

C) 3y-3

D) -3y-3

E) 3y1

¢Cual de los siguientes sistemas de

ecuaciones, esta representado por la grafica
que se muestra a continuacion?

Pi?

3X-y=9;4x-y=2
X-y=-9;4x-y=-2
3X-y=9;x-4y=-8
3X+y=9;4x-y=8
4x —y=13;4x -y =-2

ngozz

Dado el sistema de ecuaciones lineales

px +4y =12
3x+8y=q | los valores respectivos que

deben tomar p y q para que el sistema tenga
infinitas soluciones son respectivamente:

1

A) §y12

B) 1 24
3y
3

C) 2y24
2

D) 3y18

E) 1 18
2)’
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+ =
47. Sea el sistema de ecuaciones X ay_1 ,
ax+y=>b

48.

;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?
) Si a = 0, el sistema tiene una
unica solucién.
) Sia=
infinitas soluciones.

= -1, el sistema tiene

) Si a? # 1, el sistema tiene una

Unica solucion.

A) Solo |

B) Solo lll
C) Solo Iy I
D) Solo |y Il
E) L1yl

¢ Cual(es) de los siguientes graficos podria(n)
corresponder al de la recta de ecuacion
ax+y=c,siac>07?
Ay

1)

: X
Ay

)

10

xVy

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo |y I
D) Solo 1y Il
E) Solo 1l y 1l
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49. Sean las rectas L, y L, de ecuaciones,

50.

L;ax+y=2a;L,. x-y=1-a, ¢cual(es)delas
siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

)] Si a # -1, las rectas se
intersectan en el punto (1,a).

) Si a = 1, las rectas son
perpendiculares.

1] Si a = -1, las rectas son

paralelas no coincidentes.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy I
E) [, 1yl

Sean los puntos A(p,q) y B(s,t) dos puntos
en el plano cartesiano y m es la pendiente
de la recta que pasa por ambos. ¢ Cual(es) de

las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?
) Sip#syq=t,entonces m=0.
) Sip>syq<t, entoncesm<0.
1)} Si (t - g)(s — p) > 0, entonces
m > 0.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1y lll

D) Solo Iy 1l

E) [ 1y



RESPUESTAS CAPITULO 13

1.A 2.A 3.E 4.E 5.D 6. A 7.B 8.C 9.E 10. B
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MINIENSAYO N°3
EJE GEOMETRIA

Tiempo: 45 minutos

1. Siel punto (2,4) se traslada en la direccion 4. ABCD es un cuadrado, P y Q son puntos
(a,b) queda en el punto (3,3), entonces a+ b = sobre los lados BC y CD respectivamente,
tales que PB = QD. ¢ Cual de las siguientes

afirmaciones NO es siempre verdadera?

A) -3
B) -2 o °
C) 0 E
D) P
E) 3
A B
2. El punto (-b,a) se traslada en la direccion A) AQ = AP

(a, b) quedando en el punto (3,5), entonces

L B) QP =2EC
el punto inicial es el:

C) DP =BQ

D) <PQD = «QPB

E) AQ =AE
A) (4,1)
B) (1,4)
C) (-1.4) 5. Enlafigura, By C pertenecenrespectivamente
D) (-1,-4) a los lados AD y AE del triangulo ABC. Si
E) Falta informacién para determinarlo. AB 2

BD -3 ¢cual es la razon entre las areas de

los triangulos ABC y ADE?
3. Al punto (a,b) se le aplicé una traslacion

paralela al eje x en dos unidades a laizquierda A

y después se reflej6 en torno al eje y
quedando en el punto (5,-7), ¢cual era el
punto inicial? B 1% ¢
A) (-5,-5) D F E
B 7,7
) (7.7) A) 2:3
¢ 7 B) 2:5
D)  (&.7) C) 4:5
E) (-3,-7) D) 4:9
232 E) 4:25
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Enlafigura, al triangulo ABC se le ha aplicado
una homotecia con centro en O, obteniéndose
el triangulo DEF. Si las intersecciones de las
rectas AC y DF con OE son los puntos G
y H respectivamente y OA: AD =2 : 3, 4 cual
de las siguientes afirmaciones es FALSA?

A) OG:0OH=2:5

B) La razén de homotecia es 2,5.

C) SiAB =4 cm, entonces DE = 10.

D) El area del AABC es un 16% del area
del ADEF.

E) Si «CAB = 20°, entonces
<FDE = 50°.

En la figura, se tienen dos cuadrados
homotéticos, con centro de la homotecia “O”.
L es una recta que pasa por O y por el vértice
Q de uno de los cuadrados e intercepta a
uno de los lados del mismo cuadrado en P.
Se puede determinar la razén (en cualquier
orden) entre las areas de los triangulos
sombreados, sabiendo:

(1) La razén en que P divide al
trazo OQ.

(2) La razoén entre los perimetros
de los cuadrados.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

8.

Larecta L de la figura, se gira en 90° en torno
al origen, ¢jcual es grafico de la linea
resultante?

L

<y

|
N
<y

<y

P

yA

\
|
N
XV

yA

D)2

yA

<V
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10.

¢, Cuanto debe valer k para que las rectas de
ecuaciones (k—1)x—2y=3 ; kx+3y=—1sean
perpendiculares?

A) 2
B) 5
C) g
D) g
E) 203

Larecta L de ecuacion (k+1)x+(k—1)y+12=0
pasa por el punto (5,-7), ¢,cual de las siguientes
afirmaciones es FALSA?

A) La pendiente de L es negativa.
B) k es un numero entero positivo.
C) La recta L intercepta al eje y en el

semieje negativo.
D) La recta L pasa por el punto (16,-20).
E) La recta L pasa por el primer cuadrante.
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11.

12.

En la figura el triangulo CAB es rectangulo
en A, AF es una altura de este triangulo y
FDBE es un cuadrilatero de angulos rectos.
Si F y D pertenecen a BC y AB
respectivamente, se puede determinar que
este cuadrilatero es un cuadrado, sabiendo
que:

(1) CF=FB
(2) AC=2EB

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

En la figura, H divide interiormente a AB en

larazén 4 : 5y AC mide 12 cm, s cual es el area
del ABC?

A) 185 cm®

B) 36v5 cm’
C) 54V5cm’
D) 72y5cm’

E) 1445 cm®



13. ABCD es un trapecio cuyas diagonales AC

y BD son perpendiculares y se intersectan
en el punto P. Si AB = 15 cm, CD = 5 cm,
PC =3 cm, entonces PB mide:

D C
P
A B

A) 9cm

B) 12 cm

C) 16 cm

D) 17 cm

E) 3v21 cm

14. Los vértices del triangulo ABC tienen
coordenadas A(-3,-1), B(-1,-1) y C(-1,4),
si a este triangulo se le aplica una homotecia
con centro en (2,1) y razén de homotecia -2,
;cual(es) de los siguientes puntos

corresponde(n) a los vértices del triangulo

homotético?
) (12,5)

) (8,5)
11)) (8,-5)

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1y I

D) Solo |y lll

E) [, 1yl

15. Enla figura, ABCD es un rectangulo y P es
un punto del lado CD, de modo que P divide

interiormente a DC en la razon 4 : 1. Si BC
mide 12 cm, entonces el perimetro del
rectangulo es:

D P c
JAY B

A) 42 cm

B) 84 cm

C) 54 cm

D)  24+10V3cm
E) 30 + 18V5 cm

16. Seael punto P(p+1, p—3), si este punto

pertenece a una circunferencia de centro
0O(-8,-9) y radio 15, entonces el o los posibles
valores de p es (son):

) -18

1)) 3

1)) 9
A) Solo |
B) Solo |l
C) Solo 1y I
D) Solo 1y Il
E) Ninguno de ellos.

17.

La ecuacion de la recta L de la figura es
3x—2y-6=0, entoncesa+b-c=

YA
A -5 :
B) -3 .
c) -1
D) X
E) 2 a
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18. Sean las rectas L, y L, de ecuaciones,

19.

20.

Liax+y=2a; L x-y=1-a,cual(es)de
las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

) Sia# -1, las rectas se
intersectan en el punto (1,a).
) Sia =1, las rectas son
perpendiculares.
1)) Sia=-1, las rectas son
paralelas no coincidentes.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo Iy Il
D) Solo 1l y Il
E) L1yl

Sea el sistema de ecuaciones

(@a+1)x+2ay=16 ]
(3a+ 1)x + 3(2a— 1)y = 40 | ¢paraque valor

LI ]

de "a” este sistema tiene infinitas soluciones?

A)
B)
C)
D)
E)

Z A WN =

o existe tal valor.

ABCD es un cuadrado, donde las coordenadas
de los vértices consecutivos A y B son
respectivamente A(p,—p) y B(4p,—p), con
p > 0. Se puede determinar los demas
vértices, en funcion de p, sabiendo que:

(1) Estan en el primer cuadrante.
(2) Una de las diagonales del
cuadrado tiene pendiente 1.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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21.

22.

23.

Sean los vectores a = (p,q) y b = (-2p,~2q)
con pq # 0, scual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) ayb tienen la misma direccion.
)  la+bl=1al
Ny a+3b=b-3a

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy lll
E) [, 1y 1l

Sean los vectores: @ = (4,-1), b = (2,5) y
¢ = (-1,3), ¢cuanto debe ser el ponderador
)\ para que se cumpla que b +AC =Ab —a?

A) -2

B) -1

C) 2

D) 4

E) No existe tal valor.

En la figura, E y D son puntos de los lados
BC y AB respectivamente. Si ED es la simetral
de BC, AC =60 cm y BC =80 cm, ¢ cudl es el
perimetro del cuadrilatero CHDE?

C
E
A H D B

A) 120 cm
B) 132 cm
C) 142 cm
D) 152 cm
E) 936 cm
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ESTADISTICA

Capitulo

14

Con la llegada de los grandes computadores,
ahora podemos procesar una enorme cantidad
de datos, lo que ha contribuido al avance en
areas muy diversas como la medicina, el
| deporte, robdtica, o la sociologia, la que nos

e (|0 ayuda a estudiar el comportamiento y el
” :UWE L7 consumo humano.

ol [l =

primera, la que se dedica a analizar los datos obtenidos, graficAndolos y calculando diversos
parametros, como la media, los percentiles, el rango, etc.

Por otra parte, la estadistica inferencial se preocupa de sacar conclusiones de una poblacion
a partir de una muestra de ella, por ejemplo la media poblacional a partir de la media de una
muestra, tema que veremos en el ultimo capitulo de este texto.

CONCEPTOS CLAVES

<
> Organizacién de datos > Medidas de dispersion
> Representacion de datos > Medidas de posicién

> Medidas de tendencia central
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/| ORGANIZACION DE DATOS

Si tenemos un conjunto de datos, existen diversas formas de organizarlos, aca veremos solo
los mas frecuentes.

. Diagrama de tallo y hojas

Este diagrama permite ordenar los datos de tal forma que los de mayor frecuencia se destaquen
sobre los demas, esto también se produce en un grafico de barras como veremos mas adelante.
En este diagrama se coloca en el tallo la o las cifras de mayor valor posicional y en las hojas las
cifras restantes.

Por ejemplo, las siguientes notas: 3,2 ;3,5;4,1;4,7;4,9,51;55;5,8;5,9;6,0;6,5;7,0 en
un diagrama de tallo y hojas quedarian de la siguiente forma:

Tallo | Hojas
3 125
4 (179
5 |1589
6 |05
7 10
. Tabla de frecuencias

En las tablas de frecuencias, al lado del dato aparece la frecuencia del dato, es decir la cantidad
de veces que se repite.

Ejemplo:
Dato Frecuencia
12 3
15 4
18 7
21 6

También podemos disponer de una tabla de frecuencias acumuladas, donde aparece la cantidad
de datos que son menores o iguales que él:

Dato Frecuencia acumulada
12
15
18 14
21 20
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Por ejemplo, que el dato 18 tenga una frecuencia acumulada de 14 indica que hay 14 datos que
son menores o iguales que él.

También podemos tener una tabla de frecuencias relativas, esta indica que parte es la frecuencia
del dato con respecto al total, esta se expresa en nimeros decimales.

Siguiendo con el mismo ejemplo, tenemos que el dato 12 se repite 3 veces de un total de 20, es

decir en términos de fracciones es % o bien 3:20 = 0,15 en decimal.

Dato Frecuencia Frecuencia relativa
12 3 0,15
15 4 0,2
18 7 0,35
21 6 0,3

Si la frecuencia relativa la expresamos en términos porcentuales, se denomina frecuencia
relativa porcentual:

Dato Frecuencia | Frecuencia relativa | Frecuencia relativa porcentual
12 3 0,15 15%
15 4 0,2 20%
18 7 0,35 35%
21 6 0,3 30%

También podemos tener tablas con frecuencias relativas acumuladas o frecuencias porcentuales
acumuladas:

Dato Frecuencia | Frecuencia relativa | Frecuencia relativa | Frecuencia relativa | Frecuencia acumulada
acumulada porcentual porcentual
12 3 0,15 0,15 15% 15%
15 4 0,2 0,35 20% 35%
18 7 0,35 0,70 35% 70%
21 6 0,3 1,0 30% 100%

240
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GRAFICOS

Existen diversos graficos para representar datos, entre ellos uno de los mas importantes es el
grafico de barras, en el cual las altura de las columnas que se presentan estan relacionadas
con las frecuencias de los datos.

Grafico de barras

En el eje horizontal se colocan los datos y en el vertical las frecuencias de los datos, tal como
se muestra en el siguiente ejemplo:

Frecuencia

10 11 12 Dato

También existen los graficos de barras dobles que nos permiten comparar dos variables:

N° DE ESTUDIANTES

PRACTICAN DEPORTES

Futbol Basquetbol Tenis Voleybol Ninguno

M Mujeres
L Hombres
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. Otros graficos
También tenemos otros tipos de graficos como los de linea, los circulares y los pictogramas.

140

120 |
[}
2 100 |
c
<
& 80
2 1
o
De linea: g 60
o
E 40 |
S
Z 20
0 + T T T T T T T T T T T 1
1981 1983 1985 1987 1989 1991 1993 1995 1997
Ano
Deas que hacen deporte bos universitanios
& diag Sdlns  TdI0F 0 dias
Circulares:
1 din
oy
4 Poblacién (millones)
50
Pictogramas: 40

NTIiLL 8

1900 1920 1940 1960 1980 2000 2010 Af0s

¥/ MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Las medidas de tendencia central son la media, la mediana y la moda .
. Media , media aritmética o promedio x

A) Si se tiene datos dados sin frecuencia, la media se calcula sumando los datos y dividiendo
esta suma por el total de datos.

X EX,t X X
Datos: X, X,, X;,....X, — X = n

n

n
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B) Si los datos vienen dados en una tabla de frecuencia, entonces la media se calcula
multiplicando cada dato con su respectiva frecuencia, se suman estos productos y se
divide por el total de datos.

Datos:
Dato Frecuencia
X, f _oxefEx o+ x
X=
X, f, - f+f +  +f
1 2 n
Xn fn
C) Si los datos vienen dados en una tabla de frecuencia relativas, entonces la media se

calcula multiplicando cada dato con su respectiva frecuencia relativa y se suman todos
estos productos.

Datos:
Dato Frecuencia relativa
% £ X + + ...+
" ] - X=X1-I'1 XZ-I'2 xn-rn
2 2
X r
n n

Nota: sien la tabla se indicaran las frecuencias relativas porcentuales, se efectia la misma
operacion anterior pero se dividiria por 100.

. Mediana

Si se ordenan los datos en sentido creciente o decreciente, la mediana es el dato que se ubica
al centro (en el caso de ser uno) o es la media de los dos datos centrales.

n+1_

Si el numero de datos es ny n es impar, la mediana es el dato de lugar
. . n
En el caso que n fuera par, la mediana es la media entre los datos de lugares 2 y > +1.

. Moda

La moda es el dato que tiene mayor frecuencia.

Si todos los datos tienen la misma frecuencia diremos que no hay moda (muestra amodal).
Un conjunto de datos puede tener mas de una moda.(muestra multimodal)
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Y MEDIDAS DE DISPERSION

Las medidas de dispersion nos indican cuan dispersos estan los datos, aca veremos el rango.

. Rango

Es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor.

Este estadigrafo puede ser cero en el caso en que todos los datos son iguales y es positivo en el
resto de los casos.

/' MEDIDAS DE POSICION O PERCENTILES

El percentil k, o P, es un valor tal que el k% de los datos es menor o igual que él.

Los percentiles mas importantes son los cuartiles, los quintiles y los deciles.

Los cuartiles dividen a los datos en 4 partes iguales, el primer cuartil corresponde al percentil 25,
el segundo cuartil corresponde al percentil 50, la que ya conocemos como mediana y el tercer
cuartil corresponde al percentil 75, se representan como Q,, Q, y Q, respectivamente.

Los cuartiles los ocuparemos para construir el diagrama de cajon y bigotes, el que veremos
mas adelante.

Los quintiles dividen los datos en cinco partes iguales, el primer quintil corresponde al percentil 20,
el segundo quintil al percentil 40, etc.

El primer decil corresponde al percentil 10, el segundo decil al percentil 20, el octavo decil al
percentil 80, etc.

Si tenemos n datos (no agrupados en intervalos), el percentil k corresponde al dato de lugar

Si este valor corresponde a un numero decimal, calculamos la media entre los dos datos mas
cercanos a él.

Ejemplo:
Arturo obtuvo las siguientes notas en la asignaturade Inglés: 3,4 ,5,5,5,6,6, 7.
Calcular el primer cuartil y el percentil 60.

Solucion:
El primer cuartil, corresponde al percentil 25, entonces calculamos % .(8+1)=2,25, porlo
que calculamos la media entre el segundo y el tercer dato, esto es 4,5.

El percentil 60 o tercer quintil, se calcula mediante % . (8 + 1) = 5,4, de modo que calculamos

la media entre el quinto y sexto dato, lo que nos da 5,5.
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. Diagrama de cajon y bigotes

El diagrama de cajon y bigotes, es una representacion visual de cuan dispersos estan los
datos entre los valores minimo, los cuartiles y el valor maximo.

Ejemplo:

Supongamos que las edades de los nietos de una familia son: 10, 12, 12, 14, 16, 16, 18, 20,
22, 23, 24, 26.

Tenemos que el dato minimo es 10, el primer cuartil es Q,=13, el segundo cuartil o mediana
es Q,=17, tercer cuartil 0 Q,=22,4 y el dato maximo igual a 26.

El diagrama de cajon y bigotes es un rectangulo donde en el extremo izquierdo se ubica Q,,
en el extremo derecho Q,, y la mediana es una linea que separa a este rectangulo.

Desde los extremos de este rectangulo o caja salen los bigotes que son segmentos que se
extienden hasta el valor minimo y al valor maximo por el otro:

Se llama valor intecuartilico a la diferencia entre Q, y Q,, en este caso es 22,5-13=9,5, lo que
indica que en un rango de 9,5 anos esta el 50% de los datos. Por otro si consideramos la
particion que produce la mediana, en este ejemplo el lado derecho es mayor que el lado izquierdo,
lo que indica que los datos estan mas dispersos entre la mediana y el tercer cuartil.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. En el siguiente grafico se muestra la distribucion de notas de un cierto curso en la Gltima prueba
de Fisica.

Frecuencia

]

4 5 6 7 Notas

¢, Cual de las siguientes afirmaciones NO se puede deducir de la informacion dada en el grafico?

A) La mediana es 5,5.

B) La moda es 6,0.

C) La media es inferior a la mediana.
D) El rango es 3.

E) El primer cuartil es 4.
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Solucion:

A)

B)
C)

D)

E)

Para calcular la mediana, en primer lugar que determinar cuantos datos son, para

ello sumamos las frecuencias: 6+8+9+5=28. Como es un numero par de datos, los
centrales son los de lugares 14 y 15, si sumamos las frecuencias del 4 y del 5 suman 14,
por lo tanto el dato de lugar 14 es 5 y el dato 15 es 6, si calculamos la media entre 5y 6 nos
5,5 por lo tanto la mediana es 5,5 y A es verdadera.

La moda es el dato con mayor frecuencia, en este caso es el 6, por lo tanto es correcta.
Para calcular la media tenemos que multiplicar cada dato con su frecuencia, sumar estos
productos y el resultado dividirlo con la suma de las frecuencias, entonces

) . ) . 1
X = 4:6+5-8+6-9+7-5 = i3 =~ 5,46, como la mediana era 5,5, se tiene que la

6+8+9+5 28
afirmacioén es verdadera.

El rango es la diferencia entre el dato mayor y el menor, en este caso 7— 4, por lo tanto es

verdadera. 1
El primer cuartil es el dato 1 - (28 + 1) =7,25, por lo tanto es la media entre los datos

de lugares 7 y 8, ambos datos son 5, por lo tanto su media es 5, luego E) es falsa.

2. Debido a los malos resultados en la tltima prueba de Biologia el profesor decide subir todas
las notas en dos décimas.

¢, Cual de los siguientes estadigrafos NO resulta alterado?

) Media.
1)} Rango.

Solucion:

1)

246

Por propiedad de la media, si a todos los datos se le suma una constante, la media
aumenta esa misma constante, por lo tanto la media también aumenta en dos décimas,
luego | es falsa.

El rango es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor, supongamos que el dato
mayor es X y el menor es Y, entonces el rango es X —Y; si X e Y aumentan en 0,2 el
rango seria (X - 0,2) — (Y- 0,2) = X -, luego el rango no resulta alterado.
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1.

Se tienen los siguientes datos: 20; 15; 13;
11; _, sila media de los cinco datos es

14,4 qué dato falta?

A)
B)
C)
D)
E)

Las edades de los seleccionados de un
colegio para un torneo de baby futbol son
las siguientes: 16, 16, 17, 18, 16, 17, 18, 17.

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones es

1

10
11
14
21

(son) verdadera(s)?

I) La media es menor a 17 anos.

II) La mediana es 16,5.
) El primer cuartil es 16.

Solo |
Solo Il
Solo 11l
Solo 'y lll
[, 1yl

En los siguientes graficos se muestran las
distribuciones de edades de dos cursos
de un colegio.

2 Medio A

N° de
alumnos

12 [
10
o

14 15 16 Edades
(afhos)

2 Medio B
N° de

alumnos

1]

14 15 16 Edades
(afhos)

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones NO
se puede deducir de la informacién dada?

A)

B)

C)

D)

E)

La media de las edades del 2° A es
superior a la del 2°B.

La mediana de las edades de ambos
cursos es la misma.

El tercer quintil del 2°A es superior al
correspondiente del 2°B.

En ambos cursos, los que tienen

16 anos son menos del 40 %.

En ambos cursos, menos del 65%
tiene a lo sumo 15 afios.
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4, El nimero de asistentes a una pelicula 5.

durante una semana distribuidos
segun el sexo, fueron los siguientes:

nimero de
clientes
A

80 90
70

92 58
80
2 ’ 70 K4 Hombres
? @ Mujeres
’

Lu Ma

M Ju Vi ga

Se puede afirmar que:

1)

1)

La media de los
asistentes de sexo
masculino fue de 83,8
diarios.

La media de los
asistentes de sexo
femenino fue de 76,2
diarios.

La media de asistentes

fue de 160 diarios.

Es (son) verdadera(s):

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo |y I
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl
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A)
B)
C)
D)
E)
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¢, Cual(es) de las siguientes
afirmaciones NO se puede deducir de
la informacion dada en los siguientes
graficos?

muestra P

Frecuencia

1 3 5 6 Dato

muestra Q

Frecuencia

muestra R

Frecuencia

Q y R no tienen la misma moda.

En Py R el primer cuartil es 3.

En Q la media es inferior a 3.

P y R tienen la misma mediana.

En R la media y la mediana coinciden.



En una reunion de apoderados se consulta 8, Se han elegido una cantidad de alumnos

a los padres por la cantidad de hijos que de un colegio para representarlos en una
tienen, obteniéndose lo siguiente: Olimpiada de Matematica

Segun la informacién dada en la siguiente
tabla, ¢ cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdaderas?

N° de hijos 0 1 2 3 4
N° de familias | 4 7 8 4 2

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

Edad (afios) | Frecuencia | Frecuencia relativa

15 4
16 5 0,2
)] La media de hijos por familia 17

es superior a 1,7. 18 9
[I)  Lamoda es 8.

) La mediana es 3. l)  La frecuencia relativa para
los 15 afios es 0,16.
A) Solo | ll)  Eltotal de alumnos es 25.
B) Solo ll 1)) La frecuencia acumulada
C) Solo Ty li para los 17 afios es 16.
D) Solo |y lll
E) [, 1yl A) Solo |
B) Solo I

Los puntajes obtenidos por Francisco en C) Sololyll
los primeros cuatro ensayos de PSU D) Solo Il y Il
Matematica durante el semestre fueron E) Ly il

550, 650, 720 y 740 puntos. Si el total de
ensayos que rindi6 son 5, se puede
determinar el puntaje del ensayo faltante, 9

. Los resultados de una prueba de Ciencias
sabiendo que:

en dos cursos de 4° medio fueron los siguientes:

(1) La media de los puntajes Curso | Numero de alumnos | Media del curso
fue 672 puntos. 4°A 20 5,0
(2) La mediana de los puntajes 4°B 30 6,0

fue 700 puntos.
Segun estos datos, ¢cual es la media de

A) (1) por si sola estos alumnos de cuarto medio en esta prueba?
B) (2) por si sola
C) Ambas juntas, (1) y (2) A) 52
D) Cada una por si sola, (1) 6 (2) B) 54
E) Se requiere informacién adicional C) 55
D) 5,6
E) 5,8
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10. Se puede determinar la media de las 11. En la siguiente tabla se muestran las

estaturas de los estudiantes de un curso, temperaturas maxima y minima en la
si se sabe: Antartica durante una semana:
(1) La media de las estaturas Dias | lunes | martes | miércoles | jueves | viernes
T.max | 2° 3° 2° 0° 3°
de cada sexo.
. _ T.min [ -2° -1° -1° -3° -3°
(2) El porcentaje de mujeres
del curso. ¢ Cudl(es) de las siguientes afirmaciones

es (son) verdadera?

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola ) La media de las temperaturas
C) Ambas juntas, (1) y (2) maximas tiene mas de

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2) 4 grados de diferencia con

E) Se requiere informacién adicional la media de las temperaturas

minimas.

) La mediana de las temperaturas
maximas tiene mas de
4 grados de diferencia con
la media de las temperaturas
minimas.

) Las temperaturas maximas
estan mas dispersas que las

temperaturas minimas.

A) Solo |

B) Solo

C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) Ly 1l
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12.

Se toma una muestra para el estudio de 13.
las edades de los alumnos de preescolar

de un colegio. La frecuencia y la frecuencia
acumulada de los datos se ilustra en la

siguiente tabla:

Edad | Frecuencia | Frecuencia acumulada
2 1
3 n
4 3n+5 3n+10

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) La frecuencia relativa para los

tres afos es 0,2. 14.
) La media es 3,76.
1)) El total de los datos de la
muestra es 25.
A) Solo |
B) Solo I
C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) [, 1y 1l
15.

Se tienen 5 numeros negativos, ¢cual(es)
de los siguientes estadigrafos también
son siempre negativos?

) El rango.
) La media.
1)) El primer cuartil.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Sololyll
D) Solo 11y 1l
E) L1yl

Se tienen tres datos P, Q y R con sus
respectivas frecuencias relativas p, qy r:

Dato Frecuencia relativa
P p
Q q
R r

Se puede determinar la mediana de estos
datos si se sabe que:

(1) p+qg>0,5
2) r=04

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

La media de las notas de 20 alumnos en la
ultima prueba de Matematica es 5,8 y una
de las pruebas por error se anoté un 44
y era un 6,4.

Después de hacer la correccion, la media:

A) aumentara en dos décimas.
B) disminuira en dos décimas
C) disminuira en una décima.
D) aumentara en una décima.
E) no variara.
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16.

17.

En la siguiente tabla, se muestra la frecuencia
relativa para las edades de los estudiantes
de primer afio de ingenieria en una universidad.

Edad Frecuencia relativa
18 0,3
19 0,6
20 0,1

¢ Cual de las siguientes afirmaciones NO
se puede deducir de la informacion dada?

A) La media es inferior a 19 afios.

B) La media es menor que la mediana.
C) El 70% tiene a lo menos 19 anos.
D) La media y la moda no coinciden.

Un dado es lanzado una cierta cantidad
de veces y los resultados obtenidos se
indican en la tabla de frecuencias siguiente:

ojla|ld|lWwIN]| -~ X
X INvV|jwlsr|lO|lO|

¢Cuanto debe valer x para que la media
de los datos sea 3,5?

o0 wm >
oM w N =

m

)
)
)
)
)
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18.

En una caja hay fichas numeradas con
los numeros del 1 al 4.

En el siguiente grafico circular se muestra
la distribucion segun el numero marcado.
¢,Cual de las siguientes afirmaciones es

FALSA con respecto a los numeros
marcados en las fichas?
4
90°
A) Lamodaes el 1.
B) La media es inferior a 3,0.
C) La frecuencia relativa para el 2
2

equivale a los 3 de la frecuencia
relativa para el 3.

D) La frecuencia relativa porcentual
para el 3 es un 25%.

E) Las frecuencias relativas del 3 y del 4
son distintas.



19. Se toman dos muestras para estudiar el 20.

numero de articulos fallados que produce
una maquina, para ello se toman dos
muestras A y B de tamaros distintos.
En la siguiente tabla se muestra el tamano
relativo de cada muestra y el % de articulos
fallados en cada muestra:

Muestra A Muestra B
Tamano 60 % 40 %
% articulos fallados 10 % 20 %

;Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) Mas del 50% de los articulos
son de la muestra A y no
tienen fallas.

) Mas del 80% no presentan
fallas.

1)) Hay mas articulos fallados
en la muestra B que en

Para el control de calidad en la vida util de
un cierto articulo, se toman dos muestras.
En las siguientes tablas se muestran

los afios de vida util del articulo con p < q <r:

Muestra A Muestra B
Afos de | Frecuencia | Afos de | Frecuencia
vida util vida util
p 2 p 3
q 5 q 4
r 3 r 3

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

1 La media de los afos de
la muestra A es mayor que la
media de la muestra B.

) La mediana de los afos
de ambas muestras es la misma.

) La moda de los afos de
ambas muestras es la misma.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1y 1l

la muestra A.
A) Solo |
B) Solo |l
C) Sololyll
D) Solo Il'y 1l
E) I, 1yl

RESPUESTAS CAPITULO 14

2.D 3.D 4. E 5.E 6. A

7.D

8.E

9.D 10.C

12.D 13.D 14. E 15.D

16. E

17.B

18. E

19. E 20.E
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) PROBABILIDADES
Capitulo

15

Los origenes de la probabilidad
se remontan desde el siglo XVI,
cuando Gombauld, propuso a
Pascal un problema de cémo
repartir las apuestas entre los
jugadores antes de que el juego
concluya.

Actualmente, las probabilidades
presentan multiples aplicaciones
en areas tan diversas como la
meteorologia, la biologia, la quimica,
la astronomia, la aviacion comercial,
la industria farmacéutica, la medicina,
la industria, la prediccion de atentados
terroristas, etc.

CONCEPTOS CLAVES

> Regla de Laplace > Probabilidad de interseccion de eventos
> Ley de los Grandes Numeros > Probabilidad Condicional

> Probabilidad de unién de eventos > Eventos independientes
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¥/ REGLA DE LAPLACE

La regla de Laplace, nos permite calcular la probabilidad de un evento como el cuociente
entre los casos favorables y los casos totales. La restriccion a esta regla es que los casos son

equiprobables, es decir todos los elementos del espacio muestral tienen la misma probabilidad.

casos favorables
P(A) = casos totales

Observacion: si se lanza una moneda dos veces y afirmamos que los elementos del espacio
muestral son cara-cara, sello-sello y cara-sello, por lo tanto la probabilidad de cara-sello es % es
un error debido a que los elementos del espacio muestral no son equiprobables. En este caso
debes considerar como espacio muestral {cara-cara, sello-sello, cara-sello, sello-cara}, por lo

tanto la probabilidad de cara-sello es ‘2—1 o un 50%.
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// LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

La ley de los Grandes Numeros sefala que si un experimento se repite muchisimas veces, la
frecuencia relativa de la ocurrencia del suceso se ird acercando a un valor constante, ese valor
constante es la probabilidad del suceso.

En la grafica se observan, como a medida que aumentamos el nimero de lanzamientos de una
moneda, la frecuencia relativa del numero de caras y el numero de sellos se acerca 0,5, lo que
corresponde a la probabilidad del evento.

034

10 20 30 40 50 pgmero de lanzamientos

Ejemplo:
Supongamos que lanzamos una pareja de dados y sumamos los puntajes de ambos dados,
obtenemos el siguiente espacio muestral:

O g WN -
NOo OO WN|=-
0o ~N OO WIN

12 3 456
112 3 4366 7
213 4(5B)6 7 8
3/14(B)6 7 8 9
456 7 8 910
5/6 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12

.. 4 1
Por la Ley de Laplace, tenemos que la probabilidad e 36~ g POr otra parte, por la Ley de Los
Grandes Numeros, si repetimos este experimento muchisimas veces, la frecuencia relativa se ira
acercando a este valor. Por ejemplo silanzamos 3.600 veces esta pareja de dados, tendremos que
aproximadamente 400 veces la suma sera 5, pero no podemos asegurar que exactamente

sea esa cantidad de veces.
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/| PROBABILIDAD DE UNION E INTERSECCION DE EVENTOS

Sean Ay B dos eventos, para calcular la probabilidad de A U B, esto es, que ocurra uno o el otro,
ocupamos la siguiente propiedad:

Donde A N B se refiere a que ocurran ambos eventos (interseccién de los eventos).

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

Ejemplo:
En una fabrica hay dos turnos, el diurno y el nocturno, la distribucion por sexo se muestra en la
siguiente tabla:

hombres mujeres
diurno 32 18
nocturno 22 8

Si se elige un empleado al azar, ¢,cual es la probabilidad de que trabaje en el turno nocturno o sea
de sexo femenino?

Solucion:

La probabilidad pedida corresponde a la union de eventos, por lo tanto tenemos que ocupar la
propiedad: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Tenemos que, en el turno nocturno, trabajan 22 + 8 = 30 personas y el total de empleados es
32+18+22+8=80, luego P(nocturno) = —0 . Por otro lado, la probabilidad de elegir a alguien del

26

sexo femeninoes 2=, ademasla probabllldad de que ocurran ambos eventos, es decir que sea del

turno nocturno y sea del sexo femenino es 8%

30 26 8 _48_3
Entonces, P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = 80780 8080 5
Observacion: al calcular la probabilidad de que trabaje en el turno nocturno dijimos que eran 30
personas de un total de 80, al calcular la probabilidad de que sea de sexo femenino es 26 de 80,
si sumamos ambas cantidades, obtenemos 56 de 80, pero estariamos considerando las personas

de sexofemenino quetrabajan enelturno nocturnoenambas cantidades, porestodebemosrestar8

de 80, por lo tanto P(AUB) = 28 zg 880
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La probabilidad de A N B se puede calcular multiplicando las probabilidades de Ay B, solo en
el caso en que los eventos sean independientes, esto es que la ocurrencia de uno no afecta la
ocurrencia del otro.

[ P(ANB)=P(A) - P(B) ] , solo si Ay B son independientes.

Por ejemplo si lanzamos un dado y una moneda, la probabilidad de que en el dado salgaun 4y en
la moneda salga un sello, se calcula multiplicando la probabilidad de a1mbos eventos, ya que la
ocurrencia de uno no afecta al otro, entonces, P(4y S) =P(4) - P(S) = 6 212

Silanzamos un dado y una moneda, la probabilidad de que en el dado salga un 4 o en la moneda
salga el sello, debemos calcularlo utilizando la propiedad: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

o=
(SN
—
N

En este caso P(4) = % P(S) = % y por lo visto anteriormente P(4 y S) = P(4) - P(S) =

1
6

N|—=

luego P(4 0 ) = P(4) + P(S) - P4y §) = & +
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/| TRIANGULO DE PASCAL

El triangulo de Pascal es una configuracion numérica, donde en cada fila se empieza y se termina
con un uno y los términos del medio se obtienen al sumar los dos términos cercanos que
estan en la fila superior.

- Primera fila, ponemos un uno.

- Segunda fila, ponemos dos unos. = 1\‘ ’/1
- Tercera fila, un uno al principio, otro al final y el nimero central —» 1\ ’/2\ ’/1
es la suma de los dos unos que estan en la fila superior. 1 °3 3 1

- Cuarta fila, un uno al principio, otro al final y los numeros del /1' 4 6 4 1

medio se obtienen sumando los numeros cercanos de la fila superior, etc.

Veamos ahora, como se aplica al calculo de probabilidades.
Supongamos que lanzamos 4 monedas, entonces nos dirigimos a la quinta fila, o bien nos
podemos guiar buscando aquella fila cuyo segundo numero es un 4:

1 4 6 4 1
Ponemos entonces ct C’s c*s? cst s

Observa que los exponentes de C van bajando mientras los de S van subiendo, pero si sumas
ambos siempre se obtiene 4.

Entonces 4C3S, hace alusién que hay cuatro casos en que hay tres caras y un sello, 6C?S?, nos
indicaque hay seis casosenquehaydoscarasydossellos,4CS3,indicaque hay cuatro casosque hay
una cara y tres sellos, etc. El total de casos se obtiene sumando todos los coeficientes:
1+4+6+4+1=16.

De lo anterior, tenemos entonces que si lanzamos 4 monedas la probabilidad de que salgan dos

caras y dos sellos, son 6 casos de un total de 16, es decir la probabilidad es % o bien g

Para calcular la probabilidad de obtener a lo mas dos caras, tendriamos 11 casos favorables:

1 4 ( 6 4 A j
ct s cis? cs s

Luego la probabilidad es %

El triangulo de Pascal lo podemos ocupar siempre que tengamos solo dos casos posibles, como

cara-sello, encendido-apagado, varén-hembra, verdadero-falso, etc. Ademas el método visto en
esta seccion, es valido cuando ambos eventos son equiprobables.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Enuna caja se tienen 9 bolitas de igual peso y tamano numeradas del 1 al 9, 4 cual es la probabilidad
de sacar una bolita par o divisor de 67
Los numeros pares presentes en estas bolitas son 2, 4, 6, 8, luego la probabilidad de sacar una
bolita par es % los numeros divisores de 6 son 1, 2, 3, 6, por lo tanto la probabilidad de elegir un
numero divisor de 6 es g

Como la probabilidad pedida es una unién de eventos, ocupamos P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB),

en este caso P(A) = g (B) = g y P(ANB) = % ya que hay dos elementos en comun.

Luego, P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = 5 +

(N
Ols

_6_
=5°

OIN
win

2. Se lanzan dos dados comunes y se suman los numeros obtenidos, ¢cual de las siguientes
afirmaciones NO es verdadera?

Solucioén:

A) La probabilidad de que la suma sea 4 es igual a la probabilidad de que la suma sea 10.
B) La probabilidad de que la suma sea a lo mas 5 es %

C) La suma mas probable es 7.

D) La probabilidad de que la suma sea par e impar es la misma.

E) La probabilidad de que la suma sea par o multiplo de 3 es g

Solucioén:

Para mayor orden y visualizacion ocuparemos en la resolucién de este ejercicio la siguiente tabla de
doble entrada:

A) En la figura se muestra que hay 3 casos en que lasuma es 4y 3 casos en que lasumaes 10,
por lo tanto A es verdadera:

@ e~ oo
R2@o ® N

OO\IO)G@Q)I\)
(000\1@01@0)

awm\lm(ﬂh
-
-

o b WN -
\lCDU'I@(A)I\)—\
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B) Enlafigura se muestran los 10 casos en que la suma es a lo mas 5, por lo tanto la

probabilidad es :132 o] % luego la afirmacién es verdadera.

123 45 6
1 6 7
2 6 7 8
3 6 7 89
4 6 7 8 910
506 7 8 9 10 11
67 8 9 10 11 12
C) En el diagrama se observa que la suma mas probable es 7, ya que es la suma que presenta
mas casos:
1
2
3
4
5
6
D) Haytantos casos, enquelasumaseaparacomolosquelasumaesimpar, luegolaafirmaciéon

es verdadera.

O

18 pares

6@@\1 o

18 impares

@e®~O|«

N@o®w |-
@~E@oa® wln
©@~NE o ®| w
BERORIGELIES

®

E) Ya vimos que hay 18 casos en que la suma es par, de que la suma sea multiplo de 3
son los casos 3, 6, 9y 12 y estos son 12 casos:

1
2
©),
4
5
®
7

OO~ WN -

Pero los casos en que se cumple que la suma es par y multiplo de 3, son aquellos en que la

suma es 6 o0 12, estos son 6, luego P(ANB) =

6

36’
18,12 6 242 enesfa
36 36 36 36 3 uego la afirmacion es railsa.

entonces P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) =
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3. Una libreria ha comprado una partida de lapices rojos y azules de las marcas Ay B.
Se sabe que el total de lapices es 90, de los cuales 40 son de la marca B y hay un total de 10 rojos
de los cuales 4 son de la marca B. ¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?
1) Si se elige un lapiz al azar, es mayor la probabilidad de obtener un lapiz
rojo en la marca A que en la marca B.
) Si se elige un lapiz al azar, la probabilidad de elegir uno azul de la marca B es
mayor al 50%.
)] Si se elige al azar un lapiz dentro de los azules, la probabilidad de que sea

deAesﬂ

20

Solucion:
La informacion dada en el enunciado se puede ordenar en un diagrama de arbol como se muestra a

44 azules
A<
6 —rojos

50

36 - azules
B <

40 4 —rojos

continuacion:

) La probabilidad de obtener rojo de la marca A es % = 0,12, mientras que en la marca

4
Bes 20" 0,1, luego la afirmacion es verdadera.

36
II) La probabilidad de elegir un lapiz azul de la marca B es 90 lo que es menor a
al 50%, por lo tanto Il es falsa.
[lI) Los lapices azules son 44 + 36 = 80, y de estos los que son de A son 44, luego la

probabilidad es % 0 bien % luego la afirmacién es verdadera.

Conclusién, | y Il son verdaderas.
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4. Se lanza una moneda 5 veces, ¢.cual de las siguientes afirmaciones NO es verdadera?

A) La probabilidad de sacar menos de 2 caras es %

B) La probabilidad de sacar mas de 2 caras es %

1
C) Laprobabilidad de sacar a lo mas 3 sellos es %
D) Esigual de probable sacar a lo mas 1 sello que a lo sumo 2 caras.

E) La probabilidad mas alta es cuando se obtienen 3 sellos o 3 caras.

Solucién:
Para resolver este ejercicio podriamos ocupar el triangulo de Pascal de la siguiente manera:

1 5 10 10 5 1

c® c*s %? c%s® cst s

A)  Tal como se indica en la figura, que salgan menos de 2 caras son 6 casos de un total de 32,

6 3
32" 16’ luego es verdadera.

1 5 10 10
c® c*s %s? c%s® cst s

1 1
B) Que salgan mas de 2 caras son 16 casos de 32 (ver fig.), luego la probabilidad es £ =5 la
afirmacion es verdadera.

1 5 10| 10 5 1
c® c*s c%? c%s® cst sd
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C) Que salgan a lo mas 3 sellos, son 26 casos de 32 (ver fig.), como % = % la afirmacion es

verdadera.

1 5 10 10| 5 1
c® c*s c%? c%s® st st

D) Sacar alo mas 1 sello son 6 casos y a lo sumo 2 caras son 16:

1 5/ 10 |10 5 1

c® c*s c%? c%s® cst s
Luego las probabilidades no son iguales, la afirmacion es falsa.

E) Las probabilidades mas altas son efectivamente para 3 sellos o 3 caras, ya que tienen 10
casos cada una, luego la afirmacion es verdadera.

1 5 |10 10| 5 1
c® c*s c%s? c%s® cst s

5. Setienentres cajas: A, By C. En A hay tres bolitas blancas y dos negras, en B hay 2 blancas y tres

negrasy en C hay 4 blancas y 2 negras. Si se saca una bolita de cada caja, ¢ cual es la probabilidad
de sacar 2 bolitas blancas y una negra?

Solucién:

En esta situacion los casos favorables son bbn, bnb, nbb, calcularemos cada una de estas
probabilidades y luego las sumamos.

Caso bbn, la probabilidad de blanca en A es 3 blanca en B es 2 y negra en C es 2 entonces

5’ 5 6’
322_2 . _334_6 _224_8
P(bbn)—5-5-6—25, analogamente obtenemos que P(bnb) = 55 6—25yP(nbb)—5 5675
do las t babilidad bt '£+£+£—2 I babilidad pedid
sumando las tres probabilidades, obtenemos: 5o + 5= + 5= = -, que es la probabilidad pedida.
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¥/ PROBABILIDAD CONDICIONAL

La probabilidad de que ocurra el evento A sabiendo que ocurrié el evento B, se anota P(A/B)
y se calcula mediante el siguiente cuociente:

P(ANB)

P(AB) =~ 5

(con P(B) #0)

De esta definicion, podemos deducir que P(ANB) = P(A/B) - P(B), expresion que nos permite
calcular la probabilidad de una interseccién cuando los eventos son dependientes, es decir la
ocurrencia de uno afecta la probabilidad de ocurrencia del otro.

Por ejemplo, si un vendedor vende agua mineral en los buses, la probabilidad de que venda mas
su producto aumentara en un dia soleado, por lo tanto ambos eventos son dependientes.

Ejemplo:

Se ha hecho una encuesta a los 132 estudiantes de cuarto medio, acerca si participaran en las
olimpiadas interescolares. El resultado obtenido muestra que 25 hombres participarany 27 mujeres
de las 72 no participaran.

Si ordenamos la informacién dada en una tabla de doble entrada, obtendremos lo siguiente:

Participa No participa Total
Hombres 25 35 60
Mujeres 45 27 72
Total 70 62 132

Podemos ahora calcular las siguientes probabilidades condicionales:

2
- La probabilidad de que participara dado que es hombre es £

27
- La probabilidad de que sea mujer dado que no participara 60"

- La probabilidad de que sea hombre dado que participara % etc.

Veamos ahora como calcular la probabilidad de una interseccién en el caso de eventos
dependientes.
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Ejemplo:

Supongamos que una maquina produce dos articulos Ay B, donde el 80% de la produccién es de
A, ademas se sabe que el 10% de los articulos de A resultan fallados y el 70% de los articulos
de B no tienen fallas.

La informacion anterior se puede ordenar en un diagrama de arbol, para una mejor comprension:
f

0,1
08 g™~ nt

03 —f
B <
02 o3

Observa que 0,1 es la probabilidad de que un articulo fallado sabiendo que es del tipo A, esto
corresponde ala probabilidad condicional, es decir P(f/A) =0,1. Ademas P(f/B)=0,3, P(nf/A)=0,9
y P(nf/B) = 0.7.

Si quisiéramos calcular la probabilidad de que un articulo sea fallado y sea del tipo A, esto

nf

corresponderiaalaprobabilidad de unainterseccion, entonces ocupamos que P(ANB)=P(A/B)-P(B),
en este caso P (fn A)=P(f/A) - P(A)=0,1-0,8 =0,08.

Analogamente la probabilidad de que el articulo sea fallado y del modelo B, seria
P(fnB)=P(f/B)-P(B)=0,3-0,2=0,06.

La probabilidad de hallar un articulo fallado seria entonces 0,06 + 0,08 = 0,14, es decir un 14%.
Puedes hacer el mismo calculo para la probabilidad de que un articulo no esté fallado y
evidentemente se deberia obtener (100 - 14)%.

. Eventos independientes

SiAvy B son eventos independientes implica que la ocurrencia de A no afecta la ocurrencia

de B, es decir P(A/B)=P(A), pero P(A/B) = % entonces siAy B son independientes,
se tiene que P(A/B) = % =P(A), si multiplicamos esta igualdad por P(B), obtenemos

P(ANB)=P(A) - P(B).

Tenemos entonces la siguiente propiedad, si Ay B son eventos independientes, entonces
P(ANB)=P(A) - P(B)

De lo anterior podemos justificar entonces que si lanzamos una moneda tres veces, la

probabilidad de que salga una cara y dos sellos (en ese orden) es r1a ya que el

resultado de cada lanzamiento es independiente de lo que ocurrié en el anterior.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Enun gimnasio se ha hecho un estudio y se ha determinado que la probabilidad de que un socio
sufra un desgarro muscular dado que no hizo precalentamiento previo es 0,8 y la probabilidad
de que un individuo no haga precalentamiento es de un 10%, ¢ cual es la probabilidad de que una

persona sufra un desgarro y no haya hecho precalentamiento?

Solucion:

Si definimos D como el evento de que el sujeto sufra un desgarro y NP como el evento de que no
haya hecho precalentamiento, entonces segun el enunciado, tenemos P(D/NP)=0,8 y P(NP) =0,1,
como P(ANB) = P(A/B) - P(B), tenemos que la probabilidad pedida es P(D/NP) - P(NP)=0,8 - 0,1=0,08,

es decir un 8%.

2. Paraun estudia acerca de la obesidad de una poblacion se ha consultado a una cierta cantidad de
personas si habitualmente practican deportes.
De los encuestados resulté que el 40% son hombres, de los cuales 30% practica deportes y de las
mujeres el 40% declard no practicarlo.
Si de los encuestados se elige una persona que declard que no practica deportes, ¢cual es la
probabilidad de que sea mujer?

Solucioén:

Para una mejor claridad ordenaremos la informacion dada en un esquema de arbol:
03 P 06 P

0,4 H 06M
0,7 np 014 np

Calculemos primero la probabilidad de elegir un encuestado que no practique deportes, como ya
vimos en el ejemplo anterior, la probabilidad de que no practique deportes y sea del sexo
masculino se determina con P(np/H) - P(H), esto es 0,7 - 0,4, de la misma forma, la probabilidad
de que sea mujer y no practique deportes es P(np/M) - P(M) es 0,4 - 0,6, por lo que la probabilidad
de que un sujeto de los encuestados no practique deportes es 0,7 - 0,4 + 0,4 - 0,6.

Por otro lado, la probabilidad pedida es la probabilidad condicional P(M/NP), por definicion de la

probabilidad condicional, tenemos que P(M/NP) = % pero P(MNNP) =0,4 - 0,6 , por otro

lado en el calculo anterior obtuvimos que P(NP)=0,7 - 0,4 + 0,4 - 0,6, por lo tanto la probabilidad

pedida es

0.7 c()),’:;%,i 06 0" %zg_g:%' 067
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. ,Cual de los siguientes eventos es mas 4. ¢ Cual es la probabilidad de que en la ruleta
probable al lanzar un dado? del ejercicio anterior salga el color blanco
ya sea en el primer o en el segundo

A) Que salga un numero impar. lanzamiento?

B) Que salga un multiplo de seis.

C) Que salga un numero divisor de seis. 1
D) Que salga un ndmero primo. A9
E) Que salga un nimero menor que cuatro. 5
B) 9
C) 3
2. Al lanzar un dado, la probabilidad que el 9
resultado sea par o primo es: 4
D) &
9
A 1
E) >
2 9
B) 3
C) % 5. Si se lanzan dos dados, ;cudl es la
3 probabilidad de que el primero sea un
D) 5 numero par y el segundo sea un multiplo
de tres?
5
E) 6 1
A) 3
3. Segun la ruleta de la figura, ¢cual es la
probabilidad de que no salga el color blanco B) 1
en dos lanzamientos seguidos? 4
1
1 ©) &
A) o
9 5
4 D) &
B) 9 3
o 5 ® 12
9
8
D) 9
4
E) 6
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Dos eventos son complementarios si su
interseccidon es vacia y la union es igual al
espacio muestral. Cual de las siguientes
pares de eventos son complementarios?

A) Al lanzar un dado, “que salga un
primo” y “que salga un numero
compuesto” .

B)  Elegir “un ausente” o “un presente” al
elegir un estudiante al azar de la
lista del curso.

C) Al lanzar dos monedas, “que salga
mas de una cara” o “mas de un sello”.

D) Elegir una prueba corregida al azar y
esta tenga una nota “mayor que 4” o
“menor que 4”.

E) Todos los anteriores.

La probabilidad de que un evento ocurraes p,
¢cual es la probabilidad de que no ocurra
en dos intentos seguidos?

A 1-p?

B) (1-p)y

C) 1+p?

D) p?

E) p?-1

Si se lanzan tres dados, scual es la

probabilidad que la suma sea menor que 187

A) 21—6
B) o
C) %
D) 1L
E) 1

10.

11.

En una caja se tienen diez bolitas numeradas
del 0 al 9. Si se extraen dos con reposicion,
¢cual es la probabilidad de que las bolitas
extraidas sean impares e iguales?

A) %
B)
C) %
D) &
E) 21—0

En una caja hay 7 bolitas numeradas del 1
al 7, si se saca una bolita al azar, 4 cual es
la probabilidad de que sea impar o mayor
que 47?

n 2
B) ‘7—1
C) g
D) S
E) 1

En un juego se tira un dado y una moneda y
gana aquel que obtiene una cara y un seis,
¢cual es la probabilidad de ganar en
este juego?

A) 11—2
B)
C) %
D) 3
E) %

269

Prohibida su reproduccion total o parcial.



12. En una témbola hay 15 bolitas negras y 15 14.
rojas, cada color numeradas del 1 al 15,
¢cual es la probabilidad de que al elegir una
bolita salga el numero 13 o salga de
color negro?
14
A) 30
15
B) 30
16
C) 30
17
D) 30
18
B) 30
15.

13.
de pri

La distribucién por sexo en los dos cursos

mero medio de un colegio, se muestra

en la siguiente tabla:

hombres mujeres
1°A 20 10
1°B 18 12

Si de estos alumnos(as) se elige un(a)
alumno(a)al azar, j,cual(es)de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

)

1)

270
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La probabilidad de que sea mujer

22
es 60"

La probabilidad de que sea del 1°A

1
es 2

La probabilidad de que sea un

estudiante varén del 1°B es %
Solo |
Solo Il
Solo 1yl
Solo Iy 1l
[, 1y 1l

n total o parcial.

Se lanzan 4 dados, ¢,cual es la probabilidad
de que tres marquen un numero par y
uno marque un numero impar?

A e
B) %
C) %
D) %
5 2

Se tienen dos cajas con bolitas negras y
blancas. La primera tiene 3 blancas y 4
negras y la segunda dos blancas y 6 negras.
Si se elige una bolita de cada caja (cada
caja tiene la misma probabilidad de ser
elegida), ¢,cual es la probabilidad de que por
lo menos una de las bolitas sea negra?

A) %

B) 2o
C) %
D) o
E) %



16.

17.

En una caja hay solo bolitas de colores
verdes, rojas y blancas todas del mismo
tipo. Se puede determinar la probabilidad
de extraer una bolita blanca o una roja
sabiendo que:

(1)

La probabilidad de sacar una
bolita blanca es un 40%.

(2) La probabilidad de sacar una
bolita verde es el doble de

la probabilidad de sacar una

roja.

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacién adicional

Se tienen tres cajas cada una con tres
bolitas de colores: verde, rojo y amarillo.

Si se extrae una bolita de cada caja, ¢cual
es la probabilidad de que sean de distinto
color?

A
5
C)%
o 1
5 2

18.

19.

Un portal de ventas de automoviles de
internet ofrece 200 vehiculos entre
camionetas y autos, de los cuales hay
nuevos y usados. Se sabe que, los autos
nuevos son 40, el total de camionetas 98
y los vehiculos usados corresponden al
55%. Si se elige un vehiculo al azar,
jcual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

I) La probabilidad de que sea una
camioneta nueva es 0,25.

II) La probabilidad de que sea una

camioneta usada es 0,24.

Laprobabilidad deque seaunauto

o un vehiculo nuevo es 0,96.

)

A) Solo|

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl

Se ha lanzado un dado dos veces, ¢ cual(es)
de las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

I) La probabilidad de que la suma

sea 8 es i.
36

[I) La probabilidad de que las dos
veces salga el mismo numero es %

[lI) La probabilidad de que el

numero que salga la primera
vez sea a lo sumo igual al

numero que salga la segunda

vez es 12,
36
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl
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20.

21.

Se lanzan dos dados y se suman los numeros
obtenidos, ¢cudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) La probabilidad de que la suma
sea 5 es igual a la probabilidad
de que la suma sea 9.

) 7 eslasuma con mayor
probabilidad.

) La probabilidad de que la suma
sea alomas 6 esigual ala
probabilidad de que la suma
sea mayor que 7.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lyl

En una caja hay 4 bolitas blancas y 2
negras y en otra hay 4 bolitas blancas y 6
negras.

Si se saca una bolita de cada caja, ¢cual es
la probabilidad de sacar por lo menos una
bolita blanca?

A) %
B) %
C) g
D) %
E) s

Prohibida su reproduccion total o parcial.

22.

23.

En una caja hay bolitas marcadas con los
numeros marcados del 1 al 4. En el
siguiente grafico se muestra la frecuencia
relativa de algunos de estos numeros.

¢ Cuadl(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

I) La probabilidad de sacar una
bolita marcada conel1o0el 4
es igual a la probabilidad de
sacar una bolita marcada con el
20el3.

II) La probabilidad de sacar un
impar tiene la misma probabilidad
que sacar un 4.

lll) La probabilidad de sacar a lo
mas un 2 es igual a la probabilidad
de sacar un 3.

Frecuencia
A) Solo | relativa
B) Sololl
0,3 f--------
C) Sololyll 0,2 f-----
D) Sololyn 91 HH
E) Lyl 1 2 3 Numero

En una cartera, la sefiora Eugenia tiene 3
monedas, una de $50, una de $100 y
una de $500. Si saca dos al azar, ¢cual
es la probabilidad de que saque mas de
$1507?

A) %
B) =
C) %
o
E) %



24,

25.

26.

En una caja hay 3 bolitas blancas y 2 rojas,
en otra caja hay 2 blancas y 4 rojas. Si
se saca una bolita de cada caja, ¢cual es
probabilidad de que sean del mismo color?

A) %

B) 14—5
C) %
D) %
E) %

Un dado cargado es tal que la probabilidad
de que salga un numero par y multiplo de
tres es 0,1, que salga un impar y divisor de
seis es 0,2 y que salga un numero par y
divisor de 12 es 0,6, ¢cual es la
probabilidad de que salga el nimero 5?

A) 0,1
B) 0,2
C) 0,25
D) 0,3
E) 04

Sean A y B dos eventos, se puede
determinar la probabilidad de que ocurra B,
sabiendo:

(1) La probabilidad de que ocurra
Ao B.

(2) La probabilidad de que ocurra
Ay no B.

A) (1) porsisola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

27.

28.

Lasruletas de las figuras tienen sus sectores
circulares respectivos congruentes.

Si se lanzan las dos ruletas y se suman los
numeros obtenidos, ¢cual(es) de las
siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

D&

I) La probabilidad de que la suma

1
sea’ es 6

II) La probabilidad de que la suma
1

sea mayor que 8 es 8

) La probabilidad de que la suma

1
sea menor que 5 es .

4
A) Solo |

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollyll

E) Lillyll

Un jardin infantil tiene 43 bebés en sala
cuna, delos cuales 23 son de sexo femenino.
Si 9 de los bebés se enfermaron en el
invierno pasado, de los cuales 4 eran nifiitos,
¢cual es la probabilidad de que si elige un
bebé al azar este sea de sexo femenino o se
enfermo en invierno?

A) %
5 2
O 8
D) 41—3
E) o5

273

Prohibida su reproduccion total o parcial.



29.

30.

En una caja hay bolitas rojas, verdes y 31.

amarillas. Si se saca una bolita al azar, se
sabe que la probabilidad de sacar una que

2
no sea amarillaes -, la probabilidad de

3 4
sacar una roja o amarilla es %, ¢cual es la

probabilidad de sacar una bolita roja?

)
Glo g~ @= o=

m
Blw

En una tébmbola hay bolitas marcadas con
numeros enteros positivos, se sabe que hay
8 bolitas amarillas y 12 rojas, de las amarillas
hay 5 marcadas con niumeros impares y de
las rojas hay 4 marcadas con numeros pares.
Si se elige una bolita al azar, ¢cual es la
probabilidad de que sea amarilla o par?

A) %
S
C) %
D)
E) %
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32.

Un plantel de fatbol esta formado por 3
arqueros, 6 defensas, 8 mediocampistas y 4
delanteros. Siseeligendosjugadoresal azar,
;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) La probabilidad de que los dos

1
sean delanteros es 35"

II)  La probabilidad de que uno sea
1

delantero y el otro arquero es 35"
[lI) La probabilidad de que ninguno

1
sea defensa es ~.

2
A) Solol
B) Sololll
C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lyl

Se lanza una moneda 4 veces, ¢,cual de las
siguientes afirmaciones NO es verdadera?

A) La probabilidad de que salgan a lo

menos 2 car. ﬂ
€enos caases16.

B) La probabilidad de que salgan a lo

mas 3 sell 15
as 3 sellos es ¢

C) La probabilidad de que salgan tantas
caras como sellos es g

D) La probabilidad de que salga solo 1
sello es menor a la probabilidad de
que salgan por lo menos 3 sellos.

E) La probabilidad de que salgan menos
de 2 sellos es igual a la probabilidad

de que salgan a lo mas 2 caras.



33.

34.

Una moneda esta cargada de tal forma que
es cuatro veces mas probable que se
obtenga una cara que un sello. Si la
moneda se lanza dos veces, 4cual es la
probabilidad de NO obtener dos caras?

A s
B) %
C) 21—5
D) -
E) o

En un comedor hay 4 ampolletas, las cuales
pueden estar encendidas o apagadas
independientemente unas de otras y para
cada ampolleta la probabilidad de estar
prendida es igual a la probabilidad de estar
apagada. Si un nifio juega con las 4 luces
prendiéndolas y apagandolas, ¢cual es la
probabilidad de que queden dos encendidas
y dos apagadas”?

|

A 76
B)
C) g
D)
S

35.

36.

37.

Se lanzan dos dados y una moneda, ¢ cual
es probabilidad de que en la moneda salga
sello y que los dados sumen 67

A) 5

18
B) 21—4
C) %
D) %
E) %

Los alumnos de un cierto colegio deben
optar por la asignatura de Artes o Musica,
pudiendo elegir una de ellas, ambas o
ninguna. Si se elige un alumno al azar,
se puede determinar la probabilidad de que
elija Musica y no Arte, sabiendo:

(1) La probabilidad de que elija Arte
o Musica es 0,8.

(2) La probabilidad de que elija Arte
y no Musica 0,5

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Una moneda esta cargada de modo que la
probabilidad de que salga cara es 0,6, si
se lanza dos veces, ¢cual es la probabilidad
de que salga una cara y un sello?

A) 0,24
B) 0,25
C) 0,48
D) 05

E) 052
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38.

39.

Se toma una muestra a las maquinas Ay B
para estudiar su efectividad en la produccion
de ciertos articulos. Los resultados se
muestran en la siguiente tabla:

Maquina | No fallados | fallados
A 114 6
B 142 8

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

I) Es mas probable hallar un articulo
fallado en la muestra de B que en
la muestra de A.

[I) Si se elige un articulo al azar la
probabilidad de que esté fallado y

que haya sido producido por

1
Aes 20"

[lI) Si se elige un articulo al azar la
probabilidad de que esté fallado o

. 156
sea producido por B es 270"

A) Solol

B) Sololl

C) Sololylll
D) Solollylll
E) Lllyll

La probabilidad de que salga cara en una
moneda cargada es el triple de que caiga en
sello. Si se lanza la moneda 800 veces, por
la Ley de los Grandes Numeros, la cantidad
de caras que deberian salir es cercano a:

A) 200
B) 250
C) 300
D) 400
E) 600
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40.

41.

Se toma un test de 4 preguntas de verdadero
o falso a 1.600 personas y cada una de
ellas las contesta al azar. La Ley de los
Grandes Numeros permite afirmar que:

A) en un grupo de 400 personas, hay
100 que tienen 3 buenas.

B) en un grupo de 500 personas hay
aproximadamente 100 obtienen 2
preguntas buenas.

20% de las

personas obtuvo 4 preguntas buenas.

C) aproximadamente, el

D) aproximadamente, el 25% obtuvo una
pregunta buena.

E) aproximadamente,un40% obtuvomas
de 2 preguntas buenas.

Se lanzan 12.000 veces dos dados no
cargados, entonces segun la Ley de los
Grandes Numeros, ¢ cual de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

A) 1000 veces la suma saldra un 4.

B) aproximadamente, 6.000 veces la
suma sera a lo sumo igual a 6.

C) aproximadamente, 2.000 veces la
suma sera a lo menos 10.

D) por cada 1200 veces, 200 veces la
suma sera un 7.

E) por cada 1100 veces aproximadamente,

en 1000 la suma sera 8.



42.

43.

Segun la Ley de los Grandes Numeros,
¢cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

[) Sise lanzan tres monedas 8000
veces en 1000 de ellas saldra
solo una cara.

II) Siselanzandos monedas 18000
veces, en la mitad de las
veces saldra solo una cara.

lll)  Siselanzan 4 monedas 16.000
veces, en un 25% de las veces

saldran solo 3 caras.

A) Solo |

B) Sololl

C) Sololll

D) Solollyll

E) Ninguna de ellas.

En la tabla adjunta se muestra la distribucion
por color de las bolitas que se encuentran en
una caja. Si los colores que aparecen en la
tabla son los unicos que tienen las bolitas,
las bolitas son de igual tamario y tienen un
solo color, ¢ cual es la probabilidad de elegir
una bolita que sea roja o blanca?

Frecuencia
relativa

Frecuencia

Frecuencia
acumulada

color

rojo 0,2
0,15

verde 3

azul 12

blanco

A) 02
B) 0,24
C) 0,25
D) 0,3
E) 0,6

44,

Un curso esta formado por 18 hombres y
12 mujeres. Si se elige un estudiante al
azar, la probabilidad de que haya asistido
al paseo de fin de ano es g y la probabilidad
de que sea una mujer que no asistio al

1

paseo es 10 ¢, Cual(es) de las siguientes

afirmaciones es (son) verdadera(s)?

[) Sise elige un estudiante de los
que asistieron al paseo, la
probabilidad de que sea de

li 16
sexo masculino es 5.

II) Sise elige al azar uno de los
estudiantes dentro de los que
no fue al paseo, la probabilidad
de que sea de sexo femenino
es 3

5
[l1)  Sise elige un estudiante al azar,

la probabilidad de que sea

hombre y no haya asistido al

paseo es 11—5
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll
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45.

46.

En una pequefia empresa hay 20
funcionarios que se dividen en administrativos
y vendedores. Se sabe que hay 6 mujeres
de las cuales hay 2 administrativos y el
total de vendedores es 12.

Si se elige una persona al azar de esta
empresa, ¢cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera?

[) La probabilidad de que sea una
mujer vendedora es 0,2.
[I) La probabilidad de que sea un
administrativo de cualquier
sexo o de sexo femenino es 0,7.
) La probabilidad de elegir un
administrativo de cualquier sexo

es 0,4.
A) Solo |
B) Solo lll
C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lillyll

En una caja hay solo bolitas de colores
verdes, rojas y blancas todas del mismo
tipo. Se puede determinar la probabilidad
de extraer una bolita blanca, sabiendo:

(1) La probabilidad de sacar una
bolita verde o blanca es 0,65.

(2) La probabilidad de sacar una
bolita roja o blanca es 0,55.

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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47. Se lanza una moneda no cargada 5 veces,

¢cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

1 La probabilidad de obtener mas
de tres sellos es igual a la
probabilidad de obtener menos
de 2 sellos.

II) La probabilidad de obtener mas de
4 caras es igual a la probabilidad
de obtener mas de 4 sellos.

lll) La probabilidad de obtener a lo
sumo 3 caras es igual a la

probabilidad de obtener menos

de 3 sellos.
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lillyll

En una oficina trabajan 8 hombres y 6
mujeres. Si se va a elegir una comision
formada por tres integrantes, ¢jcual es la
probabilidad de que esté integrada por 2
hombres y una mujer?

A) %
B) %
C) %
D) %
E) %



49.

50.

51.

En una caja hay solo bolitas negras y 52.

blancas todas del mismo tipo, numeradas
con numeros enteros. Se puede determinar
la probabilidad de extraer una bolita par
y negra, sabiendo:

(1) La probabilidad de sacar una

bolita blanca es g

(2) La probabilidad de sacar una

negra e impar es %
A) (1) por si sola
B) (2) por si sola
C) Ambasjuntas, (1)y (2)
D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
E) Se requiere informacion adicional

En un curso de primer afo de universidad
se elige un estudiante al azar, la
probabilidad de que sea mujer o haya
aprobado el curso es 0,8, la probabilidad
de que sea se sexo femenino es 0,5. Si
la probabilidad de que sea mujer y haya
aprobado el curso es 0,1, ;cual es la
probabilidad de elegir a alguien que haya
aprobado el curso?

A) 0,1
B) 0,2
C) 03
D) 04
E) 05

En una cierta ciudad la probabilidad de que
un vehiculo presente problemas de
frenado dado que es un dia lluvioso es 0,6.
La probabilidad de que llueva en esa ciudad
es 0,2. ;Cual es la probabilidad de que esté
lloviendo y presente fallas en los frenos?

A) 0,08
B) 0,12
Cc) 03
D) 05
E) 06

La probabilidad de que el sistema de
calefaccion de un bus se dafie dado que es
un dia en que la temperatura supere los 35°
es 0,1. Si la probabilidad de que el sistema
de calefaccion se dafie y que la temperatura
supere los 35° es 0,02, ;,cual es la probabilidad
de que la temperatura supere los 35°7?

A) 0,002
B) 0,02
C) 02
D) 05
E) 0,05
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53.

Para un estudio acerca de la saludad de

una poblacion, se encuesta a 500 personas
para saber si fuman o no, el resultado se
muestra en el siguiente grafico:

% 1
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% no fuman
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Si se elige un encuestado al azar, ¢ cual(es)
de las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

280

) La probabilidad de que sea

mujer dado que es fumador
1

es 3.

La probabilidad de que sea

1))
hombre dado que es no
fumador es %

Si se elige un hombre,

10

la probabilidad de que este

4
sea fumador es —.

5
Solo |
Solo lll
Sololyll
Solo 1l y 1l
[, [y I
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54.

55.

En un club deportivo, la probabilidad de
elegir una mujer sabiendo que practican
tenis es 0,3 y la probabilidad de elegir una
persona que practique tenis dado que es del
sexo femenino es 0,6. Si la probabilidad de
elegir una mujer dentro de los socios del
club es 0,1, ¢, cual es la probabilidad de que
elegir al azar uno de los socios de este club,
este practique tenis?

A) 0,1
B) 0,2
C) 03
D) 0,018
E) 0,02

Ay B son eventos tales que P(A U B) = 0,65;
P(A)=0,3yP(ANB)=0,1.

¢,Cual de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) P(B) = %
) P(A/B) =§
) P(B/A) =%
A) Solo |
B) Sololll
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll



56.

En un curso de 30 alumnos de cuarto medio,
la probabilidad de elegir un estudiante de
sexo masculino es un 60%, ademas se sabe
que hay 14 varones que pagaron el poleron
de generacion. Si la probabilidad de elegir un
hombre dentro de los que no han pagado el

. 2 , I
poleron es 3, ¢jcual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) La probabilidad de elegir un
estudiante de este curso que
sea mujer y haya pagado el
polerén es %

) La probabilidad de que al
elegir un estudiante, este sea
hombre sabiendo que pago el
polerén es superior al 50%.

1)) Si se elige un estudiante al

azar, la probabilidad de que

sea hombre o no pago el
polerén es %

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollylll

E) Lyl

57.

58.

En una caja hay dados blancos y rojos, y se
sabe que la probabilidad de elegir un dado
blanco es 0,6. Tanto los dados blancos
como rojos estan cargados, de modo que
en los dados blancos la probabilidad de que
salga un numero par es 0,7 y en los rojos la
probabilidad de que salga impar es 0,6.
Si se elige uno de los dados al azar y se
lanza, ¢ cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) La probabilidad de que salga
par es un 58%.

) Es mas probable de que sea
blanco y marque impar que
sea rojo y marque patr.

) Si se sabe que sale impar, la
probabilidad de que sea rojo
4
es .
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololylll
E) LIyl

Sean Ay B dos eventos independientes,
cuyas probabilidades no son nulas.
Se puede determinar P(A/B) sabiendo que:

(1) La probabilidad de que ocurra
AyBes0,16.

(2) La probabilidad de que ocurra
Aes0,2.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional
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59.

Se tienen dos cajas Ay By en cada unade 61.

ellas hay bolitas numeradas con numeros
enteros. Se sabe que la probabilidad de elegir
la cajaAes 0,4, la probabilidad de elegir una
bolita par en la caja A es 0,6 y la probabilidad
de sacar una bolita impar en la caja B es 0,7.
Si se saca una bolita de cada caja y se

En un curso de introduccion al calculo de
una universidad, cierta cantidad de
estudiantes se eximieron del examen final.
Si se elige al azar un estudiante, se puede
determinar la probabilidad de que este se
haya eximido, sabiendo que es de sexo
femenino, sabiendo que:

suman los valores obtenidos, ¢cual es la
probabilidad de que esta suma sea un (1)
numero par?

La probabilidad de sea de
sexo masculino es 0,6.

(2) La probabilidad de que sea
del sexo femenino y se haya
eximido es 0,3.

A) 06-04+06-0,3
B) 06-03+04-0,7
C) 06-03-04-07 A) (1) por si sola
D) 06-04+06-0,3+0,4-04+0,7-0,6 B) (2) por si sola

E) 06-04-06-03+04-04-0,7-0,6 C) Ambasjuntas, (1)y (2)
D) Cada una por si sola, (1) o (2)
E) Se requiere informacién adicional

60. Ay B son dos eventos cuyas probabilidades
no son nulas.
¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) siempre verdadera(s)?

)] SiA=B, entonces P(A/B) = P(B/A).
) Si Ay B son mutuamente
excluyentes, entonces
P(A/B) = P(B/A).
) Si P(A/B) = P(B/A), entonces

P(A) = P(B).
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lllyll
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COMBINATORIA Y PROBABILIDADES

Capitulo

16

Jacob Bernoulli, matematico suizo (1654-1705),
estudio Filosofia y Biologia en la Universidad de
Basilea, conjuntamente estudié Matematica y
Astronomia en contra del deseo de sus padres.
A fines del Siglo XVII escribi6 la obra "Ars
Conjectandi", en la cual se enuncia la Ley de

los Grandes Numeros que vimos en el capitulo
anterior. Esta obra se separa en cuatro partes,
en algunas de ellas se estudian algunos de los
temas que veremos en este capitulo como las
permutaciones, los arreglos y las combinaciones
en la tercera parte de la obra se ve la combinatoria \
aplicada al calculo de probabilidades y en la
ultima parte se ven aplicaciones a la vida real.

CONCEPTOS CLAVES

> Principio multiplicativo y aditivo > Permutaciones
> Combinaciones
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¥/ PRINCIPIO MULTIPLICATIVO Y ADITIVO

En este capitulo estudiaremos la Combinatoria, que es una rama de la Matematica, que se
preocupa del analisis y construccion de técnicas para el conteo de casos.

Uno de las técnicas mas basicas son el principio aditivo y el principio multiplicativo.

. Principio Aditivo
Si un suceso ocurre de m formas distintas y otro suceso ocurre de n formas

distintas, entonces hay m + n formas de que ocurra uno o el otro suceso.

Ejemplo:

Supongamos que tu padre te invita a una cafeteria y tienes 5 opciones de helado y 4
sabores de jugo. Si debes elegir un helado o jugo, entonces tienes 5 + 4 posibilidades.
En este caso las elecciones estan en paralelo, es como si estuviésemos ante 9 caminos

que estan enfrente de nosotros y debemos elegir solo uno:

Principio aditivo

e 21 Se debe elegir entre 5
/ﬁ hz sabores de helado 0 4
4

sabores de jugo.
— % Laselecciones se nos
j, ~ presentan en paralelo,

P-
\ l3 como 9 opciones distintas.
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Principio Multiplicativo
Si un suceso ocurre de m formas distintas y otro suceso ocurre de n formas distintas,
entonces hay m-n formas de que ocurran ambos sucesos.

Ejemplo:
Siguiendo con el ejemplo anterior, si ahoras debes elegir un helado y un jugo, entonces

tienes 5 - 4 posibilidades.
En este caso las elecciones estan en serie, es como si primero tendriamos 5 caminos a
elegir y por cada eleccién de este, tendriamos después otras 4 elecciones:

i Principio multiplicativo

~
1\1.3 Se debe elegir entre 5
sabores de helado y 4

4] sabores de jugo.
h, 2 :
2§J3 Las elecciones se nos
Is presentan en serie,
/1:1 generandose 20 opciones
h,< distintas.
3\!3
I
\ /J1
h 7
N
Js
/b
h, %2
5\]3

Ejemplo:

Supongamos que vamos a construir patentes formadas por tres letras y tres digitos, donde
las letras son elegidas de un alfabeto de 25 letras. Por el principio multiplicativo podemos
determinar que existen 25 - 25 - 25 - 10 - 10 - 10 = 15.625.000 patentes distintas.

25 25 25 10 10 10

A/R|T«0]|5]1
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¥/ PERMUTACIONES

Se define el factorial de un numero entero positivo n como el producto entre los enteros consecutivos
desde el 1 hasta n, con n = 2. El simbolo utilizado para el factorial es n!, entonces n!=1-2-3- ... - n,
ademas se define 0!l =1y 11 =1.

El factorial de un niumero esta estrechamente relacionado con la cantidad de formas que podemos
ordenar una cierta cantidad de objetos distintos en una fila, lo que se denomina una permutacion
simple. Lo que explicaremos con el siguiente ejemplo:

Supongamos que hay 5 personas que se van a sentar en 5 asientos que estan dispuestos uno al
lado de otro. Entonces si las personas pasan de una a una a sentarse en los asientos, tenemos
que la primera tiene 5 opciones, la segunda tiene solo 4 opciones (ya que fue ocupado uno de los
asientos por la primera persona) la tercera tiene tres opciones, etc., hasta la quinta que le queda una
sola opcion, por el principio multiplicativo, la cantidad de formar en que se pueden sentar las 5
personas enlassillases5-4 -3 -2 -1, lo que corresponde a 5!. Lo anterior es equivalente a afirmar
que la cantidad de formas que se pueden ordenar 5 personas enunfilaes 5!, loque corresponde auna
permutacion de 5 elementos.

—

La cantidad de formas
que 5 personas se

5 4 3 2

/ pueden sentar en 5 sillas
es 5!y esto corresponde
a una permutacion.

* Permutacién con repeticion
Supongamos que tenemos n objetos, donde hay algunos repetidos, entonces la cantidad de
formas en que podemos ordenarlos en fila es una permutaciéon con repeticion.
Supongamos que de los n objetos, hay n, de un tipo, n, de otro, etc., entonces la cantidad de
n!

nt-nt-.nt

formas que podemos ordenarlos es

Ejemplo:
Supongamos que tenemos tres bolitas rojas dos verdes y una azul, la cantidad de formas de

3r-21-1r

6l _ 1-2-34-5-6
3l-20- 117 42-3-1-2-1

ordenarlas en una fila es si desarrollamos los factoriales y simplificamos, tenemos

= 60 formas distintas.
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¥/ COMBINACIONES

Llamaremos combinacién cuando tenemos n objetos diferentes y vamos a elegir k de ellos, sin
importar el orden y sin repetir los elementos.

La cantidad de combinaciones de k objetos de un total de n (con n = k), se designa con el simbolo
n
CE o bien C"* (existen muchas mas notaciones) y corresponde al valor del coeficiente binomial <k>

el cual se calcula de la siguiente forma:

n\_ n!
<k>_ (n=k)! - k!

Ejemplo:

Enun curso de 20 personas vamos a formar grupos de trabajo de 6 integrantes, entonces la cantidad
de grupos diferentes que podemos formar corresponde a una combinacion de 20 sobre 6,

lo que se calcula con <260>'

200 20!
(20-6)! - 6! _ 1416

Usando la definicién tenemos que <260> = si expandimos los factoriales y

! 1-2-3-14-15-16¢-17 - 19 -
simplificamos, tenemos 142!9 61 1-2.314. I&\Z /gjg/; 6. 20 =15-8:17-19 = 38.760

Tenemos entonces que se pueden formar 38.760 grupos de seis personas de un total de 20.

 Combinaciones con repeticion

Si tenemos n objetos y vamos a formar subconjuntos de tamafo k y podemos repetir los

elementos en cada eleccién, entonces corresponde a una combinacion con repeticion de n
n+k—v

sobre k, en este caso lo calculamos con el coeficiente binomial < K

Ejemplo:
Seis amigos van a un restaurante y cada uno elige una bebida, si se disponen de 10 tipos

diferentes de bebidas, ¢ cuantas elecciones distintas se pueden realizar?
En este caso dos 0 mas amigos pueden pedir la misma bebida, por lo tanto se trata de una

combinacion con repeticion, de 6 elementos de un total de 10, entonces calculamos

C0+6—1
6

posibilidades distintas.

15
) = < 6 > si haces el calculo de este coeficiente binomial obtendras 5.005
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EJERCICIOS RESUELTOS

En un curso hay 18 niflos y 12 nifas y el profesor seleccionara una comision formada por 2

hombres y 2 mujeres. ¢ De cuantas formas puede realizar esta eleccion?

Solucion:
El elegir 2 nifios del total de 18 corresponde a una combinacién, puesto que los nifios no se repiten

y no importa el orden interno de la eleccién, por lo tanto esto se puede realizar de <128> formas.

22> formas. Como queremos elegir 2

hombres y 2 mujeres, ocupando el principio multiplicativo, tenemos que esta eleccién se puede

18
2

Por lo mismo, el elegir 2 mujeres se puede realizar de <

realizar de < ) . (122> formas distintas.

Seis hermanos se ordenan en una fila para sacarles una foto. Si todos tienen estaturas diferentes,
¢ de cuantas formas se pueden ordenar de modo que los mas altos se ubiquen al centro?

Solucién:
Tal como se muestra en la siguiente figura, los mas altos se ubican al centro:

Lt,:f—ij,:\w
[ =

JJ

Los dos mas altos
se ubican en el centro

El resto se
permuta

La forma de ordenar los otros 4 hermanos es una permutacion simple, es decir, 4!, pero los
dos centrales se pueden permutar, lo que se puede realizar de 2! formas, por lo tanto por el
principio multiplicativo, las formas posibles en que se pueden ordenar los 6 hermanos de modo

que los mayores se ubiquen al centro es 4! - 2! = 48 formas distintas.
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En un restaurante, el menu se compone de dos entradas que puede ser ensalada o empanadas
de queso, el plato principal puede ser pollo o carne acompafiado de ensalada, arroz o puré y
de postre hay fruta, helado o flan de chocolate.

Si se elige al azar un menu, ¢jcual es la probabilidad de que tenga empanadas y budin de
chocolate?

Solucion:

Para la entrada tenemos 2 posibilidades, para el plato de fondo 2, para el acompafamiento 3 y 3
posibilidades de postre, por el principio multiplicativo tenemos 2 - 2 - 3 - 3 = 36 menus diferentes.
De todos estos diferentes menus, que son los casos totales, veremos cuantos tienen como
entrada empanadas y de postre budin de chocolate.

Tenemos para la entrada una posibilidad, para el plato de fondo 2, para el acompafiamiento 3 y

para el postre 1, por lo tanto hay 1 - 2 - 3 - 1 = 6 casos favorables. Por la regla de Laplace

la probabilidad pedida es i, 0 bien 1
36 6

En un curso hay 14 hombres y 16 mujeres. De estos alumnos el profesor debe elegir 7 estudiantes
para que vayan a recolectar fondos para una institucién de beneficencia.

¢,Cual es la probabilidad de que el grupo elegido esté integrado por 3 hombres y 4 mujeres?

Solucion:

Como en cada eleccion los alumnos no se pueden repetir y no importa el orden en que son
elegidos, entonces se trata de una combinacion de 30 sobre 7, esto es, existen <370> formas de
elegir los 7 alumnos. Por otro lado, por el principio multiplicativo, elegir 3 hombres y 4 mujeres,

se puede realizar de <134> : <146> formas. Por la regla de Laplace, tenemos que la probabilidad
<14> _ <16>
237 N4
(7)
7

Se ordenan aleatoriamente en una fila tres hombres y tres mujeres, ¢cual es la probabilidad de
que hayan quedado ordenados alternados segun sexo?

pedida es

Solucion:

La cantidad de formas que se pueden ordenar en una fila, corresponde a una permutacién de 6
elementos, esto es 6!.

La cantidad de formas en las que quedan alternados segun sexo, es por ejemplo
hmhmhm, aca podemos permutar los tres hombres y las tres mujeres, esto es 3! - 3!, ademas
se puede empezar con mujer o con hombre, entonces la cantidad de formas que queden

1.12l.
alternados por sexo es 3!-3!-2, por lo tanto la probabilidad pedida es 36# o bien 11—0
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EJERCICIOS DE PRACTICA

Una linea de buses llega a 20 ciudades de
todo el pais. Si se requieren hacer carteles
que se pondran en cada bus, indicando la
ciudad de origen y de llegada del trayecto.
¢Cuantos carteles distintos habra que
confeccionar?

A) 20°

o (%)
o ()
D) 20-19
E) 40

Un grupo de 6 alumnos han realizado un
trabajo de investigacion, sise van a elegirdos
al azar para que realicen la presentacion,
¢ de cuantas maneras se puede hacer
esta eleccion?

A) 30
B) 36
c) 15
D) 20
E) 12

En una caja hay seis bolitas numeradas del
1 al 6, si se eligen 3 sin reposicion para
formar un nimero de 3 cifras, ¢cuantos de
estos numeros se pueden formar?

Ay 15
B) 20
C) 60
D) 120
E) 216

Prohibida su reproduccion total o parcial.

Una clave de internet esta compuesta por 4
digitos los cuales no pueden ser los cuatro
iguales, ¢ cuantas claves distintas se pueden
formar?

A)  10-9-8-7

o ()
o) (V)-a-10
D) 10 - 10

E) 9-10°-9

Enunafila de 5 sillas se sientan dos hombres
y tres mujeres, ;de cuantas maneras se
pueden sentar, si los del mismo sexo deben
quedar juntos?

A) 2

B) 2-3
c) 2!-3
D) 21-31-2
E) 2-3-2

En el ejercicio anterior, ¢ de cuantas maneras
se pueden sentar de modo que queden
alternados por sexo?

A) 2

B) 2-3
c) 23
D) 20-31-2
E)y 2-3-2



10.

En el ejercicio anterior, ¢ de cuadntas maneras
se pueden sentar de modo que los hombres
queden juntos?

A 2
B) 2-3

c) 2!-3

D) 20-31-2
E) 412

Una persona tiene 6 pantalones y 4 camisas,
si elige 5 prendas, ¢de cuantas maneras
puede elegir 3 pantalones y 2 camisas?

A) 26
B) 120
C) 132
D) 240
E) 1440

Se ordenan 6 libros distintos en un librero,
uno al lado de otro, 4, de cuantas maneras se
pueden ordenar de modo que dos en
especifico deben quedar al centro?

A) 4l

B) 5

C)  41-2
D) 4-2
E) 5!-2

¢, De cuantas maneras se pueden ordenar en
una fila 5 fichas rojas y 4 verdes?

A 9

B) o
C) 9-8
D) 63
E) 126

¢, De cuantas maneras se pueden ordenar en
fila las 7 letras de la palabra CARACAS?

A T
B) 76
C) 420
D) 120
E) 60

Francisco, Leonardo, Eduardo, Sebastian y
Carlos se presentan a una interrogacion oral
para un examen final de un curso. Si el
profesor debe elegir solo tres y entre ellos
debe estar Carlos, ;de cuantas maneras
puede hacer esta eleccion?

A) 6
B) 8
Cc) 10
D) 12
E) 20

En un restaurante, el menu esta compuesto
por un plato de fondo, un acompanamiento y
un postre, se puede determinar la cantidad
de postres distintos que existen sabiendo
que:

(1) La cantidad de menus distintos
que se pueden armar son 12.

(2) Entre el plato de fondo vy el
acompafamiento existen 6
posibilidades.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) o (2)

E) Se requiere informacién adicional
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14.

15.

A una conferencia, asisten 20 cientificos, si
se van a formar comisiones integradas por
tres o cuatro miembros, ¢ cuantas comisiones
se pueden formar?

» o (5)(5)

o (5)+(3%)

o (5)ae(5)
o (5)(%) e
o (537

De los 50 asistentes a una presentacion de
un nuevo producto, se sortearan tres regalos
iguales. Si una misma persona no puede
ganar mas de un premio, ¢;de cuantas
maneras posibles se pueden repartir los
obsequios?

A) 50 - 49 - 48

B) 50°
o (%)
o ()
5 0
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16.

17.

18.

En el ejercicio anterior, si una misma persona
puede ganar mas de un premio, ¢ de cuantas
maneras posibles se pueden repartir los
obsequios?

A)  50-49-48

B) 50
o (%)
o) (%)
E) 53—0!!

Con los digitos del 1 al 5, se forman todos los
numeros posibles de tres cifras, pudiéndose
repetir las cifras, ¢, cuantos numeros de estos
son pares?

A 12
B) 20
c) 25
D) 40
E) 50

En una carrera automovilistica compiten 5
autos, de colores verde, rojo, amarillo, azul y
blanco. Suponiendo que no puede haber
empates entre ellos, ;de cuantas maneras
pueden llegar a la meta si se sabe que los
vehiculos de colores rojo y verde llegaron en
los primeros lugares?

A) 3
B) 4l
c) 23l
D) 20-3
E)  41-2



19.

20.

21.

En el gjercicio anterior, ¢ de cuantas maneras
pueden llegar a la meta si se sabe que el
amarillo o el blanco gandé la competencia?

A) 3l
B) 4
c) 2!-3
D) 2!-3
E) 41-2

Las patentes en un cierto pais estan formadas
por tres letras, las cuales son elegidas de un
alfabeto de 25 letras, seguidas por tres digitos.
Si las letras no se pueden repetir y los digitos
si, ¢cuantas patentes distintas se pueden
formar?

A) <235>. 10°

B) <235> . 31-10°

C) <235>.3!.10.9.8
D) <235>.10.9.8

E) <235> . 9-10°

En el ejercicio anterior, ¢ cuantas patentes se
pueden formar si no se pueden repetir ni las
letras ni los digitos?

p o (B)e

5 (%)a10

o) (%)10-5-8
5 (%)910

22.

23.

24,

En un restaurante, se ofrece un menu de
almuerzo que consiste en entrada, plato de
fondo con ensalada y postre.

Si hay tres tipos de entrada, el plato de fondo
puede ser carne o pollo, para la ensalada hay
tres posibilidades y el postre puede ser
fruta o helado.  Cuantos menus existen que
contengan pollo?

A) 6
B) 8
c) 9
D) 12
E) 18

En el ejercicio anterior, jcuantos menus no
tienen carne como plato de fondo y helado
como postre?

A) 6
B) 8
c) 9
D) 12
E) 18

Se tienen una cierta cantidad de personas,
se puede determinar cuantas son, sabiendo
que:

(1) Existen 7! formas de ordenarlas
en linea.

(2) Se pueden formar 21 parejas.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) o0 (2)

E) Se requiere informacién adicional
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25.

26.

27.

¢, Cuantos numeros de 4 cifras, se pueden
formar si  terminan en una cifra
mayor que 67?

A) 1512
B) 2700
C) 3600
D) 3000
E) 4000
Los codigos de los productos de una industria

estan formados por cuatro digitos y cuatro
letras, en cualquier orden. Si las letras son
elegidas de un alfabeto de 25 letras y tanto
los digitos y las letras no se pueden repetir,
¢ cuantos codigos distintos se pueden formar?

A) (245> ' (14O>

o (2)(D)an
o (2)(9)
o (2:()3
o () ue()s

1.000 y menores que 10.000, silas cifras no se
pueden repetir y no pueden ser ceros,
jcuantos de estos numeros tienen tantas
cifras pares como impares?

» 506G

3 (5)(5)2
o (3)()
o (5)(5)#
5 (5) ()
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28.

29.

30.

¢, Cuantas diagonales se pueden trazar en un
poligono de n lados?

A) n

5 (3)

o ()

D) (3)-r

5 (")

Un papa va a comprar un barquillo simple

para él y para cada uno de sus tres hijos. Si
hay 12 sabores de helados, ¢,cuantas posibles
elecciones existen?

oo (9
o (%
o ()
o ()

E) 12

Seis amigos se ordenan en una fila al azar,
entre los cuales hay dos hermanos.

¢, Cual es la probabilidad de que los dos
hermanos queden juntos?

yo!
B) %
C) %
o 2
E) 411



31.

32.

En una final de 100 metros planos, se sabe 33.

que los atletas no pueden empatar entre
ellos. Se puede determinar cuantos
competidores son, sabiendo que:

(1) Existen 120
distintas de llegar a la meta.

ordenaciones

(2) Todos los atletas tienen la
misma probabilidad de ganar.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) o (2)

E) Se requiere informacién adicional

Se ordenan aleatoriamente en una fila cuatro
bolitas de colores verde, rojo, blanco y azul,
¢cual es la probabilidad de que las fichas de
colores rojo y blanco queden al centro?

A) 411
B) %
C) %
D) %
E) %

En un librero hay cinco libros, uno de historia,
uno de fisica, uno de biologia, uno de
matematica y uno de quimica. Si se ordenan
al azar uno al lado del otro, ¢cual es la
probabilidad de que el de quimica quede al
lado del de fisica?

o1
S
C)%
SR
5 2

En el gjercicio anterior, ¢ cual es la probabilidad
de que el de matematica no esté al lado del de
quimica?

N 2
S
C) g
S
5 32
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35.

36.

Se forman todos los niumeros de 4 cifras con
los digitos 1, 2, 3, y 6 pudiéndose repetir las
cifras.¢ Cual es la probabilidad que al elegir
uno de estos numeros, este NO tenga digitos
repetidos?

A) 3%
B) 2%
C) 21—4
D) %
E) 11—2

Se tienen seis bolitas marcadas con las letras
A A A, C, Cy S. Si estas bolitas se sacan
una a una sin reposicioén para ir formando una
palabra, ¢jcual es la probabilidad de que se
forme la palabra “CASACA”?

no1
o L
C) 61_0
S
5 L

Prohibida su reproduccion total o parcial.

37. Enunaheladeria, los sabores de helados son

chocolate, vainilla, frutilla, maracuya, moka y
menta. Si una persona solicita al mozo un cono
doble y este al llegar a la vitrina no recuerda
los sabores que deberia servir. Si el mozo
recuerda que los sabores no eran iguales y
arma el cono aleatoriamente, ¢4cual es la
probabilidad de que elija justamente los
sabores pedidos por el cliente?

A) 1
B) e
C) %
D) 35
E) 5

Antiguamente las patentes de vehiculos de
nuestro pais estan formada por dos letras
seguidas de cuatro digitos. Si las letras eran
elegidas de un alfabeto de 25 letras y tanto las
letras como los digitos se podian repetir. Si
entre todas las patentes construidas de esta
forma, se elige una al azar, ;cual es la
probabilidad que empiece con F y termine en
un3oun7?

A) 25
B) 22—5
C) 1175
D) 21%
E) %



39.

40.

En una caja hay cinco bolitas numeradas del 41.

1 al 5, si se toman muestras de tamafio 2 sin
orden y sin repeticion. Si se elige al azar una
de estas muestras, ¢cual es la probabilidad
de que no tenga el numero 37

A) %
B) %
C) 151
D) %
E) %
En el hexagono de la figura, se eligen 2
de sus vértices al azar. 42.
E D
F C
A B

¢,Cual es la probabilidad que al unir estos
dos vértices por un segmento, este coincida
con uno de los lados del hexagono?

A) %
B) %
C) %
D) %
E) %

En una caja hay 5 bolitas numeradas con los
nameros 2, 3, 5,7y 8.

Si se sacan muestras de tamafo 2 sin orden
ni repeticion, ¢ cual es la probabilidad de que
la suma de los numeros de la muestra sea
mayor a 107?

1
A) 3
4
B) 5
2
C) 5
1
D) >
3
E) 10

Entre los alumnos de un grupo estan Paula
y Federico, si el profesor elige al azar 2
alumnos para una interrogacion oral, se
puede determinar cuantos alumnos tiene el
grupo, sabiendo que:

(1) La probabilidad de elegir a

Paula y Federico es A,

(2) La probabilidad de no elegir

aPaulaes 2.
3

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) o (2)

E) Se requiere informacién adicional
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43. Conlasletras A, B, C, D y E se forman todas 44.

las palabras con o sin sentido de 2 o 3 letras.
Si las letras no se pueden repetir y se elige
una de estas palabras al azar, jcual es la

probabilidad de que no tenga la letra A?

A)

B)

C)

D)

298
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alw alh~

Bl NI~

S

En una caja hay 5 tarjetas, con las letras
A,B,C,DyE.

Se van extrayendo las tarjetas una a una con
reposicion, de modo de formar una palabra
de largo “p”, con p > 2. ;Cual es la
probabilidad de que la palabra formada tenga

la letra A solo una vez?

A
S
_—

o (5

5 (5 5w

RESPUESTAS CAPITULO 16

1.D 2.C 3.D 4.D 5.D 6.C 7.E 8.B 9.C 10. E
1.C 12. A 13.C 14.B 15.C 16. D 17. E 18.C 19. E 20.B
21.C 22.E 23.C 24.D 25.B 26.C 27.D 28.D 29.D 30.C
31.A 32.D 33.E 34.E 35.A 36.C 37.B 38.C 39.B 40. B
41.C 42.D 43.D 44. E



MINIENSAYO N°4
EJE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

Tiempo: 45 minutos

1. Sise lanza un dado y una moneda, scudl es 3. Una moneda cargada se cumple que la
la probabilidad de que en el dado sal)ga un probabilidad de que salga cara es el doble de
multiplo de 3 o en la moneda salga cara’ que salga sello. Si la moneda se lanza dos

veces, ¢jcual es la probabilidad de obtener

una cara y un sello?

5
A) 6
2 2
B) 3 A) 9
1
— 4
) 6 B) 9
1
D) a 3
3 =
C) 16
E) 1
3
D) 8
1
2. En el siguiente grafico se muestra la distribucion E) 3

de las edades de los alumnos de 7° basico
de un curso de cierto establecimiento:

4. Enuna caja hay 7 bolitas numeradas del 1 al

Frecuencia ) . .. i
7, si se sacan dos sin reposicion, ¢cual es
10 f----------- la probabilidad de que sumen 77?
8 ........
1
s SO B B B e
H A g
12 13 14 Edad (afios) 3
B) 14
¢Cual de las siguientes afirmaciones es C) 1
FALSA? 7
a1
A) La mediana es 13. D) 42
B) La media es menor que la mediana. 5
C) La moda es igual a la mediana. E) 7
D) El primer cuartil es 12.
E) El tercer cuartil es 14.
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En una caja hay bolitas verdes, rojas y blancas,
todas del mismo tipo. Se puede determinar la
cantidad de bolitas blancas, sabiendo que:

(1) Si se extrae una bolita, la
probabilidad de que sea verde
o blanca es g

(2) Si se extrae una bolita, la
pro:)abilidad de que sea verde
es E

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Ay B son dos eventos aleatorios, tales que
P(AuUB)=0,8,P(A)=05yP(AnB)=0,1,
¢cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

)  P(B)=0,4
)  P(A/B)=0,25
)  P(B/A)=0,2

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo |y I
D) Solo 11y 1l
E) L1yl

Prohibida su reproduccion total o parcial.

Las notas de Juan en la asignatura de Biologia
son 4, 5,5, 7y 6. Si posteriormente el 6 se
cambia por un 7, jcual(es) de los siguientes
estadigrafos se modifican?

) Media.
) Mediana.
1)) Rango.
A) Solo |
B) Solo |l
C) Sololyll
D) Solo 'y Il
E) [, 1yl

Para calcular la nota final en un trabajo de
investigacion se deben considerar los
siguientes aspectos:

Presentacion | 30%
Desarrollo 50%
Exposicion | 20%

Si un cierto grupo de trabajo obtuvo en la
presentacién un 6,0 y en el desarrollo un 5,0,
¢qué nota deberian tener en la exposicion
para que su nota final fuese un 5,5?

A) 54
B) 55
C) 56
D) 57
E) 6,0



En la siguiente tabla se muestra la frecuencia
absoluta f y la frecuencia acumulada F de un
conjunto de datos:

X f F
2 p
S q

7 p+3q

., Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) siempre verdadera(s)?

El total de datos es 3p + 4q.
Hay p + q datos que son a lo
sumo iguales a 5.

La frecuencia relativa del 5 es

p+q
p+3q
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 1yl
D) Solo 1y il
E) Solo 1l y lll

11.

10. Las notas de Claudio y Andrés obtenidas en
la asignatura de Fisica durante el primer
semestre, fueron las siguientes:

Claudio

4,0

7,0 (5,015,01(6,0 (6,0

Andrés

7,0

7,0 (5,0 16,0]5,0 (3,0

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

10

Ambos obtuvieron la misma
media en sus notas.

Ambos obtuvieron la misma
mediana en sus notas.

Las notas de Claudio estan
menos dispersas que las de
Andrés.

Solo |
Solo Il
Solo 1yl
Solo Iy Il
Lyl

Un curso esta formado por 18 hombres y 12

mujeres. Si se quiere elegir un grupo de 4
alumnos para que lo represente, jde cuantas
maneras se puede elegir este grupo si tiene
que estar integrado por 2 hombres y 2 mujeres?

(128>'<12>
(128> ' (122> 2
(128> ' (122> 4

18 - 17

()
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12. En una cierta liga de fatbol, la probabilidad

13.

de que suspendan un partido dado que esta
lloviendo es 0,8 y la probabilidad de que no
llueva es 0,9, ¢ cual es la probabilidad de que
esté lloviendo y se suspenda un partido?

A) 8%

B)  36%
C)  64%
D)  72%
E)  90%

En un curso de 21 alumnos, deben optar por
obligatoriamente por un taller de idiomas que
puede ser Inglés, Francés o ambos.

Se sabe que la probabilidad de que esté
inscrito en Francés sabiendo que esta en el
taller de Inglés es % y la probabilidad de que
esté en el taller de Inglés dado que esta en
el de Francés es % ¢, Cuantos alumnos estan
inscritos en ambos talleres?

A) 1
B) 2
C) 3
D) 5
E) Indeterminable con los datos.

Prohibida su reproduccion total o parcial.

14. En un hospital el 10% de los pacientes de

15.

sexo femenino han presentado un contagio
viral, mientras que los de sexo masculino el
80% no ha presentado este contagio. Si el 60%
de los pacientes son de sexo femenino, y se
elige un paciente al azar, ¢cual de las
siguientes afirmaciones es FALSA?

A) La probabilidad de que esté contagiado
es de un 14%.

B) La probabilidad de que sea un hombre
no contagiado es de un 32%.

C) Es mas probable elegir un hombre
contagiado que una mujer contagiada.

D) Si
probabilidad de que sea de sexo

se elige un contagiado, la
masculino es inferior al 35%.

E) La probabilidad de elegir una mujer
contagiada o un hombre no contagiado
es un 38%.

Sean Ay B dos eventos, se puede determinar
P(B), sabiendo que:

(1) P(B/A)=0,8yP(A)=0,7
2) P(AUB)=0,9

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional



16.

17.

Para un juego didactico se construyen fichas
rectangulares, cada una de ellas esta dividida
en dos sectores los cuales tienen dos colores
distintos. Si no se considera el orden de los
colores, ¢ cuantas fichas se pueden construir
si se dispone de 10 colores para formarlas?

» ()
o ()2
o (3)
D)  10?
5 5

En un colegio hay dos cuartos medios, el 4° A
tiene 28 alumnos y el 4°B tiene 30 alumnos.
Si se forma una comision formada por 4
estudiantes de cuarto medio, la cual debe
tener a lo menos tres alumnos del cuarto Ay
quizas ninguno del cuarto B, ¢cuantas
comisiones diferentes se pueden formar?

» ()

5 (%)%

o ()30

o (5)-0+(%)
o (5)+(5%)

18.

Tres hombres y tres mujeres se ordenan en
una fila al azar, ¢cual es la probabilidad de
que queden alternados segun el sexo?

A) %
B) 11—0
C) 21—0
D) %
E) %
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19. Se realiza una encuesta a 80 alumnos 20. Una pistola con capacidad para cinco tiros,
universitarios de cuatro carreras, distribuidos tiene solo una bala en su cargador, ¢ cual
tal como se ilustra en la siguiente tabla: es laprobabilidad que si al disparar tres veces

la bala salga en el dltimo intento?

Carrera Hombres | Mujeres | Total 1
Ingenieria 12 18 A) 3
Medicina 16 24
Pedagogia 6 B) %
Derecho 13 22
2
C) 3
Si se elige dos de los encuestados al azar,
¢cual de las siguientes afirmaciones D) 1
es (son) verdadera(s)? S
E) 2
I) La probabilidad de que ambos 3
(%)
sean de ingenieria es 227
<80> 21. En un colegio los alumnos deben optar
2 obligatoriamente por el taller de fisica o de
quimica o ambos. Si se elige un alumno
II) La probabilidad de que ambos al azar la probabilidad de que haya tomado
33 solo el taller de fisica es un 50%, el que haya
< 2 ) tomado quimica es un 50% y la probabilidad

sean de sexo femenino es <7 |
de que no haya tomado ambos talleres es un

80
< 2 ) 87,5%. ¢ Cual es la probabilidad de que solo
haya tomado solo quimica?

Ill) La probabilidad de que uno sea

de ingenieria y el otro de A) 12,5%
<42> B) 25%
medicina es > 2/ . C)  37,5%
<8°> D)  50%
5 E) 87,5%
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 1y I
D) Solo 11y 1l
E) I, 1yl
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22. En un supermercado, los productos tienen
un codigo formado por tres letras y tres
numeros, no necesariamente juntos y no se
pueden repetir ni las letras y los numeros.
Si las letras son elegidas del conjunto
{a,b,c,d,e} y los numeros del conjunto
{3,5,6,7,8}. ¢Cuantos cddigos con las
especificaciones anteriores se pueden formar?

A) 60°

0 (3

o (3302
o (3)(3)e
5 (19
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ANEXOS




Anexo 1: Perimetro de figuras planas

NOMBRE FIGURA PERIMETRO
TRIANGULO b a a+b+c
CUALQUIERA
C
CUADRADO . 4a
RECTANGULO b 2(a + b)
a
ROMBOIDE Eb 2(a + b)
a
CIRCUNFERENCIA 2nr
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Anexo 2: Area de figuras planas

NOMBRE FIGURA AREA
TRIANGULO b a ch
CUALQUIERA Y
C
TRIANGULO )
EQUILATERO ﬁ a \/5
TRIANGULO ab
RECTANGULO b —
a

CUADRADO a a2
RECTANGULO b ab

a
-4
ROMBOIDE Lh / ah
a
b
TRAPECIO (a+b) .
" 2 )7
O
a

CIRCULO
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Anexo 3: Area y volumen de cuerpos

Ve °
geometricos
NOMBRE CUERPO AREA VOLUMEN
CUBO 6a2 at
(hexaedro regular)
a
/|c
ORTOEDRO 2ab+2bc+2ac abc
(paralelepipedo recto a b
rectangular)
ah+bh+ch+dh+eh + 2A = Ah
PRISMARECTO Q\C h Ph+2A (A = area del poligono
(en la fig. un caso especial: P (P= perimetro del poligono basal)
prisma de base pentagonal) € - b basal)
2
CILINDRO @ h 2nrh+2nr nreh
h g 2 1
CONO nrg+mnr L r?h
r 3
ESFERA @ 4nr? %ms
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RESPUESTAS MINIENSAYOS

RESPUESTAS MINIENSAYO 1

RESPUESTAS MINIENSAYO 3

1.D 2.C 3.B 4. E 5.D 6.D 7.D 8.C 9.C 10. A
1.D 12.B 13.C 14.B 15.B 16. E 17.C 18.C 19.C 20.E
21.E 22.B 23.C 24.C 25.B 26.D 27.D 28.D 29.D 30.C
31.E 32.E 33.E 34.C 35.D 36.B 37.E 38.D

RESPUESTAS MINIENSAYO 2

1.D 2.D 3.E 4. E 5.B 6. A 7.B 8.A 9.D 10.D
11.A 12.C 13. E 14. E 15. A 16. D 17. E 18.D 19.C 20.D
21.D 22.C 23.A 24.A 25.E 26.C 27.B 28.B 29.D 30.B
31.E 32.C 33.C 34.C 35.B 36.B 37.C 38.C

1.C 2.C 3.E 4. E 5.E 6. E 7.D 8.C 9.E 10. E

11.D

12.B

13.B

14. E

15.B

16. C

17. A

18.C

19.C

20.A

21.E

22.C

23.B

RESPUESTAS MINIENSAYO 4

1.B 2. E 3.B 4.C 5.E 6. E 7.A 8.E 9.B 10. E

11.A

12. A

13.C

14.D

15.C

16. A

17.D

18.B

19.C

20.D

21.C

22.D
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CLASES CON CONTENIDOS Y
EJEMPLOS

Si quieres aprender mas, asiste a una clase virtual con el contenido de cada
capitulo siguiendo los links o leyendo con tu celular los cédigos QR que aqui te

presentamos.

Estos codigos corresponden al texto original (Cid, 2019) por lo que los numeros de
las paginas no coinciden con los presentados en este documento.

EJE NUMEROS

NUMEROS REALES

POTENCIAS Y RAICES

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-4/

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-1/

LOGARITMOS

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-2/

EJE ALGEBRAY FUNCIONES

OPERATORIA ALGEBRAICA

ECUACION Y FUNCION CUADRATICA

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-5/

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-7/
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FUNCIONES

TIPOS DE FUNCIONES Y FUNCION
INVERSA

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-8/

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-9/

DESIGUALDADES E INECUACIONES

PLANTEO DE PROBLEMAS

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-10/

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-6/

EJE GEOMETRIA

TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS

GEOMETRIA DE PROPORCION

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-11/

https://www.editorialcid.com/21-temas-capitulo-13/

VECTORES
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