Programa de Estudio Geometria 3D - 3° 0 4° medio @

Unidad 1: Representacion vectorial de situaciones y
fendmenos

Propésito de la unidad

Los estudiantes utilizan la representacion vectorial para describir situaciones y fendmenos de la vida
diaria, y comunican sus resultados de manera grafica y también algebraica. Asimismo, comprenden y
utilizan las propiedades de las operaciones con vectores, y aplican este conocimiento en la
representacion de isometrias y homotecias. También interpretan situaciones mediante ecuaciones
vectoriales y profundizan en el uso de los vectores. Algunas preguntas que pueden orientar esta unidad
son: ¢COmo se puede calcular y representar la direccidn del movimiento? ¢Qué implicancias tienen las
operaciones y propiedades de los vectores al describir un fenémeno?

Objetivos de Aprendizaje
OA 1.

Argumentar acerca de la validez de soluciones a situaciones que involucren isometrias y homotecias
en el plano, haciendo uso de vectores y de representaciones digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una misma
informacién puede ser utilizada segun el tipo de representacion.
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Actividad 1: Representar situaciones con vectores
PROPOSITO

Se espera que los jovenes recuerden lo que han estudiado hasta ahora de vectores y que profundicen
en algunas de sus caracteristicas esenciales. Trabajaran el concepto de vector, efectuaran operaciones
con vectores y escalares, y haran la representacion grafica, usando el plano cartesiano en 2D. Pueden
utilizar herramientas manuales y digitales para responder y representar la situacion cotidiana sobre
caminos. Estas actividades buscan ser un punto de partida para vincular el uso habitual de los vectores
—que se presenta de forma sistematica en la vida escolar— con un estudio mas profundo del dlgebra en
la educacion superior.

Objetivos de Aprendizaje

OA 1. Argumentar acerca de la validez de soluciones a situaciones que involucren isometrias y
homotecias en el plano, haciendo uso de vectores y de representaciones digitales.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una
misma informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacion.

Actitudes

e Aprovechar las herramientas disponibles para aprender y resolver problemas.

Duracién: 12 horas pedagdgicas

DESARROLLO

DESCRIBIR TRAYECTOS DE MANERA PRECISA

Para las siguientes actividades, los alumnos pueden utilizar el software GeoGebra. Para ello, crean una
cuenta en www.geogebra.org y generan una carpeta o “Portafolio Digital” para guardar y compartir
todos los trabajos o proyectos que hagan con este programa.

Entre los muchos atractivos turisticos de la ciudad de Valdivia, se puede cruzar caminando el puente
Pedro de Valdivia que conecta con la Isla Teja. Asimismo, hay varias rutas para recorrer caminando, y el
trayecto seguido dependera de las condiciones geograficas. También se puede navegar por el rio Calle
Calle en veleros, catamaranes, barcazas, entre otras embarcaciones. Cuando se navega, hay que
considerar que la velocidad del viento y la velocidad con que fluye el rio afectan a la embarcacién. A
partir de esa informacion, en los siguientes ejercicios se describird rutas en las que pueden influir o no
distintas fuerzas a la vez, usando vectores.
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Fig. 1: Ciudad de Valdivia, puente Pedro de Valdivia. (Fuente: Google Maps).

1. Una persona esta ubicada en un extremo del puente Pedro de Valdiviay r---------------------
desea cruzar hacia la isla Teja, écomo describirias el trayecto que debe 1 Conexion i
- i interdisciplinaria: i
segulr: i Educacién Ciudadana, i
a. ¢Hacia dénde debe moverse? ¢ Cudl es el sentido de su movimiento? ' OAa, 3°y 4° medio :
1 ’
b. ¢En qué direccién se debe mover? Haz la diferencia con la pregunta |
anterior.
c. ¢Cudnto se debe mover? ¢Cual es la distancia que debe recorrer? Si usas la opcidon de medir
distancia en la aplicacién de Google Maps, puedes obtener la longitud aproximada del puente.
d. Sisolo hubieses usado un nimero para describir el trayecto de la persona, éihabrias logrado ser

tan preciso? ¢ Cémo lo habrias hecho?

2. Observa el desplazamiento de una persona desde el punto A hasta el punto B. Construye un vector
usando GeoGebra, como se muestra en la siguiente figura.

200 B
150
100 u

50

Fig. 2: Vector en el plano cartesiano
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a. Indica las coordenadas del punto de origen y del punto extremo.

Tabla 1: Notaciones de un punto en el plano cartesiano

Notacidn Punto de origen o Punto extremo o
punto inicial punto terminal

P(a;b)
P(5)

b. Indica cual es el vector de desplazamiento.

Tabla 2: Notaciones de un vector en el plano cartesiano

Notacion Vector de desplazamiento

U= (uy; uy)
= ()
u=

U,

c. ¢Cudl es la diferencia entre los puntos y el vector? ¢Cual es la diferencia geométrica y en el

contexto, entre un punto y un vector?

3. Indica cémo se pueden obtener las coordenadas del vector de desplazamiento, usando las
coordenadas del punto origen y del extremo.

a. Prueba con otros casos puntuales para corroborar tu conjetura.
Copia el vector en otro lugar del plano cartesiano, respetando la direccién, el sentido y el
maddulo.

c. Vuelve a determinar, como hiciste antes, las coordenadas del nuevo vector, usando el punto de
partida y de llegada, équé obtuviste?

d. ¢éCémo se interpreta que dos vectores, cuyas coordenadas son iguales, puedan estar ubicados
en distintos lugares en el plano cartesiano? Explica también usando el contexto dado al inicio.

e. ¢Se puede afirmar que los vectores anteriores son iguales?
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4. Supdn que una persona, ademas de cruzar a la Isla Teja por el puente Pedro de Valdivia, decide
continuar caminando por la orilla del rio Calle Calle. Su trayectoria podria describirse mediante la
figura:

200
C =(140,170)
150

100 u

50

Fig. 2: Desplazamientos consecutivos en el plano cartesiano

a. Indica las coordenadas de los vectores Ui y .
b. Sipudierasir de A hasta C en linea recta, iqué camino seguirias? Marcalo en el grafico anterior.
c. ¢Qué vector describe el trayecto que seguirias? Llama al nuevo vector w.

5. Observa la figura y Usala como referente para explicar: écdmo podrias obtener las coordenadas del
vector W a partir de las coordenadas de los vectores U y ¥?

Fig. 3: Suma de vectores

a. ¢Como se resta dos vectores?
b. ¢Cudles serian las coordenadas del vector resultante?
c. ¢Cdédmo se interpreta la resta de dos vectores en este contexto?

6. Siuna persona, luego de cruzar el puente, decide caminar la misma distancia que ya habia recorrido
en el mismo sentido y direccién:
a. ¢A qué punto llegaria? Marcalo en el plano cartesiano anterior.
¢Qué vector podria describir el desplazamiento total del punto A al punto D?
c. Usando la figura como referente, determina las coordenadas del vector £ a partir de las
coordenadas del vector .
d. Prueba multiplicando por otros escalares al vector u. No todos enteros positivos.
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e. En GeoGebra, dibuja un vector cualquiera y, usando un deslizador, multiplica dicho vector por
un escalar cualquiera o usa el applet “Escalar por vector”.
f. Generaliza: ¢qué se obtiene al multiplicar un vector por un escalar?

REPRESENTAR DESPLAZAMIENTOS MEDIANTE VECTORES

1. Unapersonadesea cruzar un rio en un bote con motory llegar justo al frente de donde se encuentra.
Como se muestra en la figura, el bote debe ir del punto A al punto B.

Fig. 4: Puntos de partida y llegada al cruzar un rio

. . . . , m . .y
2. Si en el momento de cruzar, la corriente superficial del rio en ese lugar es de 2? en la direccién

suroeste, équé vector describe la velocidad del rio? Marcalo en la figura 4.

3. Considera que la rapidez del bote es de 7?.

a. Aproximadamente, ¢hacia donde deberia apuntar la proa del bote para que pueda llegar de A
hasta B, considerando la corriente del rio?
b. ¢Cual es el vector de la velocidad del bote? Marca un vector aproximado en la figura 4.

4. (Cual es el vector que muestra el curso real que seguiria el bote, dadas la corriente y la direccién de
la proa del bote? Bosqueja el vector en la figura 4.

5. Ubicando de forma conveniente el plano cartesiano, la situacion puede describirse como se muestra
en la figura 5.
a. ¢Cudles son las coordenadas del vector 14? Completa:

()

b. éQué representa 8 en el contexto estudiado?
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c. ¢Cudles son las coordenadas del vector ¥ en términos de 8? Completa:

() B

d. ¢éQué relacion geométrica se da entre los vectores U, ¥y w?

Fig. 5: Vectores en el plano cartesiano

6. Plantea las ecuaciones para obtener de la igualdad:

( 0 ) B (—2) N 7 cos(8)
7sen(8))  \ 0 7sen(0)
a. Resuelve y determina el valor de 6.

Responde nuevamente: ¢ hacia dénde deberia apuntar la proa del bote para que pueda llegar desde
A hasta B, considerando la corriente del rio?

ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Sesugiere que, para tratar el médulo de un vector, se mida directamente la longitud del vector o se
use el teorema de Pitagoras.

2. Cabe notar que tiene sentido hablar sobre velocidad en este contexto. Se sugiere especificar a los
alumnos las diferencias técnicas entre las palabras rapidez (relacién entre distancia y tiempo) y
velocidad (relacién entre distancia y tiempo que tiene una direccién). Destaque que habitualmente
no se hace esta diferencia en lenguaje comun, pero hay que hacerla en términos matematicos y
fisicos.

3. Se recomienda evidenciar que uno de los aspectos esenciales del trabajo con vectores es la
diferencia entre un punto y un vector, lo cual generalmente confunde a los estudiantes debido a las
similitudes en la notacidn algebraica. Para ello, se introduce la notacién vertical de un vector. Por
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ejemplo, U = (_51) que debe distinguirse del punto A = (5; —1). Del mismo modo, se debe aclarar
el significado y las notaciones para un vector, un rayo o un segmento.

4. Luego analizan un vector que puede tener origen en el centro del plano cartesiano o fuera de él, y
concluyen que un vector se define seglin su punto de origen y su punto extremo, y no solo por el
primero de ellos. Conviene que reflexionen sobre las diferencias entre un vector, un rayo y un
segmento.

5. En cuanto a la suma de vectores, se recomienda plantearla primero de forma grafica para concluir
desde aqui hacia la forma algebraica, y hacer lo mismo para el caso del producto entre un vectory
un escalar.

6. También se sugiere que sepan diferenciar cudando un vector ya no se usa para representar
desplazamientos, sino velocidades. Conviene ubicar el plano cartesiano a conveniencia, de modo
gue no coincida con los puntos cardinales. En este caso, la idea es que dos de los tres vectores
involucrados coincidan con los ejes del plano; asi, toda la atencidn se centra en un solo vector y en
la necesidad de determinar sus componentes.

7. Cabe recordar cémo se vinculan las razones trigonométricas con las medidas de los lados de un
triangulo rectangulo. Ademas, es importante considerar que la medida de la hipotenusa en el
tridngulo rectangulo corresponde al médulo del vector ¥ o la velocidad del bote, como se muestra
en la siguiente figura:

7 sen(B)

w
PO

;
7 cos(8)
8. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:
e Representan situaciones de movimiento, utilizando vectores y operatoria entre ellos de forma
pictdrica y simbdlica.

e Relacionan medidas angulares, la direccién del vector y el desplazamiento, utilizando el modelo
vectorial.
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RECURSOS Y SITIOS WEB
Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores

- GeoGebra online
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.geogebra.org/classic?lang=es

- Razones trigonométricas para usar en las componentes vertical y horizontal de un vector
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://jorgefernandezherce.es/proyectos/angulo/temas/te
man/index.html

- Google Maps
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.google.cl/maps/preview
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Actividad 2: Aplicar homotecias en obras de arte
PROPOSITO

Se espera que los estudiantes profundicen en el estudio de la homotecia vectorial, iniciada en 1° Medio.
En esta oportunidad, se buscara generalizar la homotecia para un valor cualquiera de factor de
homotecia, relacionando y, a la vez, diferenciando entre producto de vector por escalar y la homotecia
aplicada a un punto o una figura. Para esto, trabajan colaborativamente en la resolucién de problemas
y usan la homotecia vectorial para comprender cdmo la emplearon los pintores renacentistas para
mejorar su trabajo, a partir de la masificacion de la cdAmara oscura.

Objetivos de Aprendizaje

OA 1. Argumentar acerca de la validez de soluciones a situaciones que involucren isometrias y
homotecias en el plano, haciendo uso de vectores y de representaciones digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una misma
informacién puede ser utilizada segun el tipo de representacion.

Actitudes

e Trabajar colaborativamente en la generacion, desarrollo y gestidn de proyectos y la resolucién de
problemas, integrando las diferentes ideas y puntos de vista.

Duracion: 12 horas pedagdgicas

DESARROLLO
APLICAR HOMOTECIAS Y ANALIZAR LOS RESULTADOS

Se sugiere que trabajen las siguientes actividades en grupos. Podrdn utilizar el software GeoGebra.
Tienen que crear una cuenta en www.geogebra.org y generar una carpeta o “Portafolio Digital” para
guardar y compartir todos los trabajos o proyectos realizados con este programa.

1. Dibujen tres puntos cualesquiera en el plano cartesiano. Identifiquen sus coordenadas y luego
Unanlos, formando un poligono:
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2. Ahora dibujen un vector cualquiera en el plano cartesiano. Nombren 4 al vector.
a. ¢Cudl es el origen y el extremo del vector? Discutan en el grupo y respondan.
b. Completen con las coordenadas del vector:

()

3. Apliquen el vector i al punto A. Es decir, copien U desde A.
a. ¢Qué tipo de movimiento en el plano han realizado sobre A? Discutan y respondan.
b. Apliquen también el vector i sobre los demas vértices y luego unan las imagenes de los vértices
A, By C, formando un poligono.
éComo es la nueva figura obtenida con las imagenes del tridngulo? Discutan y respondan.
d. ¢éQué tipo de movimiento se aplico a la figura inicial? Discutan y respondan.

o

4. Dibujen un punto en el plano cartesiano 0, que se usara como centro de la homotecia.
a. Dibujen el vector ¥ que va desde O hasta A.
b. Desde 0, pasando por A4, dibujen el vector 27. Se dira que el factor de homotecia es k = 2.
c. Indigquen las coordenadas de A’ luego de aplicar la homotecia de centro O y factor de
homotecia 2.

5. Repitan todos los pasos anteriores con los demas vértices del tridngulo.
a. Unan los puntos imagenes, écdmo es la figura que se ha obtenido? Discutan y respondan.
b. Comparen este movimiento en el plano con la traslacién aplicada anteriormente. Senalen las
semejanzas y diferencias.

6. Completen la tabla para determinar cdmo podrian obtenerse las coordenadas de los puntos
imagenes, sin necesidad de contar con la representacion en el plano cartesiano.

Tabla 1: Puntos imagenes a partir de aplicar la homotecia

. Punto Vector ponderado  Vértice figura Vértice
Origen vector Coordenadas , .
extremo por la razéon de imagen
Punto O vector -
vector homotecia
o(;) AC ;) 17=<) k17=(> AC ;) AC ;)
0( ;) B( ;) W=<) kW=() B( ;) B'( ;)
o( ;) cC ;) 5=<> kﬁ=() cC ;) c'C ;)

7. Busquen una forma de obtener los vértices imagen a partir de la primera y la cuarta columnas de
la tabla anterior. Analicen y comenten su procedimiento.

8. Ahora construyan un applet usando alguna herramienta digital para trabajar la homotecia. Creen
un deslizador que permita hacer variar el parametro k (factor de homotecia). El rango para el factor
de homotecia puede definirse entre — 10y 10 con un incremento decimal de 0,1.
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a. Analicenelcasok > 1:

- ¢Cudles son las coordenadas de los vectores u’, v’ y w’? Expliquen.
- ¢Cudl es la direccion y el sentido de estos vectores? Comparenlas con la direccion y el sentido
de los vectores U, U y W, respectivamente.
s 7 - 7 - 7 7
- ¢Cudl es el médulo de los vectores u’/, v’ y w'? Compdrenlas con los mddulos de los vectores
U, U y W mediante un cociente, respectivamente.
- Describan en términos generales la figura imagen respecto de la figura inicial.

b. Para los siguientes casos, analicen y respondan las mismas preguntas que en a. Utilicen el
applet construido.

- Casok=1

- Caso0<k<1

- Casok< -1

- Casok =-1

- Caso—1<k<0

- Casok=0

EL CONCEPTO DE HOMOTECIA EN EL ARTE

Se sugiere que trabajen las siguientes actividades en grupos.

1 ., 1

1. ¢Cémo creen que algunos artistas del Renacimiento lograban conseguir | onexion i
- o

tal perfeccidn en sus obras de arte? Discutan en el grupo y redacten su ! Z\tterdgzzlmana. :

. . . s rtes !

mejor aproximacion para contestar la pregunta. | ’ [

) P P pree i 3°y 4° medio !

Fig. 1: “La lechera”. Obra de Johannes Vermeer, 1660.

a. Sialn no existia la fotografia, écomo pudo Johannes Vermeer retratar con tanta exactitud esta
escena llamada “La lechera”? Discutan en el grupo y redacten su mejor aproximacién para
contestar la pregunta.

b. ¢Tendrian ciertos artistas del Renacimiento alguna técnica para retratar el momento y luego
pintarlo, sin hacer que los retratados tuvieran que pasar horas estaticos? éQué creen que
hacian? Investiguen en la web y discutan en el grupo, segun las fuentes a las que accedieron.
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2. Simplificando un poco la realidad para poder estudiarla mas facilmente, supongamos que un artista
desea pintar algo muy simple, solo en dos dimensiones, como un palito de fésforo.

a.

Se puede ilustrar una simplificacion de la cdmara oscura mediante un dispositivo como el de la
figura 2.

Fig. 2: Simplificacién de camara oscura. Fésforo, diafragma y pantalla de proyeccién.

Rehagan la imagen anterior, usando vectores en el plano cartesiano. Analicen cuidadosamente
los pasos a seguir y lleguen a un consenso.
Ubiquen el origen del plano cartesiano en el orificio del diafragma.

Usen un vector f para representar la posicion del fésforo, considerando la cabeza del fosforo

como el sentido del vector. Indiquen el médulo del vector f

Usen vectores para representar cémo se puede ver el fésforo desde el orificio del diafragma (se
considera que el fosforo emite su propia luz). Sefialen claramente el sentido de los vectores.
Remarquen los dos vectores del diafragma a los extremos del fésforo (i y ¥). Indiquen sus
coordenadas. ¢Cémo ha resultado la tarea hasta aqui?

Revisen los pasos que dieron, expliquen el proceso dentro del grupo y evalten la pertinencia de
cada paso; mejoren la estrategia cuando sea posible.

¢Cémo serd la imagen del fésforo proyectada en la pantalla? Compdrenla con la imagen real
del fésforo.

— —
Usen dos vectores, u' y v’, para representar como atraviesa la luz por el orificio del diafragma
hasta la pantalla de proyeccidn. Indiquen sus coordenadas.

3. Discutan en el grupo y argumenten por qué esta situacién corresponde a una homotecia vectorial.

a.

b.
C.
d

Sefialen dénde se ubica, idealmente, el centro de homotecia y cudles son sus coordenadas.
¢Cudl es el valor del factor de homotecia? Expliquen cdmo determinaron este valor.

El signo del factor de homotecia, ¢ coincide con la posicidn de laimagen proyectada del fésforo?
Dibujen un vector p para representar la imagen del fésforo, e indiquen médulo, direccién,
sentido y sus coordenadas.

Determinen las coordenadas de p, usando una estrategia algebraica que involucre el factor de
la homotecia y otros vectores conocidos en el problema.
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4. (Existe alguna distancia al diafragma en la que se podria ubicar el fésforo para obtener una imagen

que sea la cuarta parte su longitud (original)? Analicen y determinen las coordenadas de fy de p,
de ser posible.

a. ¢Se podria cumplir que f = p? ¢Como explicarian esto al grupo?
b. ¢éSe podria cumplir que f = —1p? éCémo explicarian esto al grupo?

5. Volviendo a los pintores del Renacimiento que usaron esta técnica:
a. ¢Cémo eran las imagenes que debian pintar en relacién con las imagenes reales? Expliquen.
b. ¢Qué debian hacer con el cuadro (en relacidn con la posicion de las imagenes contenidas en el
retrato) para poder exhibirlo? Expliquen.
¢Qué creen que pasaria con laimagen proyectada si el orificio del diafragma fuera muy grande?
d. ¢En qué condiciones podrian haber obtenido un retrato a tamafio real? Analicen y expliquen.

o

ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Sesugiere recordar que ya vieron la homotecia en 1° Medio. Ahora se incorpora el plano cartesiano
como medio para conocer el sentido, la direccidon y la magnitud de vectores que representan
situaciones reales.

2. Se recomienda comenzar usando los vectores para trasladar un punto ubicado en el plano
cartesiano, y seguir luego con la traslacidn de un poligono. Esto serd el punto de partida para llegar
a la homotecia con vectores, que tiene otras particularidades.

3. En cuanto a la homotecia, se sugiere relacionar adecuadamente conceptos como el factor de
homotecia y de centro de homotecia, en el contexto de las coordenadas del plano cartesiano y el
uso de vectores. Hay que destacar la diferencia entre el producto de un escalar por un vector y la
homotecia, dado que el primero es un paso para obtener la homotecia y no la homotecia en si
misma.

4. Se busca generalizar para distintos valores de la razon de homotecia, determinando qué ocurre con
la figura homotética en relacidn con la figura original. Los alumnos se apoyan en la construccion de
un applet GeoGebra para probar con varios casos.

5. Respecto de la homotecia en el contexto del arte, se sugiere simplificar la situacién a un caso
abordable en 2D. Consiste en emplear una cdmara oscura de la época del Renacimiento, con la que
algunos artistas podian retratar una escena real de forma mas exacta al “tomar una fotografia”. Sin
embargo, la fotografia aparecia invertida y esto implicaba cambiar la imagen presentada como
pintura.
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6. Para el buen desarrollo de la actividad, tienen que acordar como se representard la situacion
simplificada en el plano y qué vectores se empleard, como se muestra en la siguiente imagen:

7. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:
e Representan situaciones de movimiento, utilizando vectores y operatoria entre ellos de forma
pictdrica y simbdlica.
e Relacionan isometrias y homotecias con vectores para describir y dar soluciones a una situacién
en forma simplificada.

RECURSOS Y SITIOS WEB
Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores

- GeoGebra online
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.geogebra.org/classic?lang=es

- Pasos para construir una camara oscura
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.youtube.com/watch?v=2_zzOxJW-LO
https://www.curriculumnacional.cl/link/http://experimentodefisica-valentina.blogspot.com/
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Actividad 3: Transitar de 2D a 3D por medio de ecuaciones y vectores
PROPOSITO

Se espera que los estudiantes vinculen el estudio de los vectores con las ecuaciones de rectas, que ya
trabajaron en cursos anteriores. Ahora se presentard los vectores como una herramienta muy atil para
determinar la ecuacién de una recta, usando un punto y un vector, y diferenciando respecto de coémo
lo hacian antes: con dos puntos de la recta o punto y pendiente. Al determinar la ecuacién de una recta
de este modo, se introduce el concepto de ecuaciones vectoriales, que se usan en variados contextos.
Es la oportunidad de permitir que los alumnos se enfrenten libremente a la forma de representar y
resolver el problema, utilizando las herramientas matematicas que consideren necesarias.

Objetivos de Aprendizaje

OA 1. Argumentar acerca de la validez de soluciones a situaciones que involucren isometrias y
homotecias en el plano, haciendo uso de vectores y de representaciones digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una
misma informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacion.

Actitudes

e Aprovechar las herramientas disponibles para aprender y resolver problemas.

Duracioén: 18 horas pedagdgicas

DESARROLLO
RECTAS POR MEDIO DE UN VECTOR

Pueden usar utilizar el software GeoGebra para las siguientes actividades; recuerden guardar y
compartir todos los trabajos o proyectos realizados en una carpeta o “portafolio digital”.

1. Dibuja un vector d que parta desde el origen del plano cartesiano y cuyo punto terminal sea el
punto A.
a. ¢Cudles son las componentes del vector a ?

()

b. Compara las componentes de d con las coordenadas de A.
c. Elvector a se llama vector posicidn de A; épor qué crees que recibe este nombre?
d. ¢Existe otro vector posicién de A distinto al vector a? ¢Cudl? ¢ Cémo lo encontraste?
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o
2. Dibuja un vector b cualquiera en el plano cartesiano anterior, que sea distinto al vector d.
a. ¢Cuadles son las componentes del vector b?

()

b. ¢Puedes trazar alguna recta que pase por el punto A y que contenga al vector b? éExiste dicha
recta?

c. Traza una recta L que pase por el punto A y que tenga la misma direccion que el vector b.

N
éSe puede afirmar que la recta L y el vector b tienen el mismo sentido? Explica a tu compariero
como argumentas tu respuesta.

3. Considera solo la grafica para responder:
a. ¢Se puede determinar siempre una recta, conocido un punto de ella y que tenga la misma
direccion que un vector dado?
b. ¢Como se podria obtener la ecuacién de dicha recta con la misma informacién? Conjetura.

LA ECUACION VECTORIAL

1. En GeoGebra, dibuja el punto A4, el vector de posicién d, el vector b ylarecta L.

2. Desde A copia el vector b. En GeoGebra lo puedes arrastrar facilmente.
a. ¢Cuales son ahora las coordenadas del punto inicial y del punto terminal de b?

Tabla 1: Componentes y coordenadas del vector b

de I Coordenadas Punto Coordenadas Punto
Componentes de inicial de b terminal de b
5=< ) AC 5 ) (5 )

b. Dibuja el vector posicién ¢; del punto C;.
c. ¢Cudl es la relacidn matemdtica que existe entre los vectores d, b y ¢;? ¢éCémo se puede obtener
— . - 7
el vector ¢; a partir de los vectores a y b?
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3. Desde A copia el vector 2b.
a. ¢Cuadles son las coordenadas del punto inicial y del punto terminal de 2b?

Tabla 2: Componentes y coordenadas del vector 2b

d 21_9, Coordenadas Punto Coordenadas Punto
Componentes de inicial de 2b terminal de 25
2b=() AC 5 ) C( 5 )

b. Dibuja el vector posicidn ¢, del punto C,.
c. ¢Cual es la relacién matemdtica que existe entre los vectores d, 2b y ¢;? ¢Cémo se puede
obtener el vector ¢, a partir de los vectores d y 2b?

4. Desde A copia el vector —b.
a. ¢Cudles son las coordenadas del punto inicial y del punto terminal de —b?

-

Tabla 3: Componentes y coordenadas del vector —b

de -3 Coordenadas Punto Coordenadas Punto
Componentes de — inicial de —b terminal de —b
—5=(> AC ;) CG( ;)

b. Dibuja el vector posicién c3 del punto Cs.
o
c. ¢Cual es la relaciéon matematica que existe entre los vectores d, b y c3? éCémo se puede obtener

~
el vector ¢; a partir de los vectores d y b? Explica tu procedimiento a tu compafiero, destacando
los pasos que te parecen mds importantes o que se puede volver a usar en otros casos.

5. Generaliza: icdmo se obtiene el vector de posicidon de un punto cualquiera sobre la recta, a partir
N -
de los vectoresay b?

a. Completa:

ay
Il
+

b. ¢Qué diferencia hay entre un punto de esta recta y la posiciéon vectorial de dicho punto en la
recta? Explica.

6. Usando la ecuacion anterior (llamada ecuacidn vectorial), écomo puedes obtener las coordenadas
de un punto cualquiera sobre la recta? Justifica.

7. Prueba dando valores especificos a k.
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ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Note que aqui el estudiante caracterizara una recta en el plano cartesiano, a partir de un punto de
la recta y un vector con la misma direccidn. Dado que la ecuacion de la recta esta dada en términos
de vectores y no de puntos en el plano, surge el concepto de ecuacidn vectorial de una recta.

2. Se sugiere apoyarlos para que diferencien el vector posicién con el punto terminal, dado que hay
coincidencia en términos numéricos. Son objetos geométricos diferentes y la notacion puede
ayudar a la comprensién: en el caso del punto las coordenadas, se escriben como A(x;y) y en el

caso del vector, las componentes se escriben como a = (;)

3. Paraestablecer la diferencia entre direccién y sentido, se sugiere repasar la definiciéon de vector. Un
esquema que puede ayudar es:

Sentido

a\ Direccion

5. También se requiere comprender que una recta no tiene sentido, por lo que se puede comparar
con un vector solo considerando la direccion.
6. En la segunda parte, se sugiere usar GeoGebra para visualizar de forma rapida muchos casos de

“kb”; incluso se puede construir un applet en GeoGebra, implementando un deslizador para k. Si
no se cuenta con el software, la actividad se puede hacer perfectamente, solo que la cantidad de
casos (valores distintos de k) que pruebe cada alumno sera mucho mas limitada.

7. Enel punto (5), se espera que completen con la expresién ¢ = a + kb ,donde k € R.

8. Se sugiere enfatizar que la ecuacion vectorial corresponde a (;) = (‘;1) +k (Zz). Después de
1 2
determinar la ecuacion vectorial, se puede usar para establecer un punto especifico perteneciente
a larecta.

9. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:

e Representan situaciones de movimiento, utilizando vectores y operatoria entre ellos de forma
pictdrica y simbdlica.

e Relacionan medidas angulares, la direccién del vector y el desplazamiento, utilizando el modelo
vectorial.
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RECURSOS Y SITIOS WEB
Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores

- GeoGebra online
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.geogebra.org/classic?lang=es

- Tutorial y explicacidon de cdmo obtener una ecuacidn vectorial, dado un punto y un vector
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.youtube.com/watch?v=RV3TFyVrYBs
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Actividad 4: Las ecuaciones vectoriales y los fendmenos de la naturaleza
PROPOSITO

Se espera que los estudiantes apliquen los vectores en un contexto simplificado y, especificamente, las
ecuaciones vectoriales. Principalmente, se busca que valoren la ecuacidn vectorial por su aporte para
entender fendmenos de la naturaleza que pudieron haber estudiado en otras asignaturas, pero que, en
este caso, se generalizan matematicamente. Para esto, hay que fomentar un trabajo colaborativo,
considerando las habilidades y experticia de cada integrante del grupo. Ademas, se pretende que
experimenten como, a medida que se modifica, agrega o quita variables de la realidad, se puede
simplificar el modelo matematico obtenido o aumentar su complejidad.

Objetivos de Aprendizaje

OA 1. Argumentar acerca de la validez de soluciones a situaciones que involucren isometrias y
homotecias en el plano, haciendo uso de vectores y de representaciones digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cémo una
misma informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacion.

Actitudes

e Trabajar colaborativamente en la generacién, desarrollo y gestion de proyectos y la
resolucién de problemas, integrando las diferentes ideas y puntos de vista.

Duracion: 12 horas pedagdgicas

DESARROLLO
DETERMINANDO UNA ECUACION VECTORIAL SEGUN UN PRIMER MODELO

Trabajan en grupos con un computador, usando Geogebra; recuerden guardar y compartir todos los
trabajos o proyectos realizados en una carpeta o “portafolio digital”.
1. Comparte con tus compafieros de grupo las respuestas a las siguientes preguntas:
a. ¢Sabias que algunas estrellas que puedes ver en una noche podrian haberse extinguido?
b. ¢Sabias que la posicidn en la que tu ves una estrella no es exactamente la posicion en la que se
encuentra?
c. ¢Y que esta variacion depende de las capas de la atmdsfera y, principalmente, de un fendmeno
llamado refraccién?

2. Lee a tus companferos de grupo la siguiente informacion: “El cambio de direccién y velocidad que
experimenta una onda al pasar de un medio a otro se debe al fendmeno de la refraccién, si cada
medio tiene distinto indice refractivo. Esto ocurre solo si la onda incide oblicuamente sobre la
superficie de separacion de los dos medios. Este fendmeno se puede observar a pequefia escala,
como ocurre al sumergir una parte de una bombilla (pajilla) en un vaso con agua, o al mirar las
estrellas y creer que estan en cierta posicion, cuando en realidad no lo estan”.
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¢Cémo responderias ahora las preguntas anteriores?

¢Te aporta de alguna manera el parrafo anterior para cambiar tus respuestas?
¢Te ayuda a justificar tus respuestas?

équé es el indice de refraccidon y qué mide?

o o0 oo

3. Consideren ahora un supuesto de primer modelo: En nuestro planeta ocurren iteradas refracciones
de la luz en el aire, debido al aumento del indice de refraccién con la densidad del aire —lo cual
conlleva un cambio continuo de la direccion del vector de la luz—; en este caso, se simplifica el
modelo geométrico y fisico con el supuesto de que no se haga refraccién alguna. Consideren que el
rayo de luz de una estrella llega a un lugar especifico en la Tierra, donde esta parado un observador
(punto P). La situacion se representa en la figura 1.

a. Incluye un plano cartesiano en la figura. ¢ Te ayuda en algo? éPor qué?
b. ¢En qué punto conviene ubicar el origen del plano cartesiano?

c. Discutan en el grupo y argumenten su decision.

Fig. 1: Esquema primer modelo simplificado

4. Supongan que hay 45° de inclinacidn entre la recta vertical (respecto de la Tierra) y el rayo de luz, y
que la estrella E estd a una gran altura respecto de nuestro planeta.
a. Alno contar con lainformacidn exacta de la ubicacidn de la estrella, écomo podrian determinar
la ecuacidn de la recta recién dibujada?
b. ¢Qué estrategias podrian seguir? Discutan en el grupo y redacten su mejor aproximacién para
contestar las preguntas.

5. ¢éPodrian determinar la ecuacién vectorial de este rayo? ¢ Con qué datos necesitan contar? Discutan

en el grupo.

a. ¢Qué punto conocen que pase por el rayo de luz? Indiquen sus coordenadas.

b. Segun su modelo grafico, écudl es el vector posicidn para este punto que conocen? Expliquen
de forma visual lo que se esta haciendo.

c. Determinen las componentes de un vector director € del rayo de la luz, considerando la
inclinacion de 45°.

d. Usando el vector posicion de P y el vector director, escriban la ecuacion vectorial del rayo de
luz de esta estrella.

e. Expliquen como se interpreta la ecuacion obtenida en el contexto del modelo. Anoten sus
conclusiones.
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DETERMINANDO ECUACIONES VECTORIALES SEGUN UN SEGUNDO MODELO
Se sugiere que trabajen en grupo las siguientes actividades.

Suposicién segundo modelo: En lugar de iteradas refracciones de la luz en el aire, se simplifica el modelo
geométrico y fisico con el supuesto de que se haga una sola refraccion.

1. Observen la figura 2. En ella se muestra cdmo el rayo de luz incidente de una estrella sufre un
cambio de posicidn al refractarse una vez, debido al aumento del indice de refracciéon con la
densidad del aire.

Fig. 2: Esquema segundo modelo simplificado (No a escala)

El dngulo a es el dangulo entre el rayo incidente (azul) en la capa del aire y la perpendicular (linea
punteada en rojo). El angulo 8 es el angulo entre el rayo refractado (verde) y la perpendicular.

En este modelo, se considerara que @ = 45°y que f = 44,98°.

2. Dibujen nuevamente el esquema anterior, ahora en un plano cartesiano.
a. ¢Dénde consideran mas adecuado ubicar el origen del plano cartesiano? Argumenten su
decision.
¢Cémo se interpreta el punto R en este contexto? Discutan en el grupo y respondan.
Determinen el vector director de ambos rayos.
d. Comparen con otros grupos de trabajo y analicen las diferencias y similitudes que pueda haber
en los vectores directores, si el plano cartesiano tiene el origen en un punto distinto al que
ustedes eligieron.

o

3. Consideren que la refraccion ocurre a 5 km de altura y a 2 km horizontalmente, desde donde se
ha ubicado el observador.

a. ¢Cuadles son las coordenadas del punto R? Discutan en el grupo y respondan.
b. ¢éCudl es el vector posicién del punto R? Discutan y respondan.
c. ¢Cuadl es la ecuacidn vectorial de los rayos del modelo? Discutan y respondan.
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4. Las ecuaciones son muy similares entre si, ¢a qué se debe? Expliquen.
a. En el contexto, éa qué se debe especificamente la diferencia en ambas ecuaciones? Discutan y

respondan.

b. Matematicamente, icomo se observa la diferencia entre ambas ecuaciones en el grafico?
Expliquen.

5. Supongan que una estrella estd ubicadaad = 6 000 000 000 km aproximadamente respecto
del punto R.

a. ¢Cémo variarian las ecuaciones vectoriales obtenidas anteriormente? Discutan y respondan.
b. De acuerdo con el contexto del problema, ¢cudl seria la posicidn en la que un observador veria
dicha estrella? Discutan y respondan.

ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. La propuesta de esta actividad se centra en que apliquen las ecuaciones vectoriales para modelar
un fendmeno de la naturaleza. Ademas, se propone que los estudiantes transiten de una situacion
muy simplificada a una mds compleja para que noten que un fendmeno se puede abordar de ese
modo y no se requiere estudiarlo de inmediato con todas las variables interactuando.

2. El modelo propuesto estda muy simplificado para que los alumnos puedan centrarse en determinar
la ecuacidn vectorial de forma sencilla, pero con sentido. Después se afiade algo de dificultad, pero
de todos modos muy por debajo del fenédmeno real. Como se ha adaptado las consideraciones
fisicas del contexto, puede ser un desafio continuar con una discusién mds profunda al respecto en
las préximas clases.

3. Aunque se muestra un camino para determinar uno de los angulos, usando el indice de refraccidn,
se sugiere dar los valores de los dos dngulos involucrados; en todo caso, el profesor decide qué nivel
de profundidad propiciara en clases y cuanto es lo que se puede pedir sobre el tema de refraccién,
incluyendo o simplificando el sentido fisico que tiene o desarrollando otros problemas.

4. Eluso del plano cartesiano es fundamental, ya que es el camino para expresar las ecuaciones de las
rectas buscadas en su forma vectorial. Se propone que los jévenes discutan sobre la mejor opcion
para ubicar el plano, pero de todos modos conviene que lleguen a consensos.

5. En el caso del segundo modelo, se puede hacer una variante y pedirles que determinen la medida
del angulo 8, usando informacién sobre el indice de refraccion; ello da una orientacidn mas fisica al

. T Ly .,  sina
estudio del modelo. El indice n de refraccién se representa por la expresiéon prmy n.Conn =

sin45° °
Toooz POT lo que § = 44,98°.

1,0002 y un dngulo a = 45° del rayo incidente, se calcula sin§ =

6. A medida que el modelo real se torna mds complejo, se puede usar GeoGebra para comprender
graficamente la situacidn. Ademds, la herramienta de vectores permite trabajar con las
componentes y compararlas.

7. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:
e Representan situaciones de movimiento, utilizando vectores y operatoria entre ellos de forma
pictdrica y simbdlica.
e Relacionan medidas angulares, la direccidn del vector y el desplazamiento, utilizando el modelo
vectorial.
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RECURSOS Y SITIOS WEB

Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores

- GeoGebra enlinea
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.geogebra.org/classic?lang=es

- Para profundizar en el estudio de la refraccién
https://www.curriculumnacional.cl/link/http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/ondas/snell/snell.htm
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Actividad de Evaluacion

Objetivos de Aprendizaje Indicadores de evaluacion

q q e Representan situaciones de movimiento
OA 1. Argumentar acerca de la validez de soluciones P !

a situaciones que involucren isometrias vy utilizando vectores y operatoria entre
homotecias en el plano, haciendo uso de vectores y ellos de forma pictdrica y simbdlica.
de representaciones digitales. e Relacionan medidas angulares, la

direccion del vector y el desplazamiento,
utilizando el modelo vectorial.
e Relacionan isometrias y homotecias con

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera
colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma
manual como digital, y justificar cémo una misma
informaciéon puede ser utilizada segun el tipo de
representacion.

vectores para describir y dar soluciones a
una situacion en forma simplificada.

Duracidn: 6 horas pedagdgicas

Se puede usar las siguientes actividades como ejemplos de evaluaciones para la unidad 1, cada una por
si misma o en conjunto. Se sugiere delimitar la evaluacion segun el contexto y el tiempo disponible.

VECTORES, OPERACIONES CON VECTORES Y COMPONENTES

1. Encontrar coordenadas de vectores de forma grafica y algebraica:

a. Encuentra las coordenadas del vector E, cuyo punto inicial es (12; 50) y su punto terminal es
(—24;-25).

b. Sielvector¢ = (_82) tiene como punto inicial (0; 8), écudles son las coordenadas del punto

terminal? Explica cdmo respondes a esta pregunta, argumentando con tus conocimientos previos.
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c. ¢Cudles son las coordenadas de los vectores graficados en el plano cartesiano? Explica.

1
N

1
o
~
w

2. Encontrary representar los siguientes vectores:
a. v+w;da+iu;v—w
b. 2u;—a;2(w —a)

3. Determinar las componentes de los vectores en los ejes cartesianos:
a. Sise conoce la longitud (médulo) de un vector p y su direccion 6 respecto del eje X, écomo se
expresa el vector p en sus componentes?
b. Escribe lo anterior en términos de sus componentes en el eje X y en el eje Y.

REFLEXION USANDO VECTORES Y COMPARACION CON LA HOMOTECIA VECTORIAL
1. Enelplano cartesiano, dibuja un triangulo de vértices A(1; 2), B(3;0) y C(—1; —1) y luego refléjalo
segln la recta x = 4.

2. En el plano cartesiano anterior, dibuja el vector de menor médulo posible que parta de un punto

sobre larecta x = 4 y cuyo punto terminal llegue al vértice A. Nombra 1 al vector

a. De manera anéloga, dibuja los vectores ¥ y w que lleguen a los puntos B y C, respectivamente.

b. En el mismo plano, dibuja ahora los vectores —u, —v y —w.

c. Sefiala una forma de obtener una figura que sea reflejo de otra, usando vectores. Argumenta
con un dibujo y luego de forma simbdlica, utilizando proposiciones sobre vectores.

d. ¢éCémo son entre si los vectores que van desde la recta hacia cada vértice? ¢ Cual es el factor por
el cual se multiplica cada vector para obtener el punto imagen o punto homdlogo?

e. ¢Desde dénde (qué punto) parte cada vector usado para hacer la reflexion? Sefiala.

3. Aplica una homotecia al tridngulo AABC, con factor de homotecia k = —1 y con centro de
homotecia en el punto que estimes conveniente.
a. A partir de las respuestas anteriores, compara la reflexién, usando vectores con la homotecia
de una figura. ¢Cuales son las similitudes y las diferencias? Responde con un dibujo
ejemplificador.
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b. Sefiala una diferencia relevante entre una transformacion isométrica, como la reflexidén, y la
homotecia vectorial. Argumenta apoyandote en esquemas y ejemplos utilizados anteriormente.

4. En el plano cartesiano anterior, dibuja el vector de menor médulo posible que parta de un punto

sobre la recta x = 4 y cuyo punto terminal llegue al vértice A. Nombra al vector .

a. De manera andloga, dibuja los vectores ¥ y w que lleguen a los puntos B y C, respectivamente.

b. En el mismo plano, dibuja ahora los vectores —ui, =V y —w.

c. Seiala una forma de obtener una figura que sea reflejo de otra, usando vectores. Explica a tu
companero el argumento que usaste en este caso o mediante dibujos.

d. ¢Cémo son entre si los vectores que van desde la recta a cada vértice? ¢Cudl es el factor por el
cual se multiplica cada vector para obtener el punto imagen o punto homdlogo? Explica a tu
companero y redacten una explicacidon consensuada.

e. ¢Desde dénde (qué punto) parte cada vector usado para hacer la reflexién?

5. Aplica una homotecia al tridngulo AABC, con factor de homotecia k = —1 y con centro de
homotecia en el punto que estimes conveniente.
a. A partir de las respuestas anteriores, compara la reflexidon, usando vectores con la homotecia
de una figura. ¢ Cudles son las similitudes y las diferencias?
b. Sefiala una diferencia relevante entre una transformacién isométrica, como la reflexién, y la
homotecia vectorial.

VECTORES Y SUS COMPONENTES EN LOS EJES DEL PLANO CARTESIANO.
1. Un avion se encuentra volando a una altura de 10 000 metros. En un tramo, la velocidad del viento

km . ., ., . km
esde 887 en direccidon noreste de 30°. A esa altura, el avidn va a una velocidad de 850 - respecto

del aire. La direccidn del avidn es 45° noreste.

a. Dibujen la situacidon anterior en un plano cartesiano, indicando los vectores asociados a la
velocidad del viento y a la velocidad del avién.

b. ¢Qué creen que significa que la velocidad del avidon es respecto del aire? ¢ Por qué no es respecto
de la tierra? ¢ Cual seria la diferencia? Discutan en el grupo y respondan.

c. Expresen los vectores de las velocidades en forma de sus componentes en el eje X y en el eje
Y. éCémo lo hicieron?

d. Determinen la verdadera velocidad del avién y su direccion respecto del aire.

e. Representen, de forma manual o digital, la situacién anterior con los tres vectores involucrados.
Cambien el vector de la velocidad del viento al sentido contrario, épor qué escalar deben
multiplicar el vector para invertir el sentido? Argumenten.

g. ¢Como se modifica la velocidad del avidén respecto del aire con este nuevo vector de velocidad
del viento? Argumenten.

h. Consideren el viento en la misma direccidn y sentido que la velocidad del avién, éen cuanto
varia la velocidad verdadera del avion en este caso? Discutan en el grupo y respondan.

Unidad de Curriculum y Evaluacion

Ministerio de Educacion, febrero 2021




Programa de Estudio Geometria 3D - 3° 0 4° medio @

ECUACIONES VECTORIALES
1. Consideren una recta en el plano cartesiano que pasa por el punto A(1; —2) y, ademas, un vector
de direccién i = (i) Con estos datos se puede encontrar dicha recta. Para ello:
a. Usando un plano cartesiano, marquen el punto A y dibujen U en algun lugar del plano.
b. Dibujen unarecta que contenga al vector dibujado. ¢ La recta pasa por A? Discutan y respondan.
c. Dibujen el vector que tiene como punto inicial el origen del plano cartesiano y como punto
terminal, el punto A.

d. Establezcan la ecuacién vectorial OB = 04 + AU, donde B(x; y) es otro punto de la recta
buscaday 1 € R.

e. ¢Cuadl es la ecuacion de la recta vectorial buscada? Discutan y respondan.

f.  ¢éCudl es la direccién de la recta encontrada? Comparenla con la direccidn del vector u. Discutan
y respondan.

2. Ahora, grafiquen en un plano cartesiano una recta que pase por los puntos A(3; —1) y B(—2; —2).
a. Determinen la ecuacién de la recta que pasa por estos dos puntos (haganlo de la forma
“tradicional”).
b. Ahora determinen la ecuacion de la recta vectorial.
¢. Comparen ambas ecuaciones. Geométricamente, ¢ qué interpretacidn tiene cada ecuacién? ¢En
qué casos hay que usar cada una? Discutan y argumenten su respuesta.
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PAUTA DE EVALUACION
Niveles de logros
Criterios de evaluacién Completamente Se observa No logrado por
logrado aspectos ausencia o no se
especificos que puede entender
pueden mejorar nada

Representan y argumentan adiciones y
sustracciones de vectores, en forma
grafica y algebraica.

Resuelven problemas que involucran el
producto de un vector por un escalary lo
representan en el plano cartesiano.

Resuelven problemas de isometrias y
homotecias, usando vectores y recursos
digitales.

Construyen y evallan estrategias para
resolver problemas que involucran el
modelo vectorial para representar
fenémenos.

Justifican el planteamiento de conjeturas
y su validez al resolver problemas que
involucran el modelo vectorial para
representar fendomenos.

Resuelven problemas que involucren
ecuaciones vectoriales.
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